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Aplicatii ale traversarii in adancime

Problema 1 (40 puncte)

Prima problema este de detectie a nodurilor critice, puntilor, si componen-
telor biconexe ale unui graf neorientat conex.
Daca G = (V, E) este un graf neorientat conex atunci

e Un nod critic este un nod x € V care, deca se elimina din G, rezulta
un graf neconex. Spunem ca G este biconex daca nu are noduri
critice.

e O punte este o muchie e € E care, daca se elimina din G, rezulta un
graf neconex.

e O componenta biconexa a lui G este o submultine maximala de
noduri V' C V astfel incat subgraful lui G' cu nodurile V' este biconex.
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e trei noduri critice: 1, 4, 6,
e doua punti: 1-2 i 4—6, si

e patru componente biconexe: {0,1,3,4}, {1,2}, {4,6} si {5,6,7}.



Traversarea in adancime se poate folosi pentru a determina simultan com-
ponentele biconexe, nodurile critice si puntile unui graf neorientat. Com-
plexitatea acestei metode este aceeasi cu a traversarii in adancime. In cele
ce urmeaza vom descrie cum functioneaza aceasta metoda pentru un graf
neorientat conex G = (V, E).

Fie A un arbore DFS al lui G. Reamintim c& muchiile lui G care nu sunt
muchii in A sunt muchii de intoarcere, adica de forma y—z unde = este un
ascendent al lui y diferit de ply]. De exemplu, un arborele DFS cu muchii
de intoarcere al grafulul conex
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Observam ca

e Un nod z al grafului, diferit de radacina lui A, este nod critic daca si
numai dacé are un descendent direct y in arborele A cu proprietatea
ca de la niciun descendent al lui y sau de la y nu exista muchie de
intoarcere la niciun ascendent al lui z;

e Radacina lui A este nod critic daca gi numai daca are cel putin doi fii.

Pentru a determina nodurile critice, puntile i componentele biconexe ale lui
G vom calcula pentru fiecare nod & urmatoarele informatii:

e nivel[z|: nivelul la care se afla nodul x in arborele DFS:
nivel[radacing] = 0,
nivel[z| = nivel[p[z]] + 1 dacd = # radacina.
e nma|x]: nivelul minim la care se poate ajunge din z, mergand numai pe
muchii de arbore si folosind ca ultima muchie o muchie de intoarcere.
1l vom numi nivelul minim accesibil si este egal cu minimul dintre
urmatoarele 3 valori:
1. nivelul nodului curent,

2. minimul dintre nivelurile nodurilor cu care este legat nodul curent
printr-o muchie de intoarcere,



3. minimul dintre nivelurile minime accesibile ale fiilor nodului cu-
rent din cadrul arborelui DFS.

Pentru nodurile z din arborele DF'S A ilustrat anterior cu muchii de intoarcere,
aceste valori sunt urmatoarele:
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Cu ajutorul valorilor nivel[z] si nma[z] putem detecta nodurile critice si
puntile lui G in felul urmator:

e Un nod y diferit de rddacina arborelui DFS este nod critic daca si
numai daca are cel putin un fiu x astfel incat nivell[y] < nma|x].

e Puntile sunt muchiile de forma p[z]—z cu z diferit de radacina arbo-
relui DFS si nivel[p[x]] < nma[z].
Muchiile de intoarcere nu sunt niciodata muchii critice fiindca apartin

intotdeauna unor cicluri.

Valorile tablourilor nivel gi nma se pot determina in timpul traversarii DFS.
Fie x nodul curent in traversarea DFS:

e Daci  este ridicina, setdm nivellz] = 1. In caz contrar, setdm
nivel[z] = nivellp[x]] + 1.

Aceasta valoare va ramane neschimbata pana la final.
e Initializam nma[z] = nivellx].
e Parcurgem toate nodurile y € adj[z]:

» Daca y a fost deja vizitat si y # p[z], atunci x—y este muchie
de intoarcere. Daca nivelly] < nma[z], actualizdm nmalz] =
nivel[y].

» Daca y nu a fost vizitat, continuam recursiv cu traversarea in
adancime de la y. La revenirea din apelul recursiv, daca nma[x] >
nma[y|, actualizdm nma[x] = nma[y].



Traversarea DFS poate fi ajustata sa determine, la revenirea din apelul
recursiv, nodurile critice, puntile si componentele biconexe ale lui G.
Pentru determinarea nodurilor critice verificaim urmatoarele:

1. La revenirea din un apel recursiv pentru un nod y € adj[z], verificam
daca nivel[z| < nmaly]. In caz afirmativ, decidem ca z este nod critic.

2. Pentru a stabili daca radacina arborelui A este nod critic, verificam
daca are cel putin doi fii. In caz afirmativ, decidem ca radacina arbo-
relui A este nod critic.

Pentru determinarea puntilor verificim dacd nivel[z] < nma[y| la
revenirea din un apel recursiv pentru un nod y € adj[z]. In caz afirmativ,
decidem ca x—y este punte.

Pentru determinarea componentelor biconexe folosim o stiva su-
plimentars S in care adaugam noduri in ordinea vizitarii lor de catre traver-
sarea DFS gi le eliminam la detectia unei componente biconexe. Detectia
unei componente biconexe apare cand nivel[x] < nma[y] la revenirea din un
apel recursiv pentru un nod y € adj[z]. In acest caz

» climinam din S toate nodurile pana la nodul y, inclusiv. Nodurile
eliminate, Impreuna cu nodul z reprezinta o componenta biconexa.
Eliminarea se face pana la y, nu pana la z, deoarece intre acestea, pe
stiva, pot fi elemente din altd componentd conexa.

OBSERVATIE: conditia nivel[z] < nma[y| are loc intotdeauna cand x este
radacina lui A, chiar dacd x nu este nod critic. In acest cas se determini o
componenta biconexa din care face parte radacina.

Folositi clasele din algs4.jar precum si clasele Java de pe site-ul

https://staff.fmi.uvt.ro/ "mircea.marin/lectures/EduGraph/

pentru a implementa o clasia Java BCC cu urmatorul API:

public class BCC

BCC (Graph G) Constructor de detectie a compo-
nentelor biconexe si puntilor lui G
int count() Numarul componentelor biconexe
boolean critical(v) Este v nod critic?
Iterable<Edge> bridges() Puntile din G

Iterable<Integer> comp(int c) Nodurile din componenta biconexa
cu identificatorul ¢




Problema 2 (30 puncte)

Problema gasirii unor drumuri elementare de lungime maxima de la un nod
sursa intr-un graf este urmatoarea:

Se dau un graf G cu n noduri, m muchii, si un nod sursa s € V(G).

Si se gaseascd drumuri elementare de lungime maximi la s ~» 2 pentru
toate nodurile din {z € V(G) | s ~ z}.

Daca G este DAG, problema se poate rezolva usor cu ajutorul sortarii to-
pologice:

1. Se calculeaza o sortare topologica [zg, 1, ..., 2] a nodurilor la care
se poate ajunge din s. Observati ca xg = s.

2. Pentru 0 <i <k, fie

e L[i]: lungimea celui mai lung drum elementar de s la x;, si
e d[i]: o coada care retine nodurile unui drum elementar de lungime
maxima de la s la x;.
Valorile lui L[i] si d[i] se pot calcula astfel:
e Se seteaza valorile initiale L[0] = 0, d[0] = [s], L[{]] = —oo si
dfi] =[] pentru 1 <i < k.
e Se actualizeaza valorile initiale in felul urmator:

for i =0 to k do
for j € adj[i] do
if L[j] < L[] + 1 then

Llj] =Ll + 15
d[j] = d[i] cu nodul j adaugat la sfarsit;
endif

3. In final, fiecare element d[i] va contine nodurile unui drum elementar
de lungime maxima de la s la x;.

Algoritmul se termina in k+m + 1 pasi, deci are complexitate liniara O(n +
m), unde n este numarul de noduri gi m este numarul de muchii.

Exemplu. Sa se calculeze drumuri elementare de lungime maxima de la
nodul sursa c in digraful



(0) reprezentat cu listele de adiacenta
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iar traversarea in postordine inversa a acestui arbore produce sortarea to-
pologica [1,3,0,2,4,5]. In acest exemplu avem k = 5.
Valorile initiale ale tablourilor L si d sunt
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L[i] = —oo si d[i] =[] pentru 1 < i < 5.

Evolutia valorilor elementelor tabloului d este ilustrata mai jos:

1 ~3) O——=——0—=6
a[o] a[1] a[2] a[3] al4] als]
[1] I I I I I
[1] [1,3] [1,0] I I I
[1] [1,3] [1,3,0] [1,3,2] [ I
1] [1,3] [1,3,0]  [1,3,0,2] [1,3,0,4] [1,3,0,5]
[1] 1,3] [1,3,0]  [1,3,0,2] [t1,3,0,2,4] [1,3,0,2,5]
[1] [1,3] [1,3,0]  [1,3,0,2] [t,3,0,2,4][1,3.0,2,4,5]|

Sa se implementeze in java o clasd MaxPaths cu urmatorul API de detectie
a drumurilor elementare de lungime maxima de la un nod sursa in un DAG:



public class MaxPaths
MaxPaths (Digraph G,int s) Constructor de detectie a dru-
murilor simple de lungime ma-
xima de la nodul sursa s
boolean connected(int x) Exista drum de la sursa la x7
Iterable<Integer> maxPath(int x) Nodurile unui drum elementar
de lungime maxima de la sursa
la x

Algoritmii lui Dijkstra, Bellman-Ford si Floyd-Warshall

1. (10 puncte) Fie digraful ponderat
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Folositi algoritmul lui Dijkstra pentru a calcula caile cu lungime pon-
derata minima de la sursa s, si desenati arborele de cai cu lungimi
ponderate minime calculat de algoritm.

2. (20 puncte) Fie digraful ponderat . a//( \
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(a) Desenati arborele de cai cu lungimi ponderate minime calculat
de algoritmul Bellman-Ford de la sursa a.

(b) Indicati tabloul P[5] calculat de algoritmul Floyd-Warshall pentru
enumerarea de noduri [a, b, ¢, d, e].

(c) Indicati arborele de cai cu lungimi ponderate minime de la sursa
b, determinat de matricea P[5].

(d) Indicati arborele de cai cu lungimi ponderate minime de la sursa
f, determinat de matricea P[5].



