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Teoria Grafurilor

Teoria grafurilor este studiul grafurilor ca structuri de date care modeleaza
relatii binare dintre componentele unui sistem. Mai precis, un graf este o
pereche ordonata (V, E') in care V este o multime de noduri iar £ o multime
de muchii. Nodurile reprezinta componentele unui sistem, iar muchiile
reprezinta legaturile dintre ele.

Aceasta reprezentare simplificatd reduce un sistem la o structurd abs-
tracta care ne permite sa gasim raspunsuri la multe probleme frecvent intalnite,
precum: exista un lant de conexiuni intre doua noduri ale grafului? Cum
putem gasi un astfel de lant, de lungime minima? Cate noduri sunt interco-
nectate intre ele? Se poate desena un graf fara a avea intersectii intre muchii?
Se poate traversa un graf astfel incat sa vizitam fiecare nod o singura data?

Studiul grafurilor a inceput in prima jumétate a secolului XVIII cu re-
zolvarea unor jocuri recreationale. A evoluat rapid intr-o disciplind majora
a matematicii care a descoperit proprietati importante si utile ale grafurilor
si a gasit solutii la multe probleme de interes general. Aparitia calculatoa-
relor a impulsionat studiul algoritmic al grafurilor. Desi cativa algoritmi
fundamentali au vechime de sute de ani, majoritatea au fost descoperiti
in ultimele decenii. Acegti algoritmi formeaza o tehnologie fara de care
rezolvarea multor probleme importante ar fi practic imposibila.

Lista urmatoare ilustreaza diversitatea aplicatiilor bazate pe algoritmi
de procesare a grafurilor.

Harti

Google Maps gi Via Michelin sunt aplicatii populare pe care le folosim frec-
vent ca sa aflam raspunsuri la intrebari precum ,,Care este cel mai scurt
traseu de la Timigoara la Bucuregti?” sau ,,Care este cel mai rapid traseu
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de mers cu magina de la Arad la Cluj?” Vom vedea cum aceste probleme
se pot rezolva modeland reteaua rutiera a Romaniei (sau Europei) cu gra-
furi ponderate si folosind algoritmii lui Dijkstra sau Warshall pentru a gasi
drumuri de lungime minima.

O alta problema legata de harti este cea a colorarii regiunilor unei harti
astfel incat, pentru a le distinge vizual, sa atribuim culori diferite regiunilor
cu granita comuna. Harta de mai jos ilustreaza ca pentru judetele Roméaniei
sunt suficiente 4 culori.

I I ROMANIA

GALATI

BRALA | TULCEA

Aflarea numarului minim de culori pentru care exista astfel de colorari este
un caz special al problemei de calcul al numarului cromatic al unui graf.
Vom prezenta un algoritm de calcul al numarului cromatic, si vom vedea
ca hartile (precum cea a judetelor Romaéaniei) pot fi reprezentate cu grafuri
planare despre care stim ca au numarul cromatic cel mult 4. Deci 4 culori
sunt in general suficiente pentru a evita colorarea regiunilor invecinate ale
unei harti planare cu aceeasi culoare.

WWW

Sistemul informational World Wide Web (WWW), numit scurt si web, este
un graf ale carui noduri sunt pagini web interconectate prin hyperlink-uri.
Paginile web sunt documente de tip hipertext care rezida in diferite locatii
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pe calculatoare server si pot fi regasite cu ajutorul unui identificator unic
numit URL. Un browser este un program de navigare a grafului WWW
care ofera doua servicii utile: (1) descarca pagini web de pe un server si le
afiseaza pe un terminal client la utilizator, si (2) permite utilizarea unui mo-
use pentru a urma hyperlink-uri de trecere de la o pagina la alta. Cautarea
informatiilor stocate in pagini web se face cu motoare de cautare care se
bazeaza pe algoritmi de traversare sistematica a grafului WWW pentru a
indexa continutul paginilor web si a retine acesti indecsi pe servere din cen-
tre de date. In 2016 se estima c& centrele de date Google pentru motoare de
cdutare aveau 2.5 - 10% servere. In septembrie 2020 se estima ca sunt peste
5.55 - 107 pagini web indexate pe aceste servere.

WWW si Internetul sunt sisteme diferite. Internetul este un sistem glo-
bal de calculatoare intre care exista legaturi fizice bazate pe tehnologii de
conectare electronica, wireless sau optica, iar comunicarea dintre calcula-
toare se face protocoalele TCP/IP. Si Internetul are o structura de graf:
nodurile sunt calculatoare iar muchiile sunt legaturile fizice dintre ele.

Circuite electronice

Un circuit electronic este un graf ale carui noduri sunt resistori, tranzistori
si capacitori conectati cu cablaje imprimate (engl. Printed Circuit Board).
Proiectarea acestor circuite integrate trebuie sa gaseasca rapid raspunsul
la intrebarea ,,Exista un scurt-circuit?”, iar in caz afirmativ sa raspunda
si la intrebarea ,,Se poate evita scurt-circuitul printr-o reimprimare a ca-
blajului?” De exemplu, figura (b) este o reimprimare fara scurt-circuit a
circuitului din figura (a).

Aceste probleme pot fi rezolvate cu algoritmi de detectie a grafurilor planare
si de constructie a unor reprezentari planare (engl. planar embedding). Cir-
cuitele integrate actuale integreaza miliarde de tranzistori, iar proiectarea
lor ar fi practic imposibila fara utilizarea acestor algoritmi.

Probleme de planificare

Numeroase procese sunt colectii de activitati care trebuie sa respecte anu-
mite constrangeri: unele activitati nu pot incepe decat dupa ce se incheie
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alte activitati. Se doreste efectuarea acestor activitati intr-un timp cét mai
scurt gi sa fie respectate constrangerile impuse.

Aceasta problemé de planificare poate fi modelata cu un graf orientat
G ale carui noduri sunt activitatile, iar un arc x—y constrange activitatea
y sa inceapa dupa incheierea activitatii . Rezolvarea problemei consta in
gasirea unei sortari topologice a lui G, adicd a unei enumerari a tuturor
nodurilor lui G in o lista L astfel incat, daca x—y este un arc in G atunci
x apare Inaintea lui y In L. De exemplu, graful orientat

oo

are sortarea topologica [0, 6,1, 5,4, 2, 3| ilustratd mai jos:

e

© EE—T——0 o6

Vom vedea cum calculul unei sortari topologice (daca exista) se poate face
rapid cu un algoritm de traversare in adancime a grafului orientat.

Retele sociale

Cu retelele sociale Facebook sau Twitter stabilim conexiuni directe cu prie-
teni. O retea sociala este un graf in care nodurile sunt persoane iar muchiile
sunt conexiunile stabilite intre prieteni sau catre persoanele ale caror postari
le urmarim. Retelele sociale sunt analizate cu algoritmi din teoria grafurilor
pentru a determina:

e nivelul de conexiune si densitatea retelei, prin calculul componentelor
conexe, a ordinului, marimii, si a gradului minim §i maxim pentru
fiecare componenta conexa a retelei sociale.

e gradul de influenta al utilizatorilor asupra retelei, prin calculul unor
masuri de centralitate,

e robustetea retelei, prin calculul unor statistici descriptive (de exemplu,
gradul de conectivitate),

e preocuparile utilizatorilor si clasificarea lor in grupuri de interes, cu
algoritmi de clasificare sau clustering
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iar rezultatele analizei pot fi folosite pentru: data mining; marketing; ana-
liza comportamentului utilizatorilor; colectarea de informatii si analiza se-
curitatii (supravegherea terorismului gi a crimei organizate); etc.

Fluxuri maxime

Calculul fluxului maxim in retele de transport apare frecvent in rezolvarea
unor probleme de optimizare. Retelele de transport sunt grafuri orientate
ponderate in care existd un nod de plecare (nodul sursa), un nod de so-
sire (nodul destinatie), si nodurile intermediare care sunt puncte de tranzit.
Arcele grafului reprezintd legaturi de transport orientate cu capacitati de
incarcare ce nu pot fi depagite. Se pune problema gasirii unui flux maxim de
transport de la sursa la destinatie. De exemplu, un flux maxim in reteaua
de transport de mai jos cu sursa s si destinatia t

Retelele de transport au fost inventate in 1954 ca model simplificat de studiu
al fluxului de marfuri transportate cu trenul in Uniunea Sovietica, dar sunt
utile gi pentru imbunatatirea conditiilor de trafic, reconstructia imaginilor
din proiectia razelor X in tomografie, planificarea procesoarelor paralele, etc.
Vom vedea cum problema fluxului maxim poate fi rezolvata cu algoritmul
lui Ford-Fulkerson.

Problema postasului chinez

Modelul abstract al acestei probleme este de a gasi un drum sau ciclu care sa
treaca o singura data de-a lungul fiecarei muchii a unui grad neorientat. Are
aplicatii in minimizarea costurilor pentru salubrizarea strazilor, colectarea
deseurilor, expedierea postei, etc. Vom vedea cum putem rezolva aceasta
problema cu algoritmi de detectie a drumurilor sau ciclurilor euleriene.

Problema comis voiajorului

Data fiind o lista de orage si distantele dintre fiecare doua orase, care este
cel mai scurt traseu posibil care viziteaza fiecare orag o singura data si se
intoarce in oragul de origine?
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Aceasta este o problem# de optimizare NP-completi! pentru care se
cunosc algoritmi euristici si exacti ce pot gasi solutiile optime pentru unele
cazuri speciale cu zeci de mii de noduri. Pentru cazuri cu milioane de noduri,
se cunosc algoritmi care gasesc rapid solutii suboptimale cu abatere mai mica
de 1% (vezi [1]).

Problema comis voiajorului (engl. travelling salesman problem) este una
dintre cele mai intens studiate probleme de optimizare. A fost formulata
matematic in anii 1800 de catre matematicianul irlandez Hamilton. Acesta
a fost interesat doar de gasirea unui circuit intr-un graf neorientat care sa
treaca o singura data prin fiecare nod al grafului (un astfel de circuit se
numeste circuit hamiltonian). Formularea actuala a problemei a fost data
in anii 1939 de catre matematicianul american Flood, care a fost interesat
sa rezolve o problema de rutare a autobuzelor gcolare.

Arbori de acoperire cu cost minim

Identificarea arborilor de acoperire cu cost minim apare frecvent in pro-
bleme de conectare eficienta a unor puncte de comunicatie. In aceste situatii,
legaturile posibile dintre punctele de comunicatie se modeleaza cu un graf
neorientat cu ponderi pozitive ale muchiilor. Solutia la problema este un sub-
graf partial conex fara cicluri, care (1) contine toate punctele de comunicatie
si (2) minimizeaza suma ponderilor muchiilor sale. Vom vedea ca solutia este
intotdeuna un arbore, numit arbore de acoperire cu cost minim, care poate
fi gasit rapid cu algoritmul lui Kruskal.

De exemplu, ne putem pune problema conectarii cu trenul a localitatilor
A, B,C,D,E,F,G,H intre care se pot construi legaturile din graful

Costul investitiei va fi proportional su suma lungimilor legaturilor construite.
Vrem sa investim cit mai putin si sa existe lanturi de conexiuni intre oricare
doua localitati. Cu algoritmul lui Kruskal, putem gasi arborele de acoperire

! Acest lucru inseamn3 c&, in cel mai riu caz, timpul necesar pentru detectia traseului
cregte superpolinomial (dar nu mai mult decit exponential) cu numarul de orase.
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cu cost minim 10 + 20 + 40 + 50 4 35 + 30 + 25 = 210 ilustrat mai jos:

Cuplaje

Sa presupunem ca o companie are n muncitori si tot atatea locuri de munca.
Fiecare muncitor este calificat pentru unul sau mai multe dintre locurile
de munca disponibile. Se doreste angajarea unui numéar cat mai mare de
muncitori pe cate un loc de munca pentru care este calificat.

Aceasta problema este un caz special de gasire a unui cuplaj maxim in
un graf neorientat. Graful are 2 - n noduri care reprezintd muncitorii si
locurile de munca, si muchii care conecteaza fiecare muncitor cu locurile de
munca pentru care este calificat. Un cuplaj este o multime de muchii cu
proprietatea ca oricare doua sunt neincidente, adica nu au capat comun. Un
cuplaj maxim are numarul maxim de muchii care cupleaza un muncitor cu
o munca pentru care este calificat.

O variatie a problemei este cea in care stim si costurile solicitate de mun-
citori pentru fiecare serviciu si vrem sa gasim un cuplaj care angajeaza toti
muncitorii gi minimizeaza costul total. De exemplu, daca vrem sa angajam
muncitorii Ion, Dan gi Vlad pe posturi de muzician, bucatar si gradinar, iar
costurile percepute de acestia sunt cele din tabelul de mai jos

Muncitor Cost muzician Cost bucatar Cost gradinar

Ton 108 125 150
Dan 150 135 175
Vlad 122 148 250

atunci avem de gasit un cuplaj maxim cu cost minim in graful ponderat




