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Curs 9: Traversarea grafurilor

23 noiembrie 2020

CURS ACTUALIZAT IN 5 DECEMBRIE 2020. In acest curs sunt prezentati
algoritmii fundamentali de traversare a grafurilor — traversarea in adancime si
traversarea In latime, — gi aplicatii ale acestora. Acesti algoritmi sunt conceputi
sa rezolve problema urmatoare:

Se dau un graf G = (V, E) si un nod s € V, numit sursa cautarii.

Sa se determine (1) multimea de noduri la care se poate ajunge din s, adica
Ss={z eV |s~ z}, ¢ (2) o multime {m, | z € S5} unde 7, este o cale
delaslazinG.

Cele mai cunoscute strategii de traversare a grafurilor sunt traversarea in
adancime (engl. depth first search sau DFS) si traversarea in latime (engl.
breadth first search sau BFS). Ambele strategii rezolva problema de mai sus
calculand reprezentarea cu predecesori a unui arbore T cu radacina s, care are
proprietatile urmatoare:

1. Multimea de noduri a lui Ty este Sy, adica V(Ts) = S;.

2. Pentru fiecare = € S, lista de noduri pe ramura de la s la x in T este o
cale de la s la z in G. Deci Ty este o reprezentare compacta a multimii de
céi {m, | x € Ss} din enuntul problemei.

Vom prezenta implementarea unui API java pentru traversarea grafurilor. Acest
APT consta din clasa abstracta GraphSearch cu subclasele BFS si DFS:

public abtract class GraphSearch

boolean visited(int x) Exista drum de la sursa la x?
Iterable<Integer> path(int x) Un drum de la sursa la x
public class DFS extends GraphSearch

DFS (IGraph G,int s) Constructor de traversare in adancime a lui G pornind
de la nodul sursa s

public class DFS extends GraphSearch

BFS (IGraph G,int s) Constructor de traversare in latime a lui G pornind de
la nodul sursa s




In implementare vom folosi douéa clase pentru colectii iterabile: Queue<E> pen-
tru o coada de elemente de tip E, si Stack<E> pentru o stiva de elemente de tip
E. Ambele clase sunt din arhiva de clase java algs4. jar.

public class Queue<E> implements Iterable<E>

Queue<E> () Creaza o coada fara elemente
void enqueue(E e) Adauga elementul e la sfargitul cozii
void E dequeue() Returneaza primul element din coada, si il sterge
din coada
int size() Numarul de elemente din coada
boolean isEmpty() Este coada vida?
public class Stack<E> implements Iterable<E>
Stack<E>() Creaza o stiva fara elemente
void push(E e) Pune elementul e in varful stivei
E popQ) Scoate din stivd ultimul element adaugat
int size() Numarul de elemente din stiva
boolean isEmpty() Este stiva vida?

Reamintim ca o clasa este iterabila daca implementeaza interfata Iterable, care
ne permite sa scriem bucle for-each ca sa iteram toate elementele. De exemplu,
putem avea cod client de forma

Queue<Integer> Q = ...;
Stack<Integer> S cee
for (int e : Q) System.out.println(e);
for (int e : S) System.out.println(e);

Elementele unei cozi sunt iterate de la primul la ultimul element inserat (First-In
First-Out), iar elementele unei stive sunt iterate de la ultimul la primul element
inserat (Last-In First-Out).

1 Traversarea in adancime de la un nod sursa

Cu aceasta strategie, vizitarea unui nod x se face astfel:
1. Se marcheaza x ca nod vizitat.

2. Se viziteaza recursiv toti vecinii nevizitati ai lui z. Pentru fiecare vecin y
care se viziteazd se seteazi p[y] = x pentru a retine faptul ci traversarea
la y s-a facut de la z.

Arborele T calculat cu aceasta strategie se numeste arborele DFS cu radacina
5. O implementare a acestei strategii este clasa DFS ilustrata mai jos:

public class DFS {
private boolean[] visited;
private int[] p;
private final int s;



public DFS(IGraph G, int s) {
visited = new boolean[G.V()];
p = new int[G.VQ];
this.s = s;
dfs(G,s);
}
private void dfs(IGraph G, int i) {
visited[i] = true;
for (int j : G.adj(i))
if (lvisited[j1) {
plil = 1i; // retine ca s-a traversat muchia i—j
dfs(G,j);
}
}
public boolean visited(int x) { return visited[x]; }
public Iterable<Integer> path(int x) {
Stack<Integer> S = new Stack<Integer>();
if (visited(x))
while(x!=s) { S.push(x); x=p[x]; }
S.push(s);
return S;

}

Exemplul 1. Fie digraful reprezentat cu liste de adiacenta

O /=2 7 adj [0] = [27175}7 adj [1] = [5]3 adj [2] = [37174]a
o TS| aasi= (5] aasii = 2l asshl = 0
A SN aaie) = 4,21, aai(r) = [8], aajls) = (6]

Traversarea in adancime cu DFS(G,0) viziteazd nodurile 0,2,3,4,5,1 in aceasta
ordine si seteazd pl0] = pl6] = p[7] = pIs| = —1, p[2] = 0,p[1] = p[3] = 2,
pl4] = p[5] = 3, adica reprezentarea arborelui DFS cu ridacina 0 ilustrat mai
jos:

9 nodul 0 nu are parinte; 0 este nod radacina.
2 nodul 2 are parintele 0.
PERY s o
3 1 nodurile 3 si 1 au parintele 2.
¥ o ‘o
4 5 nodurile 4 gi 5 au parintele 3.

Linia curba indica ordinea de vizitare a nodurilor de catre DFS. Cu API-ul
clasei DFS putem consulta componenta si structura acestui arbore:



z | visited(z) | G.path(x)

0 | true [0]

1 | true [0,1]

2 | true [0,2]

3 | true [0,2,3]

4 | true [0,2,3,4]

5 | true [0,2,3,5]

6 | false null

7 | false null

8 | false null O

Drumurile gasite de cautarea in adancime nu sunt cele mai scurte posibile. De
exemplu, G.path(5) giseste drumul [0, 2, 3, 5], dar drumul cel mai scurt de la 0
la 5 este [0,5]. Dac& vrem s& gasim drumuri de lungime minim4, putem folosi
traversarea in latime.

2 Traversarea in latime de la un nod sursa

Traversarea in latime de la un nod sursa s se face in runde: in prima runda
vizitam s, iar in fiecare runda urmatoare vizitam vecinii nevizitati ai noduri-
lor vizitate in runda precedentd. Arborele Ty calculat cu aceasta strategie se
numeste arborele BFS cu radacina s.

Aceasta strategie se poate implementa cu o coada in care se retin nodurile
in ordinea in care urmeaza sa le vizitam vecinii nevizitati. Pentru lucrul cu cozi,
folosim clasa Queue<E> din algs4.jar. O implementare a acestei strategii este
clasa BFS care difera de DFS doar prin faptul ca foloseste metoda bfs() in loc
de dfs() ca sa traverseze graful G pornind de la sursa.

private void bfs(IGraph G, int s) {

visited[s] = true; // viziteaza nodul sursa
Queue<Integer> Q = new Queue<Integer>();
Q.enqueue(s); // siil pune in coada

while (1Q.isEmpty()) {
int v = Q.dequeue();
for(int w : G.adj(v))
if (tvisited[w]) {
plwl = v;
visited[w] = true;
Q.enqueue (w) ;

}

Exemplul 2. Fie digraful reprezentat cu liste de adiacenta



0 2 7 adj[0] = [2,1,5],adj[1] = [5],ad]j[2] = [3,1, 4],
G l\l/()\e j adj 3} [4 5],idj[i][—] [2}!@[;][—]“,[ |
5 / 8

/3\44— adj[6] = [4,2,7],adj[7] = [8], adj[8] = [4, 6].

BFS de la sursa 0 viziteaza nodurile 0,2,1,5,3,4 In aceastd ordine si seteaza

p[0] = p[6] = p[7] = p[8] = —1, p[2] = p[1] = p[5] = 0, p[3] = p[4] = 2, adica
reprezentarea arborelui BFS cu radacina 0 ilustrat mai jos:

0

2/1\5
PR

3 4 O

Pentru fiecare nod x € S, in arborele BFS cu radacina s al unui graf G, lista
de noduri pe ramura de la s la x este un drum de lungime minima de la s la
z1n G.

2.1 Ordini de traversare a nodurilor in adancime

Un rol important in multe aplicatii il joaca relatiile de ordine definite de tra-
versarea in adancime a tuturor nodurilor unui graf. Pentru un graf G = (V, E),
aceste ordini de traversare se definesc in raport cu urmatorul proces: se fixeaza
o enumerare [z1,Z2,...,Ty,] a nodurilor din V si se executd

for (int s = 1; s <= n; s++)
if (!vizitat[wzg]) dfs(G,z,);

DFS de la un singur nod sursa produce un arbore DFS cu radécina s, in timp
ce traversarea tuturor nodurilor lui G produce o padure de arbori DFS.

Exemplul 3. Fie graful neorientat reprezentat cu listele de adiacenta

@ @ adj[0] = [1,2,5,6],adj[1] = [0], adj[2] = [0],
D 9@ © adj[3] = [4,5],adj[4] = [3, 5, 6],adj[5] = [0, 3,4],

8] =1
adj[6] = [0, 4], adj[7] = [8], adj[8] = [7],
(3)
’@ @\Q adj[9] = [10,11,12],adj[10] = [9],adj[11] = [9,12],
G) ()12 adj[12] = [9,11].
Pentru enumerarea nodurilor [0,1,2,...,11,12], traversarea in adancime pro-

duce o padure cu trei arbori DFS:

a9 A
O @
:

OQ+-L-O+E



Ordinile de traversare in adancime sunt:
Preordine: z <;,. y dacd una din conditiile urmatoare are loc:
e z,y sunt in arbori DFS diferiti iar arborele DFS in care apare z este
construit Tnaintea arborelui DFS in care apare y, sau
e 1,y sunt In acelagi arbore DFS gi x este deasupra lui y, sau
e .y sunt in acelagi arbore DFS si x este in stanga lui y.
Relatia de preordine se poate calcula in felul urmator: Fiecare nod =z

se adaugd in o coada inaintea apelului recursiv al lui dfs(G,x). Avem
2 <pre ¥ dacd x apare Inaintea lui y In aceasta coada.

De pilda, enumerarea in preordine a nodurilor din cei trei arbori DFS din
Exemplul 7 este [0,1,2,6,4,3,5,7,8,9,10,11,12].
Postordine: z <, ¥ dacd una din conditiile urmatoare are loc
e .y sunt in arbori DFS diferiti iar arborele DF'S in care apare x este
construit Inaintea arborelui DF'S in care apare y, sau
e x,y sunt in acelagi arbore DFS si x este sub y, sau
e z,y sunt In acelagi arbore DFS gi x este in stanga lui y.
Relatia de preordine se poate calcula in felul urmator: Fiecare nod x se

adaugad in o coada dupa apelul recursiv al lui dfs(G,x). Avem z <post ¥
daca x apare naintea lui y in aceasta coada.

De pilda, enumerarea in postordine a nodurilor din cei trei arbori DFS din
Exemplul 7 este [1,2,5,3,4,6,0,8,7,10,12,11,9].

Postordine inversa: Avem & <ievpost ¥ dacd y <post . Deci postordinea
inversa se poate calcula punand nodurile in o stiva dupa apelul recursiv
al lui dfs (). Avem 2 <;evpost ¥ dacd = apare deasupra lui y In stiva.

De pilda, enumerarea in postordine inversa a nodurilor din cei trei arbori
DFS din Exemplul 7 este [9,11,12,10,7,8,0,6,4,3,5,2,1].

Aceste ordini se pot calcula gi accesa cu API-ul clasei DepthFirstOrder.

public class DepthFirstOrder

DepthFirstOrder( IGraph G) Constructor pentru ordinile de traver-
sare in adancime
Iterable<Integer> pre() Noduri in preordine
Iterable<Integer> post() Noduri in postordine
Iterable<Integer> reversePost() Noduri in postordine inversa

Figura 1: API pentru ordinile de traversare in adancime a unui digraf.



public class DepthFirstOrder {
private boolean[] visited;
private Queue<Integer> pre;
private Queue<Integer> post;
private Stack<Integer> reversePost;

public DepthFirstOrder(IGraph G) {
pre = new Queue<Integer>();
post = new Queue<Integer>();
reversePost = new Stack<Integer>();
visited = new boolean[G.V()];
for (int s = 0; s < G.V(); s++)
if (!visited[s]) dfs(G,s);
}
private void dfs(IGraph G, int i) {
pre.enqueue(i);
visited[i] = true;
for (int j : G.adj(i))
if (lvisited[jl) dfs(G,j);
post.enqueue (i) ;
reversePost.push(i);
}
public Iterable<Integer> pre() { return pre; }
public Iterable<Integer> post() { return post; }
public Iterable<Integer> reversePost() { return reversePost; }

3 Abplicatii ale traversarii in adancime

3.1 Detectia componentelor conexe

Traversarea in adancime se poate folosi pentru detectia componentelor conexe
ale unui graf neorientat. Clasa CC ilustrata mai jos ofera un API pentru calculul
lor cu DFS.

public class CC
CC(Graph G) Constructor pentru componentele con-
exe ale grafului neorientat G
boolean connected(int i,int j) Exista drum de la i la j?
int count() Numarul de componente conexe
int id(int v) Identificatorul de componenta al nodului
v (intre 0 si count (0 -1)

public class CC {
private boolean[] visited;
private int[] id;
private int count;

public CC(Graph G) {
visited = new boolean[G.V()];



id = new int[G.V()];
for(int s=0; s<G.V(); s++)
if (!visited[s]) { dfs(G,s); count++; }
}
private void dfs(Graph G, int i) {
visited[i] = true;
id[i] = count;
for (int j : G.adj(i))
if (lvisited[j]) dfs(G,j);

}

public boolean connected(int i, int j) {
return id[i] == id[j];

}

public int count() { return count; }
public int id(int v) { return id[vl; }

}

Aceasta traversare foloseste un contor count setat sa indice numaéarul arborelui
DFS in curs de construire (pornind de la 0) si folosit pentru defini identificatorul
de componenta al tuturor nodurilor din arborele DFS.

3.2 Detectia ciclurilor in grafuri orientate

Presupunem cid G este un digraf si ne propunem sa rezolvam problema urma-
toare: ,,Are G un ciclu? Daca da, sa se gaseasca un ciclu in G.”

Un digraf poate avea un numar exponential de cicluri, deci este rezonabil sa
ne multumim cu gasirea unui singur ciclu, atunci cand exista unul. Multe apli-
catii, inclusiv cea a planificarii activitatilor, se pot realiza doar pentru digrafuri
fara cicluri, numite DAG (engl. directed acyclic graph).

Pornim de la observatiile urmatoare:

» Traversarea in adancime a tuturor nodurilor unui digraf produce o padure
de arbori de cautare in adancime. Arcele lui G care apar ca muchii in
aceastd padure de arbori se numesc muchii de arbore (engl. tree edges).
Celelelte arce sunt de 3 feluri, dupa cum arata daca le adaugam la padurea
de arbori de cautare:

1. Muchii de intoarcere: sunt arcele u—v de la un nod u la un
predecesor de-al lui in un arbore de cautare in adancime.

2. Muchii de salt inainte: sunt arcele u—v de la un nod u la un
succesor de-al lui in un arbore de cautare in adancime.

3. Muchii transversale: sunt arce u—v de doud feluri: (1) intre no-
duri pe ramuri diferite din acelagi arbore, sau (2) de la un nod u la
un nod v intr-un arbore construit anterior.

» G are un ciclu daca si numai daca existda o muchie de intoarcere.

» Mai multe detalii despre aceste a tipuri de muchii i proprietatile lor gasiti
in subsectiunea Classification of edges a sectiunii 22.3 din [?].




Exemplul 4. Fie digraful G: ? ; % ’/?D 5 reprezentat cu

—@

adj[0] = [5,1],  adj[1] =[7], adj[2] = [7], adj[3] = [6,4],
adj[4] = (3,6,  adj[s] =[2,1], adjl6]=1[0,1], adj[7] =[5].

Traversarea in adancime a lui G produce doi arbori de cautare:

Celelelte arce au fost desenate cu linie intrerupta: muchiile de Intoarcere au fost
etichetate cu B, cele de salt inainte cu F, si cele transversale cu C. O

Asadar, putem reduce detectia unui ciclu la detectia unei muchii de intoarcere
in un arbore de ciutare in adancime. In acest scop, vom folosi clasa Stack<E>
din algs4.jar pentru stiva de apeluri recursive ale metodei dfs().
Clasa DCycle pe care o prezentam aici implementeaza API-ul
public class DCycle
DCycle(Digraph G) Constructor de detectie a ciclurilor

boolean hasCycle(E e) Are G un ciclu?
Iterable<Integer> cycle() Nodurile din un ciclu (dacd exist&
unul)

public class DCycle {
private boolean[] visited;
private int[] p;
private Stack<Integer> cycle;
private boolean[] inStack;

public DCycle(Digraph G) {
inStack = new boolean[G.V()];
p = new int[G.VO1;
visited = new boolean[G.V()];
for (int s=0; s<G.V(); s++)
if (lvisited[s])
dfs(G,s);
}
private void dfs(Digraph G, int i) {
inStack[i] = visited[i] = true;
for (int j : G.adj(i))
if (hasCycle()) return;
else if (lvisited[j]) {



P[J] = i’
dfs(G,j);

}
else if (inStack[jl) {
cycle = new Stack<Integer>();
for (int k = i; k !'= j; k = p[k]) cycle.push(k);
cycle.push(j);
cycle.push(i);

}

inStack[i] = false;

}

public boolean hasCycle() { return cycle != null; }
public Iterable<Integer> cycle() { return cycle; }

3.3 Detectia ciclurilor in grafuri neorientate

Presupunem ca G este un graf neorientat. Traversarea in adancime a lui G

produce o padure de arbori, cate un arbore pentru fiecare componenta conexa,
alui G.

Exemplul 5. Fie graful neorientat reprezentat cu listele de adiacenta

© adj[0] = [1,2,5,6],adj[1] = [0], adj[2] = [0],
NGO ® 24313 = [4.5] ad3l4] = [3,5.6],2a3[5] = [0.3,4),

adj[6] = [0, 4], adj[7] = [8], adJ[ | =1[7],

9=

[

g@ @\Q adj[9] = [10,11,12],ad3[10] = [9], adj[11] = [9, 12],
G) @ @ adj[12] = [9, 11].

Traversarea in adancime produce trei arbori de cautare care, impreuna cu cele-
lalte muchii din graful G (desenate cu linie intreruptd), arata astfel:

Ay

Toate muchiile suplimentare (cele intrerupte) sunt de la un nod la un predecesor
al parintelui sau in arbore, motiv pentru care se numesc muchii de intoarcere.
In literaturs, arborii de ciutare in adancime impreuna cu muchiile de intoarcere
se numesc palmieri. Fiecare muchie de intoarcere inchide o raméara arborelui
de ciutare intr-un un ciclu. In acest exemplu sunt trei muchii de intoarcere:

5—0, care determina ciclul [0, 6,4, 3,5, 0],
5—4, care determina ciclul [4, 3,5, 4],
12—9, care determina ciclul [9,11,12,9]. O

10



Arborii palmier ne dau un criteriu de detectie a ciclurilor: Cand traversarea de
la un nod i cu parintele k£ descopera un vecin j # k al lui i deja vizitat, stim ca
exista o muchie de intoarcere de la j care formeaza un ciclu in G.

Pe baza acestei observatii, vom extinde API-ul clasei CC sa detecteze com-
ponentele conexe cu ciclu, si cicluri in ele (daca exista):

public class CC

boolean hasCycle(int c¢) Exista ciclu in componenta cu identifi-
catorul c?
Iterable<Integer> cycle(int c) Nodurile din un ciclu al componentei
conexe ¢ (dacd existd unul)

public class CC {
private boolean[] visited;
private int[] id;
private int[] p;
private int count;
private Stack<Integer>[] cycle;

public CC(Graph G) {
visited = new boolean[G.V()];
p = new int[G.VQ];
cycle = (Stack<Integer>[]) new Stack[G.V()];
id = new int[G.VQ];
for(int s=0; s<G.V(); s++)
if (!visited(s)) { dfs(G,s,-1); count++; }
}
private void dfs(Graph G, int i, int k) {
visited[i] = true;
id[i] = count;
for (int j : G.adj(i))

if (lvisited[j1) {
pljl=i;
dfs(G,j,i);

} else if((j!'=k) && 'hasCycle(count)) {
cycle[count] = new Stack<Integer>();
cycle[count] .push(j);
for (int 1=i;1'=j;1=p[1])

cycle[count] .push(1);
cycle[count] .push(j);

}

}
boolean hasCycle(int c) { return (cyclelc] != null); }
Iterable<Integer> cycle(int c¢) { return cyclelcl; }
public boolean comnected(int i, int j) {

return id[i] == id[j];
}

public int count() { return count; }
public int id(int v) { return id[v]; }

11



3.4 Sortarea topologica

O sortare topologica a unui digraf G este o enumerare a tuturor nodurilor
lui G astfel incat, daca x—y este un arc in G atunci x apare inaintea lui y in
enumerare. In general, un digraf are o sortare topologica daca si numai daca
nu are cicluri, iar o sortare topologica este enumerarea nodurilor in postordine
inversa.

Clasa Topologic are un API de creare a unei sortari topologice a nodurilor
unui digraf, daca acesta este DAG.

public class Topologic

Topologic (Digraph G) Creaza un obiect pentru sortarea topo-
logica a nodurilor unui digraf G
boolean isDag() Este aciclic?
Iterable<Integer> order() Nodurile sortate topologic.

public class Topologic {
private Iterable<Integer> order; // ordinea topologica

public Topologic(Digraph G) {
public DCycle dc = new DCycle(G);
if (!dc.hasCycle()) {
DepthFirstOrder dfo = new DepthFirstOrder(G);
order = dfo.reversePost();

}
}
public Iterable<Integer> isDag() { return order != null; }
public Iterable<Integer> order() { return order; }

@ (5)
odiicgiiye
Exemplul 6. Digraful @——0 reprezentat cu listele de adia-

centd adj[0] = [1,2], adj[1] = [5,2], adj[2] = [3], adj[3] = adj[4] =[], adj[5] =
[3,4], adj[6] = [1,5] este DAG. Traversarea in adadncime pornind mereu de la
cel mai mic nod nevizitat inca, produce doi arbori DFS:

© ®
(1)
& @
® ®

Sortarea topologicd produsd cu clasa Topologic este [6,0,1,2,5,4,3]. Daca
repozitionam nodurile digrafului in ordine topologica pe o linie imaginara ori-
zontala, observam ca toate arcele digrafului sunt orientate spre dreapta:
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3.5 Detectia componentelor tare conexe

Fie G = (V, E) un digraf. Reamintim faptul ci o componenta tare conexa a lui
G este o clasa de echivalenta a relatiei de echivalenta

T ~g. y daca si numai dacd x ~» y gl y ~ x.

De exemplu, digraful

© @v@
@ o
e@ Ou®.

© (1)—(2)

are 5 componente tari: {0,2,3,4,5}, {1}, {6}, {7,8} si {9,10,11,12}.
In continuare vom descrie un algoritm de calcul al componentelor tare con-
exe ale unui digraf, i implementarea acestuia in o clasa Java cu urmatorul API:

public class SCC
SCC(Digraph G) Constructor de detectie a compo-
nentelor tare conexe
boolean stronglyConnected(int v,int w) Sunt v si w conectate tare?
int count() Numarul de componente tari
int id(int v) Identificatorul componentei tari a
nodului v (intre 0 si count() — 1)

Acesta este algoritmul lui Sharir-Kosaraju care se bazeaza pe faptul evident
ca, daca G este un digraf, atunci G si inversul lui G au aceleagi componente
tari, gi opereaza in trei pagi:

1. Calculeaza postordinea inversa a nodurilor din graful invers G".

2. Traverseaza toate nodurile lui G in adancime, insa in ordinea calculata in
pasul 1.

3. Toate nodurile din un arbore de cautare in adancime calculat in felul
acesta formeaza o componenta tare conexa a lui G.

public class SCC {
private boolean[] visited;
private int[] id;
private int count;
public SCC(Digraph G) {
visited = new boolean[G.V()];
id = new int[G.VO];
DepthFirstOrder order = new DepthFirstOrder(G.reverse());
for(int s : order.reversePost())
if (lvisited[s]) { dfs(G,s); count++; }
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private void dfs(Digraph G, int i) {
visited[i] = true;
id[i] = count;
for (int j : G.adj(i))
if (lvisited[jl) dfs(G,j);

}

public boolean stronglyConnected(int v, int w) {
return id[v] == id[w];

}

public int id(int v) { return id[v]; }
public int count() { return count; }

Algoritmul lui Kosaraju determin& componentele tari ale unui digraf G cu
n noduri §i m arce in timp liniar ©(n + m).

Observati asemanarile si diferentele dintre implementarile claselor CC de la
pagina 8 pentru detectia componentelor conexe gi SCC pentru detectia compo-
nentelor tare conexe.

Exemplul 7. Vom ilustra cum putem calcula cu algoritmul lui Kosaraju com-
ponentele tare conexe ale digrafului

—O—=®
G @ (2)

Graful invers este G

adj[o] = [2,6],  adj[t] =[0], adj[2] = [3,4], adj[3] = [2,4],

adj[4] = [5,6],  adj[s] = [0,3], adjle] =[7],  adj[7] = [8],
8] = [7], adj[9] = [6,8,12], adj[10]=[9],  adj[11] =[],
=1

Traversarea in adincime a nodurilor lui G" enumerate in ordinea [0,1,2,3,
4,5,6,7,8,9,10,11,12] produce o padure cu trei arbori DFS:
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Enumerarea in postordine inversa a nodurilor grafului G" este
[9,12,11,10,1,0,2,3,4,6,7,8,5].

Putem presupune ca reprezentarea cu liste de adiacenta a lui G este

adj[0] = [1,5], adj[1] =], adj[2] = [0,3], adj[3] = [2,5],

adj[4] = [2,3], adj[5] = [4], adj[6] = [0,4,9], adj[7] =[6,8],

adj[8] = [7,9], adj[9] =[10,11], adj[10] = [12], adj[11] = [12],
adj[12] = [9]

Traversarea in adancime a nodurilor lui G enumerate in ordinea [9,12,11, 10,
1,0,2,3,4,6,7,8,5] produce padurea de arbori DFS

@ﬂm@%@g
@ ?

?

®

Deducem ca digraful G are componentele tare conexe
{9,10,11,12}, {1}, {0,5,4,2,3}, {6} si {7,8}.
3.6 Drumuri elementare de lungime maxima de la o sursa

intr-un DAG

Problema gasirii unor drumuri elementare de lungime maxima de la un nod
sursa intr-un graf este urmatoarea:

Se dau un graf G cu n noduri, m muchii, si un nod sursd s € V(G).

Sia se gaseasca drumuri elementare de lungime maximai la s <> x pentru toate
nodurile din {z € V(G) | s ~ z}.
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Un drum elementar de la s la un nod z este de forma |21, ...,z cuzy = s, 2, =
x gi (x1,...,2,) o r-permutare de noduri din V(G). O metoda naiva si foarte
ineficienta de rezolvare a acestei probleme ar putea fi ca, pentru toate cele n —1
noduri z € V(G) — {s}, pornind de la r =n la r = 2:

o Se genereaza toate cele P(n —2,r — 2) permutari (x1,...,2z,) cu 1 = s si
2, = x §i se verifica daca [z1,...,x,] este un drum in G.

e Primul drum gasit in acest fel este un drum elementar de lungime maxima
de la s la .

Pentru grafuri arbitrare, aceastd problema este NP-completa. Daca G este
DAG, problema se poate rezolva usor cu ajutorul sortarii topologice:

1. Se calculeazi o sortare topologicd [zg,Z1,...,z)] a nodurilor la care se
poate ajunge din s. Observati ca xg = s.

2. Pentru 0 <1 < k, fie

e L[i]: lungimea celui mai lung drum elementar de s la z;, si
e d[i]: o coadd care retine nodurile unui drum elementar de lungime
maxima de la s la z;.
Valorile lui L[i] i d[¢] se pot calcula astfel:
e Se seteazd valorile initiale L[0] = 0, d[0] = [s], L[i] = —o0 si d[i] = |]
pentru 1 < < k.
e Se actualizeaza valorile initiale in felul urmator:
for i =0 to k do
for j € adj[i] do
if L[j] <L[i] + 1 then

Ll = L[] +1;
d[j] = d[¢] cu nodul j addugat la sfarsit;
endif

3. In final, fiecare element d[i] va contine nodurile unui drum elementar de
lungime maxima de la s la x;.

Algoritmul se termind in k +m + 1 pagi, deci are complexitate liniard O(n+m),
unde n este numarul de noduri si m este numéarul de muchii.

Exemplul 8. Si se calculeze drumuri elementare de lungime maxima de la
nodul sursa c in digraful

reprezentat cu listele de adiacenta
adjfa] = [e.x,n], adj[c] = [a,x], adj[x] = [e,n],

(a)
“ adj[r] = [a,x],adj[e] = [n],adj[n] = [|.
(e

ONENQ,
&)

@
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Arborele de cautare in adancime cu sursa c este

O
@R ©
© ®
®

iar traversarea in postordine inversa a acestui arbore produce sortarea topologica
[c,T,a,x,e,n]. In acest exemplu avem k = 5.
Valorile initiale ale tablourilor L si d sunt

L[0] = 0,4d[0] = [c]_,g[

i
L[i] = —co gi d[i] =[] pentru 1 < i < 5.

Evolutia valorilor elementelor tabloului d este ilustrata mai jos:

dfo] df] df2] d3] df4] dfs]

[c] [ I I I I

[c] [c, 7] [c, 2] I I I

[c] [c, 7] [c, T, 2] [c, T, %] I I

[c] [c, 1] [c, T, 2] [c,r,a,x]  [c,r,a,¢] [c,r,a,1]
[c] [c, 1] [c, T, 2] [c,r,a,x] [c,r,a,%x,e] [c,T,2,x%,1]
[C] [c’ r] [c7r’ a] [C7r’ a7 X] [C7r’ a’ X’ e] [C7r7 a’ x? e7n]

Suport de curs

Implementari java ale claselor prezentate in acest curs sunt disponibile pe site-ul

https://staff.fmi.uvt.ro/ mircea.marin/lectures/EduGraph/

4 Concluzii

Algoritmii de traversare au fost conceputi ca, pentru un graf si un nod s sa
determine multimea de noduri la care se poate ajunge din s, precum gi cai de
legitura de la s la aceste noduri. Cei mai cunoscuti algoritmi de traversare sunt
traversarea in adancime (DFS) si traversarea in latime (BFS).

e Traversarea in latime a fost conceputa sa gaseasca drumuri de lungime
minima de la un nod s la toate nodurile la care se poate ajunge din s.

e Traversarea in adancime a tuturor nodurilor induce trei relatii de ordine
pe noduri: preordine, postordine, si postordine inversa.
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e Traversarea in adancime are aplicatii in

Sl .

Detectia componentelor conexe

Detectia ciclurilor

Sortarea topologica

Determinarea componentelor tare conexe

Determinarea unor drumuri elementare de lungime maxima in digra-
furi aciclice.

Determinarea nodurilor critice, puntilor i componentelor biconexe
ale unui graf neorientat (vezi Exercitiul 8).
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