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Grafuri ponderate
Recap

Un graf ponderat este un graf G = (V ,E ) cu o funcţie w : E → R
care atribuie o pondere w(e) fiecărei muchii e ∈ E .

Ponderile pot reprezenta distanţe dintre noduri dar şi alte
metrici precum timpi, costuri, penalizări, pierderi sau alte
cantităţi care se acumulează liniar de-a lungul unui drum şi pe
care vrem să le minimizăm.

Vom studia doar grafuri ponderate simple, adică

I fără bucle
I cu cel mult o muchie de la un nod la alt nod

Vom scrie w(x , y) ı̂n loc de w(e) atunci când e este muchia
x−y sau arcul x→y .

Deasemenea, vom presupune că w(x , x) = 0 şi w(x , y) = +∞
dacă nu există muchie de la x la y .
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Grafuri ponderate
Noţiuni fundamentale

Scriem x
π
 y pentru a indica faptul că π este o cale de la x la y .

Lungimea ponderată a unei liste de noduri π = [x1, x2, . . . , xn] este

lengthw (π) =
n−1∑
i=1

w(xi , xi+1).

Dacă n = 1 atunci π = [x1] şi lengthw (π) = 0.

Distanţa ponderată de la x la y ı̂n G este

δw (x , y) =

{
+∞ dacă x 6 y ,

min{lengthw (π) | x π
 y} ı̂n caz contrar.
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Grafuri ponderate
Lungimi şi distanţe ponderate

Exemplu

a b

cd

1

4

6

5

2

1

8

δw (x , y) y = a y = b y = c y = d

x = a 0 1 4 3
x = b 4 0 3 2
x = c +∞ +∞ +∞ +∞
x = d +∞ +∞ +∞ +∞

lengthw ([a, b, c]) = 7,
lengthw ([a, d , c]) = 9,
lengthw ([a, b, d , c]) = 4.
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Grafuri ponderate
Probleme fundamentale

Vom prezenta soluţii algoritmice la problemele următoare:

1 Să se determine căi cu lungime ponderată minimă de la un
nod sursă s la toate nodurile la care se poate ajunge din s.

2 Să se determine căi cu lungime ponderată minimă de la x la y
pentru toate perechile de noduri conectate x  y .

Remarcă

Dacă π = [x1, x2, . . . , xk ] este o cale de la x1 la xk cu
lengthw (π) = δw (x1, xk), atunci pentru toţi 1 ≤ i ≤ j ≤ n:

Dacă πi ,j = [xi , xi+1, . . . , xj ] atunci lengthw (πi ,j) = δ(xi , kj).

Altfel spus, toate subcăile unei căi cu lungime ponderată minimă
au lungime ponderată minimă.
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Cicluri cu lungimi ponderate negative

Muchiile e cu w(e) < 0 pot forma cicluri cu lungimi ponderate
negative ⇒ pentru orice noduri x , y :

Dacă există un nod z ı̂ntr-un ciclu c cu lungime ponderată
negativă şi x  z  y atunci nu există x

π
 y cu lungime

ponderată minimă fiindcă traversarea repetată a lui c produce
căi cu lungime ponderată ce tinde la −∞. În acest caz
definim δw (x , y) = −∞.

În caz contrar, δw (x , y) ∈ R şi există x
π
 y cu

lengthw (π) = δw (x , y).
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Cicluri cu lungimi ponderate negative
Exemplu

Digraful de mai jos are cicluri cu lungime ponderată negativă:
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Figura următoare indică valorile lui δw (s, x) pentru toate nodurile x :
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Căi cu lungime ponderată minimă
Observaţii

Fie x
π
 y o cale cu lungime ponderată minimă. Observăm că

1 π nu poate conţine un ciclu cu lungime ponderată strict
negativă pentru că ar rezulta că δw (x , y) = −∞.

2 π nu poate conţine un ciclu cu lungime ponderată strict

pozitivă pentru că dacă-l eliminăm din π obţinem x
π′
 y cu

lengthw (π′) < lengthw (π) = δw (x , y), contradicţie.

3 Putem presupune că π nu conţine cicluri cu lungime
ponderată 0 fiindcă ele se pot elimina din π fără să-i afecteze
lungimea ponderată.

Deci ne putem limita să căutăm doar căi aciclice i
π
 j cu

lungime ponderată minimă. Căile aciclice conţin cel mult
|V | = n noduri distincte, deci cel mult n − 1 muchii.
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Căi cu lungime ponderată minimă de la un nod sursă s
Algoritmul lui Bellman-Ford şi Algoritmul lui Dijkstra

Ambii algoritmi calculează reprezentarea cu predecesori a unui
arbore Ts cu rădăcina s astfel ı̂ncât

1 mulţimea de noduri a lui Ts este Ss = {x ∈ V | s  x}
2 pentru fiecare s ∈ Ss , lista de noduri pe ramura de la s la x ı̂n

Ts este o cale cu lungime ponderată minimă de la s la x ı̂n G .

Un astfel de arbore se numeşte arbore de căi cu lungimi ponderate
minime de la s ı̂n G .

Algoritmul lui Dijkstra este definit pentru grafuri ponderate
cu w(e) > 0 pentru toate muchiile e.

Algoritmul lui Bellman-Ford este definit pentru cazul
general, când putem avea muchii e cu w(e) < 0.

Detectează eventualele cicluri cu lungime ponderată negativă
la care se poate ajunge din s. În acest caz, returnează false

pentru a semnala existenţa unui astfel de ciclu şi abandonează
calculul arborelui Ts .
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Căi cu lungime ponderată minimă de la un nod sursă s

Exemplu ilustrat

Digraful ponderat din figura (a) are 2 arbori de căi cu lungimi
ponderate minime cu rădăcina s. Figurile (b) şi (c) ilustrează
muchiile celor doi arbori cu linii ı̂ngroşate, iar valoarea lui δw (s, x)
este indicată ı̂n interiorul fiecărui nod x .
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Algoritmul lui Bellman-Ford şi Algoritmul lui Dijkstra
Caracteristici comune (1)

Algoritmii operează cu:

1 reprezentarea cu predecesori a unui arbore As cu rădăcina s şi
mulţimea de noduri V . Vom presupune că, pentru fiecare
x ∈ V , πx este lista de noduri pe ramura de la s la x ı̂n As .

2 d[x ]: o margine superioară a lui lengthw (πx):

∀x ∈ V .δw (s, x) ≤ lengthw (s, x) ≤ d[x ].

Valorile iniţiale sunt

p[s] = null şi p[x ] = s pentru toţi x ∈ V − {s}, şi

d[s] = 0 şi d[x ] = +∞ pentru toţi x ∈ V − {s}.
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∀x ∈ V .δw (s, x) ≤ lengthw (s, x) ≤ d[x ].

Valorile iniţiale sunt
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Algoritmul lui Bellman-Ford şi Algoritmul lui Dijkstra
Caracteristici comune (2)

Valorile lui d[] şi p[] se modifică efectuând un număr finit de relaxări de
muchii şi garantează că, atunci când se termină:

I As este arbore de căi cu lungimi ponderate minime de la s ı̂n G .

I d[x ] = δw (s, x) pentru toţi x ∈ V .

Relaxarea unei muchii de la x la y

Dacă d[x ] + w(x , y) < d[y ] şi considerăm calea π′
y = s

πx x → y atunci

δw (x , y) ≤ lengthw (π′
y ) = lengthw (πx) + w(x , y) ≤ d[x ] + w(x , y) < d[y ]

⇒ putem ı̂nlocui p[y ] cu p[x ] şi d[y ] cu d[x ] + w(x , y).

s

x

y

πx
πy

w(x , y)

relax(x,y) {
if (d[x] + w(x , y) < d[y ]) {

p[y ] = x ; d[y ] = d[x] + w(x , y);
}

}
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Pseudocod

boolean BellmanFord(G,s) {
initializeaza(G,s);

for i=1 to G.V()-1

foreach x ∈V(G)
for (y:adj[x])

relax(x,y);

foreach x ∈V(G)
for (y:adj[x])

if (d[x] > d[y]+w(x, y))
return false;

return true;

}

Complexitate (timp de execuţie): O(n ·m2)
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat

După pasul de iniţializare:
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Algoritmul returnează false pentru că detectează

d[f ] = −11 > d[e] + w(e, f ).
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat
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d[f ] = −11 > d[e] + w(e, f ).

Cursul 10/11: Grafuri ponderate



Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat
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Cursul 10/11: Grafuri ponderate



Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat

După a 8-a buclă for:
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat

După a 10-a buclă for:
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Algoritmul returnează false pentru că detectează

d[f ] = −11 > d[e] + w(e, f ).
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Algoritmul lui Dijkstra
Pseudocod

void Dijkstra(G,s) {
initializeaza(G,s);

Q=mulţimea de noduri a lui G;

while (!Q.isEmpty()) {
extrage u cu d[u] = min{d[x] | x ∈ Q} din Q;

for (v:G.adj(u))

if (Q.contains(v))

relax(u,v);

}
}

Complexitate (timp de execuţie): O(n2)
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Relaxările ulterioare nu mai modifică

valorile lui p[] şi d[]:

x s a x b c y d t

p[x ] null s a s a x x c

d[x ] 0 3 5 8 5 6 7 8

⇒ arborele de căi cu lungimi ponderate minime calculat de algoritm este

s

b a

x

y d

c

t

8 3

2 2

31 2
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Căi cu lungime ponderată minimă ı̂ntre toate nodurile

Se dă un graf ponderat G cu n noduri şi m muchii

Se cere: pentru toţi x , y ∈ V să se găsescă x
πx,y
 y cu

lengthw (πx ,y ) = δw (x , y).

Observaţii:

1 Această problemă se poate rezolva rulând de n ori unul din
algoritmii deja prezentaţi, câte o dată pentru fiecare nod
x ∈ V (G ) ca sursă.

2 Complexitate temporală:

O(n4) dacă se foloseşte alg. lui Bellman-Ford pentru cazul
general, când putem avea muchii cu ponderi negative.
O(n3) dacă se foloseşte alg. lui Dijkstra pentru cazul general
particular, când w(e) > 0 pentru toate muchiile e ∈ E .

3 Vom prezenta o metodă nouă: Algoritmul lui Floyd-Warshall:

Complexitate temporală: O(n3) pentru cazul când putem avea
muchii cu ponderi negative, dar fără cicluri cu lungime
ponderată negativă.
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Structuri de date auxiliare

Două tablouri n × n, astfel ı̂ncât, pentru orice x , y ∈ V :

1 d[x ][y ]: o margine superioară a lui δw (x , y).

2 P[x ][y ] ∈ {null} ∪ V .

La terminarea algoritmului, valorile lui P[][] şi d[][] au proprietăţile
următoare:

d[x ][y ] = δw (x , y).

Dacă x 6= y şi există un drum cu lungime ponderată minimă
de la x la y atunci P[x ][y ] este predecesorul nodului x pe o

cale x
π
 y cu lungime ponderată minimă.
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Idee de bază

Dacă x , y , z ∈ V atunci orice drum πx ,y cu lungime ponderată
minimă de la x la y are una din următoarele 2 forme:

1
x y

πx,y

unde z nu este nod intermediar al drumului πx ,y , sau

2
x

z

y

πx,z πz,y

unde z nu este nod intermediar al drumurilor πx ,z şi πz,y .

⇒ putem defini o metodă recursivă de calcul al elementelor
tablourilor P[][] şi d[][].
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Calculul recursiv al elementelor tablourilor d[][] şi P[][]

Fie [x1, x2, . . . , xn] o enumerare fixată a nodurilor din V (G ).
Definim pentru 0 ≤ k ≤ n definim

I d[k][i ][j ] este cea mai mică lungime ponderată a unei căi de la
xi la xj care trece doar prin noduri intermediare din mulţimea
{x1, . . . , xk}. Dacă o astfel de cale nu există, atunci
d[k][i ][j ] = +∞.

I P[k][i ][j ] este null dacă i = j sau d[k][i ][j ] = +∞. În caz
contrar, P[k][i ][j ] este predecesorul nodului xj pe un drum cu
lungime ponderată minimă de la xi la xj care trece doar prin
noduri intermediare din mulţimea {x1, . . . , xk}.
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Calculul recursiv al elementelor tablourilor d[][] şi P[][] (continuare)

Rezultă că, pentru toţi i , j ∈ {1, 2, . . . , n} avem

d[0][i ][j ] = w(xi , xj),

P[0][i ][j ] =

{
null dacă i = j sau w(xi , xj) = +∞,
xi ı̂n caz contrar

iar dacă 1 ≤ k ≤ n atunci

d[0][i ][j ] = min(d[k − 1][i ][j ], d[k − 1][i ][k] + d[k − 1][k][j ]),

P[k][i ][j ] =

{
P[k − 1][i ][j ] dacă d[k − 1][i ][j ] = d[k][i ][j ],
P[k − 1][k][j ] ı̂n caz contrar.

Remarcă finală: Deoarece nodurile intermediare ale oricărei căi
sunt ı̂n mulţimea {x1, x2, . . . , xn}, putem defini

d[xi ][xj ] = d[n][i ][j ] şi P[xi ][xj ] = P[n][i ][j ].
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Analiza complexităţii temporale

1 Iniţializarea valorilor lui d[0][i ][j ] şi P[0][i ][j ] pentru
1 ≤ i , j ≤ n durează O(n2).

2 Calculul valorilor lui d[k][i ][j ] şi P[k][i ][j ] din valorile pentru
k − 1 durează O(n2).

3 Acest calcul trebuie repetat pentru k de la 1 la n ⇒
complexitatea temporală n · O(n2) = O(n3).
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

Nodurile sunt enumerate ı̂n ordinea
[a, b, c , d , e, f ]

a

d

b

c

e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6

k d[k] P[k]

0


0 +∞ −2 +∞ +∞ +∞
3 0 +∞ 1 +∞ +∞

+∞ 6 0 +∞ +∞ +∞
−3 +∞ −4 0 +∞ +∞

+∞ 3 +∞ +∞ 0 8
+∞ 9 +∞ +∞ −6 0




• • a • • •
b • • b • •
• c • • • •
d • d • • •
• e • • • e
• f • • f •
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

Nodurile sunt enumerate ı̂n ordinea
[a, b, c , d , e, f ]

a

d

b

c

e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6

k d[k] P[k]

1


0 +∞ −2 +∞ +∞ +∞
3 0 1 1 +∞ +∞

+∞ 6 0 +∞ +∞ +∞
−3 +∞ −5 0 +∞ +∞

+∞ 3 +∞ +∞ 0 8
+∞ 9 +∞ +∞ −6 0




• • a • • •
b • a b • •
• c • • • •
d • a • • •
• e • • • e
• f • • f •
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

Nodurile sunt enumerate ı̂n ordinea
[a, b, c , d , e, f ]

a

d

b

c

e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6

k d[k] P[k]

2


0 +∞ −2 +∞ +∞ +∞
3 0 1 1 +∞ +∞
9 6 0 7 +∞ +∞
−3 +∞ −5 0 +∞ +∞
6 3 4 4 0 8

12 9 10 10 −6 0




• • a • • •
b • a b • •
b c • b • •
d • a • • •
b e a b • e
b f a b f •
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

Nodurile sunt enumerate ı̂n ordinea
[a, b, c , d , e, f ]

a
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b
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e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6

k d[k] P[k]

3


0 4 −2 5 +∞ +∞
3 0 1 1 +∞ +∞
9 6 0 7 +∞ +∞
−3 1 −5 0 +∞ +∞
6 3 4 4 0 8

12 9 10 10 −6 0




• c a b • •
b • a b • •
b c • b • •
d c a • • •
b e a b • e
b f a b f •
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

Nodurile sunt enumerate ı̂n ordinea
[a, b, c , d , e, f ]

a

d

b

c

e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6

k d[k] P[k]

4


0 4 −2 5 +∞ +∞
−2 0 −4 1 +∞ +∞
4 6 0 7 +∞ +∞
−3 1 −5 0 +∞ +∞
1 3 −1 4 0 8
7 9 5 10 −6 0




• c a b • •
d • a b • •
d c • b • •
d c a • • •
d e a b • e
d f a b f •
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

Nodurile sunt enumerate ı̂n ordinea
[a, b, c , d , e, f ]

a

d

b

c

e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6

k d[k] P[k]

5


0 4 −2 5 +∞ +∞
−2 0 −4 1 +∞ +∞
4 6 0 7 +∞ +∞
−3 1 −5 0 +∞ +∞
1 3 −1 4 0 8
−5 −3 −7 −2 −6 0




• c a b • •
d • a b • •
d c • b • •
d c a • • •
d e a b • e
d e a b f •
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

Nodurile sunt enumerate ı̂n ordinea
[a, b, c , d , e, f ]

a

d

b

c

e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6

k d[k] P[k]

6


0 4 −2 5 +∞ +∞
−2 0 −4 1 +∞ +∞
4 6 0 7 +∞ +∞
−3 1 −5 0 +∞ +∞
1 3 −1 4 0 8
−5 −3 −7 −2 −6 0




• c a b • •
d • a b • •
d c • b • •
d c a • • •
d e a b • e
d e a b f •
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat (continuare)

a

d

b

c

e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6

Nodurile sunt enumerate ı̂n ordinea
[a, b, c , d , e, f ]

În final, elementele tablourilor P[][] şi d[][] sunt

a b c d e f
a • c a b • •
b d • a b • •
c d c • b • •
d d c a • • •
e d e a b • e
f d e a b f •

a b c d e f
a 0 4 −2 5 +∞ +∞
b −2 0 −4 1 +∞ +∞
c 4 6 0 7 +∞ +∞
d −3 1 −5 0 +∞ +∞
e 1 3 −1 4 0 8
f −5 −3 −7 −2 −6 0
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Proprietăţi ale tabloului P

Tabloul P se numeşte matrice predecesor.

Pentru orice nod x ∈ G putem defini arborele Tx cu rădăcina
x şi

mulţimea de noduri {x} ∪ {y ∈ V | P[x ][y ] 6= null}
mulţimea de muchii {P[x ][y ]→y | y ∈ V − {x}}.

Tx este un arbore de căi cu lungimi ponderate minime de la x
ı̂n G , şi poate fi extras din linia corespunzătoare nodului x ı̂n
tabloul P[][].
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Aplicaţii ale matricii predecesor P

Să se determine un arbore de căi cu lungimi ponderate minime de la f ı̂n

a

d

b

c

e

f

3

-3

-4

6-2

3

9

1

8 -6 P[n] =


• c a b • •
d • a b • •
d c • b • •
d c a • • •
d e a b • e
d e a b f •



f este al 6-lea element ı̂n enumerarea de noduri [a, b, c , d , e, f ], deci Tf

se extrage din linia 6 a matricii P[6]:

f e b d a c
-6 3 1 -3 -2
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