Cursul 10/11: Grafuri ponderate

Cai cu lungime ponderata minima. Algoritmul lui Bellman-Ford,
algoritmul lui Dijkstra, si algoritmul lui Floyd-Warshall

noiembrie 2020



Grafuri ponderate

Recap

Un graf ponderat este un graf G = (V,E) cu o functie w : E — R
care atribuie o pondere w(e) fiecdrei muchii e € E.

@ Ponderile pot reprezenta distante dintre noduri dar si alte
metrici precum timpi, costuri, penalizari, pierderi sau alte
cantitati care se acumuleaza liniar de-a lungul unui drum si pe
care vrem s3 le minimizam.

@ Vom studia doar grafuri ponderate simple, adica

» fara bucle
» cu cel mult o muchie de la un nod la alt nod

e Vom scrie w(x,y) in loc de w(e) atunci cand e este muchia
X—y sau arcul x—y.

e Deasemenea, vom presupune cd w(x,x) =0 si w(x,y) = +o0
dacd nu exista muchie de la x la y.
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Grafuri ponderate
Notiuni fundamentale

Scriem x <% y pentru a indica faptul c3 7 este o cale de la x la y.
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Grafuri ponderate
Notiuni fundamentale

Scriem x <% y pentru a indica faptul c3 7 este o cale de la x la y.

Lungimea ponderata a unei liste de noduri ™ = [x1, X2, ..., Xn| este
n—1
ength () = 5w xis).
i=1

Dacd n =1 atunci m = [x1] si length,, (7) = 0.

Distanta ponderatd de la x la y Tn G este

+00 daca x +~ y,
min{length,,(7) | x <> y} fin caz contrar.

Sw(x,y) = {
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Grafuri ponderate

Lungimi si distante ponderate

Exemplu
d—2L1 —c Swlxy)|y=a y=b y=c y=d
O X =4 0 1 4 3

. 6 x=b| 4 0 3 2
9 X=c| too 400 400 +0

Woe———)  x=d| 4o 400 +oo  +oo

7

length,, ([, b, c]) =7,

length,,([a,d, c]) =9,

length,,([a, b, d, c]) = 4.
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Grafuri ponderate

Probleme fundamentale

Vom prezenta solutii algoritmice la problemele urmatoare:

@ S3 se determine c3i cu lungime ponderatd minim3 de la un
nod sursa s la toate nodurile la care se poate ajunge din s.

@ S3 se determine cadi cu lungime ponderatd minima de la x la y
pentru toate perechile de noduri conectate x ~ y.
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Grafuri ponderate

Probleme fundamentale

Vom prezenta solutii algoritmice la problemele urmatoare:

@ S3 se determine c3i cu lungime ponderatd minim3 de la un
nod sursa s la toate nodurile la care se poate ajunge din s.

@ S3 se determine cadi cu lungime ponderatd minima de la x la y
pentru toate perechile de noduri conectate x ~ y.

Remarca

Dacd m = [x1, X2, ..., xx] este o cale de la x; la xx cu
length,, (7) = dw(x1, xx), atunci pentru toti 1 <7 < j < n:

@ Daca Tij = [Xi,XiJrl, ... ,XJ] atunci Iengthw(w,-J) = 5(X,'7 kj).
Altfel spus, toate subcdile unei cai cu lungime ponderatd minima
au lungime ponderata minima.
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Cicluri cu lungimi ponderate negative

Muchiile e cu w(e) < 0 pot forma cicluri cu lungimi ponderate
negative = pentru orice noduri x, y:

@ Daca exista un nod z intr-un ciclu ¢ cu lungime ponderata
negativi si x ~» z ~» y atunci nu existd x ~» y cu lungime
ponderatd minima fiindc3 traversarea repetatd a lui ¢ produce
cai cu lungime ponderatd ce tinde la —oc. Tn acest caz
definim oy (x,y) = —o0.

e in caz contrar, Sw(x,y) € R si existd x ~~ y cu
length,, () = dw(x, ).
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Cicluri cu lungimi ponderate negative
Exemplu

Digraful de mai jos are cicluri cu lungime ponderata negativa:
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Cai cu lungime ponderata minima
Observatii

. ™ . v - . v v v
Fie x ~» y o cale cu lungime ponderatd minim3. Observam c3
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Cai cu lungime ponderata minima

Observatii

. ™ . v - . v v v
Fie x ~» y o cale cu lungime ponderatd minim3. Observam c3

@ 7 nu poate contine un ciclu cu lungime ponderata strict
negativd pentru cd ar rezulta cd 0, (x, y) = —0c0.
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Cai cu lungime ponderata minima

Observatii

. ™ . v - . v v v
Fie x ~» y o cale cu lungime ponderatd minim3. Observam c3

@ 7 nu poate contine un ciclu cu lungime ponderata strict
negativd pentru cd ar rezulta cd 0, (x, y) = —0c0.

@ 7 nu poate contine un ciclu cu lungime ponderata strict

/
pozitivi pentru c3 dac3-| elimindm din 7 obtinem x <~ y cu
length,, (7") < length,, (7) = 0w (x, y), contradictie.
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Cai cu lungime ponderata minima

Observatii

. ™ . v - . v v v
Fie x ~» y o cale cu lungime ponderatd minim3. Observam c3

@ 7 nu poate contine un ciclu cu lungime ponderata strict
negativd pentru cd ar rezulta cd 0, (x, y) = —0c0.

@ 7 nu poate contine un ciclu cu lungime ponderata strict
pozitiva pentru ca daca-l eliminam din 7 obtinem x z y cu
length,, (7") < length,, (7) = 0w (x, y), contradictie.

© Putem presupune ca 7 nu contine cicluri cu lungime

ponderat3 0 fiindca ele se pot elimina din 7w fara sa-i afecteze
lungimea ponderata.
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Cai cu lungime ponderata minima

Observatii

Fie x <> y o cale cu lungime ponderat3 minim3. Observim c3

@ 7 nu poate contine un ciclu cu lungime ponderata strict
negativd pentru cd ar rezulta cd 0, (x, y) = —0c0.

@ 7 nu poate contine un ciclu cu lungime ponderata strict
pozitiva pentru ca daca-l eliminam din 7 obtinem x z y cu
length,, (7") < length,, (7) = 0w (x, y), contradictie.

© Putem presupune ca 7 nu contine cicluri cu lungime
ponderat3 0 fiindca ele se pot elimina din 7w fara sa-i afecteze
lungimea ponderata.

Deci ne putem limita s3 ciutam doar cii aciclice / <~ j cu

lungime ponderata minima. Caile aciclice contin cel mult
|V| = n noduri distincte, deci cel mult n — 1 muchii.
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Cai cu lungime ponderata minima de la un nod sursa s

Algoritmul lui Bellman-Ford si Algoritmul lui Dijkstra

Ambii algoritmi calculeaza reprezentarea cu predecesori a unui
arbore T cu rdddcina s astfel Tncat

@ multimea de noduri a lui T este Ss = {x € V | s ~» x}

@ pentru fiecare s € S;, lista de noduri pe ramura de la s la x n
Ts este o cale cu lungime ponderatd minim3 de la s la xIn G.

Un astfel de arbore se numeste arbore de cdi cu lungimi ponderate
minime de la s in G.
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Cai cu lungime ponderata minima de la un nod sursa s

Algoritmul lui Bellman-Ford si Algoritmul lui Dijkstra

Ambii algoritmi calculeaza reprezentarea cu predecesori a unui
arbore T cu rdddcina s astfel Tncat

@ multimea de noduri a lui T este Ss = {x € V | s ~» x}

@ pentru fiecare s € S;, lista de noduri pe ramura de la s la x n

Ts este o cale cu lungime ponderatd minim3 de la s la xIn G.

Un astfel de arbore se numeste arbore de cdi cu lungimi ponderate
minime de la s In G.

@ Algoritmul lui Dijkstra este definit pentru grafuri ponderate
cu w(e) > 0 pentru toate muchiile e.

Cursul 10/11: Grafuri ponderate



Cai cu lungime ponderata minima de la un nod sursa s

Algoritmul lui Bellman-Ford si Algoritmul lui Dijkstra

Ambii algoritmi calculeaza reprezentarea cu predecesori a unui
arbore T cu rdddcina s astfel Tncat

@ multimea de noduri a lui T este Ss = {x € V | s ~» x}

@ pentru fiecare s € S;, lista de noduri pe ramura de la s la x n
Ts este o cale cu lungime ponderatd minim3 de la s la xIn G.

Un astfel de arbore se numeste arbore de cdi cu lungimi ponderate
minime de la s in G.

@ Algoritmul lui Dijkstra este definit pentru grafuri ponderate
cu w(e) > 0 pentru toate muchiile e.

@ Algoritmul lui Bellman-Ford este definit pentru cazul
general, cand putem avea muchii e cu w(e) < 0.

o Detecteaza eventualele cicluri cu lungime ponderat3d negativa
la care se poate ajunge din s. Tn acest caz, returneazi false
pentru a semnala existenta unui astfel de ciclu si abandoneaza
calculul arborelui Ts.
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Cai cu lungime ponderata minima de la un nod sursa s

Exemplu ilustrat

Digraful ponderat din figura (a) are 2 arbori de c3i cu lungimi
ponderate minime cu rddacina s. Figurile (b) si (c) ilustreazd
muchiile celor doi arbori cu linii ingrosate, iar valoarea lui d,,(s, x)
este indicata in interiorul fiecdrui nod x.
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Algoritmul lui Bellman-Ford si Algoritmul lui Dijkstra

Caracteristici comune (1)

Algoritmii opereaza cu:
@ reprezentarea cu predecesori a unui arbore As cu radacina s si
multimea de noduri V. Vom presupune ca, pentru fiecare
x € V, my este lista de noduri pe ramura de la s la x in As.

@ d[x]: o margine superioard a lui length,, (7y):

Vx € V.0u(s,x) < length,, (s, x) < d[x].
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Algoritmul lui Bellman-Ford si Algoritmul lui Dijkstra

Caracteristici comune (1)

Algoritmii opereaza cu:
@ reprezentarea cu predecesori a unui arbore As cu radacina s si

multimea de noduri V. Vom presupune ca, pentru fiecare
x € V, my este lista de noduri pe ramura de la s la x in As.

@ d[x]: o margine superioard a lui length,, (7y):
Vx € V.0u(s,x) < length,, (s, x) < d[x].

Valorile initiale sunt
@ p[s] =null si p[x] = s pentru toti x € V — {s}, si
e d[s] = 0 si d[x] = +oo pentru toti x € V — {s}.
unde V = {s,z1,Z2,...,Zpn}.

Valorile lui d[z] sunt indicate
in interiorul nodurilor respective.
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Algoritmul lui Bellman-Ford si Algoritmul lui Dijkstra

Caracteristici comune (2)
Valorile lui d[] si p[] se modificd efectudnd un numar finit de relaxari de
muchii si garanteaza cd, atunci cand se termina:
» A este arbore de cai cu lungimi ponderate minime de la s in G.

» d[x] = du(s, x) pentru toti x € V.

Relaxarea unei muchii de la x la y

Dacd d[x] + w(x,y) < d[y] si considerdm calea 7, = s % x — y atunci
dw(x,y) < length,, (7)) = length,, (7x) + w(x, y) < d[x] + w(x,y) < d[y]

= putem Tnlocui p[y] cu p[x] si d[y] cu d[x] + w(x, y).

X relax(x,y) {

0 Ly it (dbd +wix ) <dly)) {
m, , ply] = x;dly] = dlx] + w(x, y);
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Pseudocod

boolean BellmanFord(G,s) {
initializeaza(G,s);
for i=1 to G.V()-1
foreach x €V(G)
for (y:adjl[x])
relax(x,y);
foreach x €V(G)
for (y:adjl[x])
if (d[x] > d[y]+w(x,y))
return false;
return true;

}
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Pseudocod

boolean BellmanFord(G,s) {
initializeaza(G,s);
for i=1 to G.V()-1
foreach x €V(G)
for (y:adjl[x])
relax(x,y);
foreach x €V(G)
for (y:adjl[x])
if (d[x] > d[y]+w(x,y))
return false;
return true;

}

Complexitate (timp de executie): O(n- m?)
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat

—2

a——= .+ h—1
A\ \
2 4 7
sT—<% s 4 g 5 2
\ 713 /
e _>f J
6

Cursul 10/11: Grafuri ponderate



Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat

Dupa pasul de initializare:
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat

Dupa a 6-a bucla for:
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat

Dupa a 8-a bucla for:
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Algoritmul lui Bellman-Ford
Exemplu ilustrat

Dupa a 10-a bucla for:

Algoritmul returneaza false pentru cad detecteaza

d[f] = —11 > d[e] + w(e, f).
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Algoritmul lui Dijkstra
Pseudocod

void Dijkstra(G,s) {
initializeaza(G,s);
Q=multimea de noduri a lui G;
while (1Q.isEmpty()) {
extrage u cu d[u] = min{d[x] | x € Q} din Q;
for (v:G.adj(uw))
if (Q.contains(v))
relax(u,v);
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Algoritmul lui Dijkstra
Pseudocod

void Dijkstra(G,s) {
initializeaza(G,s);
Q=multimea de noduri a lui G;
while (1Q.isEmpty()) {
extrage u cu d[u] = min{d[x] | x € Q} din Q;
for (v:G.adj(uw))
if (Q.contains(v))
relax(u,v);

}
}

Complexitate (timp de executie): O(n?)
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Algoritmul lui Dijkstra

Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Cursul 10/11: Grafuri ponderate



Algoritmul lui Dijkstra

Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat

Relaxarile ulterioare nu mai modifica
valorile lui p[] si d[]:

x‘ s a x b c y d ¢t
plx] [null s a s a x x ¢
dx]| 0 3 585 6 7 8
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Algoritmul lui Dijkstra
Exemplu ilustrat

Relaxarile ulterioare nu mai modifica
valorile lui p[] si d[]:

x‘ s a x b c y d ¢t
plx] [null s a s a x x ¢
dx]| 0 3 585 6 7 8

= arborele de cdi cu lungimi ponderate minime calculat de algoritm este

/\
/\
/\ E

t
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Cai cu lungime ponderata minima intre toate nodurile

Se da un graf ponderat G cu n noduri si m muchii

. o v v  Txy
Se cere: pentru toti x,y € V s3 se gdsescd x ~¥ y cu
length, (7x,y) = dw(x,y).
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Cai cu lungime ponderata minima intre toate nodurile

Se da un graf ponderat G cu n noduri si m muchii

. o v v Xy
Se cere: pentru toti x,y € V sa se gdsescd x ~* y cu
length, (7x,y) = dw(x,y).
OBSERVATII:

© Aceastd problem3 se poate rezolva ruland de n ori unul din
algoritmii deja prezentati, cate o datd pentru fiecare nod
x € V(G) ca sursa.
@ Complexitate temporala:
e O(n*) dac¥ se foloseste alg. lui Bellman-Ford pentru cazul
general, cand putem avea muchii cu ponderi negative.
o O(n?) daci se foloseste alg. lui Dijkstra pentru cazul general
particular, cand w(e) > 0 pentru toate muchiile e € E.
© Vom prezenta o metoda noud: Algoritmul lui Floyd-Warshall:

o Complexitate temporald: O(n®) pentru cazul cAnd putem avea
muchii cu ponderi negative, dar fara cicluri cu lungime
ponderata negativa.
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Structuri de date auxiliare

Doua tablouri n x n, astfel Tncat, pentru orice x,y € V:
O d[x][y]: o margine superioard a lui d,,(x,y).
@ P[x]|[y] € {null} U V.
La terminarea algoritmului, valorile lui P[][] si d[][] au proprietdtile
urmatoare:
o d[x][y] = du(x,y)-
@ Dacid x # y si existd un drum cu lungime ponderatd minim3
de la x la y atunci P[x][y] este predecesorul nodului x pe o
cale x ~ y cu lungime ponderatd minim3.
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Idee de baza

Dacd x,y,z € V atunci orice drum 7, , cu lungime ponderata
minima de la x la y are una din urmatoarele 2 forme:

Txy
X
o y
unde z nu este nod intermediar al drumului 7y, sau
z
Tx? T2y
X y

unde z nu este nod intermediar al drumurilor 7, , si 7 .
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Idee de baza

Dacd x,y,z € V atunci orice drum 7, , cu lungime ponderata
minima de la x la y are una din urmatoarele 2 forme:

Txy
X
o y
unde z nu este nod intermediar al drumului 7y, sau
z
Tx? T2y
X y

unde z nu este nod intermediar al drumurilor 7, , si 7 .

= putem defini o metod3 recursiva de calcul al elementelor
tablourilor P[][] si d[][]-
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Calculul recursiv al elementelor tablourilor d[][] si P[][]

Fie [x1,x2, ..., Xs] 0 enumerare fixatd a nodurilor din V/(G).
Definim pentru 0 < k < n definim

» d[k][/][/] este cea mai micd lungime ponderatd a unei cdi de la
x; la x; care trece doar prin noduri intermediare din multimea
{x1,...,xc}. Dacd o astfel de cale nu existd, atunci
d[k][/][j] = +o0.

» P[K][/][j] este null dac3 i = j sau d[k][i][j] = 4+oc0. In caz
contrar, P[k]|[/][j] este predecesorul nodului x; pe un drum cu
lungime ponderatd minimd de la x; la x; care trece doar prin
noduri intermediare din mulfimea {x1,...,xk}.
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Calculul recursiv al elementelor tablourilor d[][] si P[][] (continuare)
Rezult3 c3, pentru toti /,j € {1,2,...,n} avem

okl = w(xi, %),
ar - null dacd i =, sau w(x;, x;) = +00,
PLOJLAV] { n caz contrar

jar daca 1 < k < n atunci

ao]li]Lj] = min(d[k — 1[7L], dlk — 1[[K] + dlk — {KLD),
PIKIL] = { Plk —1][Lj] ~ dack a[k — 1J[][] = alk][L],

P[k — 1][K][/] n caz contrar.
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Calculul recursiv al elementelor tablourilor d[][] si P[][] (continuare)
Rezult3 c3, pentru toti /,j € {1,2,...,n} avem

okl = w(xi, %),
ar - null dacd i =, sau w(x;, x;) = +00,
PLOJLAV] { n caz contrar

jar daca 1 < k < n atunci

ao]li]Lj] = min(d[k — 1[7L], dlk — 1[[K] + dlk — {KLD),
PIKIL] = { Plk —1][Lj] ~ dack a[k — 1J[][] = alk][L],

P[k — 1][K][/] n caz contrar.

REMARCA FINALA: Deoarece nodurile intermediare ale oricirei c3i
sunt in multimea {x1, x2, ..., X}, putem defini

d[xilg] = aln][i]l] si Plxillxj] = Pln][L]-
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Analiza complexitatii temporale

@ |Initializarea valorilor lui d[0][/][/] si P[O][/][/] pentru
1 <i,j < ndureazi O(n?).

@ Calculul valorilor lui d[k][/][/] si P[k][/][/] din valorile pentru
k — 1 dureazi O(n?).

© Acest calcul trebuie repetat pentru kdelalla n=
complexitatea temporald n- O(n?) = O(n%).
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

a -« 3 b= 3 e Nodurile sunt enumerate in ordinea
[a7bﬂc7d’e7f]
> Rl
©
d " c f
k d[K] P[K]
0 +o00 —2 +o0o +oo H4oo e o 3 e o o
3 0 +00 1 +00 400 b e e b e e
0 400 6 0 +oo 40 +o0o e C o o o o
-3 400 -4 0 +oo 400 d e d e e e
400 3 +o00 +oo 0 8 e c o o o ¢
+00 9 +00 +oo —6 0 o f o o f o
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

a -« 3 b= 3 e Nodurile sunt enumerate in ordinea
[a7bﬂc7d’e7f]
> Rl
©
d " c f
k d[K] P[K]
0 +o00 —2 +o0o +oo H4oo e o a3 e o o
3 0 1 1 +o00  +00 b e a b e e
1 400 6 0 +oo 40 +o0o e C o o o o
-3 400 -5 0 +o00 400 d e a e e o
400 3 +o00 +oo 0 8 e c o o o ¢
+00 9 +00 +oo —6 0 o f o o f o
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

- e Nodurile sunt enumerate n ordinea

a b
‘ ‘ [27 b? C? d) e7 f]
-3 6 8 -6
Y R}
d Cc

k d[k] P[K]
0 400 -2 40 400 +0o0
3 0 1 1 400 +o0o
9 6 0 7 +oo +4o©
-3 400 -5 0 400 +00
6 3 4 4 0 8

12 9 10 10 -6 0

- Qo T e
D 6 O e e
L L L 6 VL L
oSO e T T e
N e o o o o
®e ® 6 o o o

Cursul 10/11: Grafuri ponderate



Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

a -« > b = > e Nodurile sunt enumerate n ordinea
[a, b, c,d, e, f]
N R}
9
dT»c f
k d[k] P[K]
0 4 -2 5 +4o0o0 +oo e C a b e e
3 0 1 1 +o0 + b e a b e e
3 9 6 0 7 400 +o0 b c e b e e
-3 1 -5 0 40 4o d c a e e o
6 3 4 4 0 8 b e a b e ¢
12 9 10 10 -6 0 b f a b f e
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

a -« > b = > e Nodurile sunt enumerate n ordinea
‘ [a,b,c,d, e, f]
-3 ‘6 8 -6
N R}
9
dT»c f
k d[k] P[K]
0 4 -2 5 +4o0o0 +oo e C a b e e
-2 0 -4 1 +4o0o +x d e a b e e
4 4 6 0 7 400 +o0 d c e b e e
-3 1 -5 0 40 4o d c a e e o
1 3 -1 4 0 8 d e a b e e
7 9 5 10 -6 0 d f a b f e
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

a -« > b = > e Nodurile sunt enumerate n ordinea
[a, b, c,d, e, f]
N R}
9
dT»c f
k d[k] P[K]
0 4 -2 5 400 +o0 e C a b e e
-2 0 -4 1 4o +© d e a b e e
5 4 6 0 7 +4oo 4o d c e b e e
-3 1 -5 0 +4o00o +o© d c a e e o
1 3 -1 4 0 8 d e a b e e
-5 -3 -7 -2 -6 0 d e a b f e
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Exemplu ilustrat

a -« > b = > e Nodurile sunt enumerate n ordinea
[a, b, c,d, e, f]
N R}
9
dT»c f
k d[k] P[K]
0 4 -2 5 400 +o0 e C a b e e
-2 0 -4 1 4o +© d e a b e e
6 4 6 0 7 +4oo 4o d c e b e e
-3 1 -5 0 +4o00o +o© d c a e e o
1 3 -1 4 0 8 d e a b e e
-5 -3 -7 -2 -6 0 d e a b f e
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Exemplu ilustrat (continuare)

3 3

e Nodurile sunt enumerate n ordinea

a - b~
‘ [a, b, c,d, e, f]
-3 ‘6 8
N Ro)
)
d C

6
f

4

Tn final, elementele tablourilor P[1[] si d[1[] sunt

a b c d e f a b ¢ d e f
ale c a b e e al 0 4 -2 5 H4oo +o0
b|d e a b e e b|-2 0 -4 1 +4oo —+o0
cld ¢ o b e e c| 4 6 0 7 400 +o0
dld c a o e o d|-3 1 -5 0 +4oco +4o0
e|ld e a b e ¢ e| 1 3 -1 4 0 8
fld e a b f e f|-5 -3 -7 -2 -6 0
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Algoritmul lui Floyd-Warshall
Proprietdti ale tabloului P

@ Tabloul P se numeste matrice predecesor.

@ Pentru orice nod x € G putem defini arborele T, cu radacina
X si
o multimea de noduri {x} U{y € V | P[x][y] # null}
o multimea de muchii {P[x][y]—=y |y € V — {x}}.
@ T, este un arbore de cai cu lungimi ponderate minime de la x

n G, si poate fi extras din linia corespunzatoare nodului x Tn
tabloul P[][].
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Aplicatii ale matricii predecesor P

S3 se determine un arbore de cai cu lungimi ponderate minime de la f in

3 < 3 b < 3 e e C a b e e
d e a b e e

d c e b e e

3‘ N - 6 8| |-6 Pln]= d c 2 e o o
4 d e a b e e

d d e a b f e
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Aplicatii ale matricii predecesor P

S3 se determine un arbore de cai cu lungimi ponderate minime de la f in

3 < 3 b = 3 e e c a b e o
d e a b e e

d c e b e e

3‘ N - 6 8| |-6 Pln]= d c 2 e o o
4 d e a b e e

d——c¢ d e a b f e

f este al 6-lea element in enumerarea de noduri [a, b, ¢, d, e, f], deci T¢
se extrage din linia 6 a matricii P[6]:
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Algoritmul lui Floyd-Warshall

Aplicatii ale matricii predecesor P

S3 se determine un arbore de cai cu lungimi ponderate minime de la f in

.3 a3 . . ¢
d e

d c

3‘ N - 6 8| |-6 Pln]= d e
4 d e

d——c¢ d e

a b e e
a b e e
e b e o
a [ ] [ ] [ ]
a b e e
a b f e

f este al 6-lea element in enumerarea de noduri [a, b, ¢, d, e, f], deci T¢

se extrage din linia 6 a matricii P[6]:
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