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2.1 Vocabularul teoriei grafurilor

Un graf este o pereche (V, E') formata din o multime de noduri V si o lista
de muchii F. Muchiile reprezinta conexiuni dintre noduri. Fiecare muchie
e € E are doua capete x,y € V, numite nodurile adiacente la e, si spunem
ca e este incidenta la nodurile x si y. Muchiile pot fi orientate sau nu. Un
graf orientat are toate muchiile orientate, iar un graf neorientat are toate
muchiile neorientate. Muchiile orientate, numite si arce, au o directie de la
un capat numit sursd la celalalt capat, numit destinatie. Folosim notatiile
x—y pentru un arc de la = la y, ¢ si z—y pentru o muchie neorientata
incidenta la x si y. In general, daca x # y atunci x—y # y—x dar x—y =
y—x. Din acest motiv, identificAm z—y cu perechea ordonata (z,y) € VxV,
si x—y cu multimea {z,y}. Grafurile orientate se numesc si digrafuri,

O bucla este o muchie incidenta la un singur nod. In general, fiecare
muchie e € E are o multiplicitate m(e) € N — {0} care indica de cate ori
apare e in F.

Tipuri de grafuri

Un graf G = (V, E) este simplu daca nu contine bucle si m(e) = 1 pentru
toate muchiile e € E. G este pseudograf dacd nu contine bucle gi exista
e € E cum(e) > 1. G este multigraf daca contine bucle si exista e € E
cu m(e) > 1. Graful suport al unui graf G = (V, E) este graful simplu
G’ = (V, E’) a carui multime de muchii se obtine eliminand din E buclele si
presupunand ca toate celelalte muchii au multiplicitatea 1.

Un graf ponderat este o pereche (G, w) formata din un graf G = (V, E)
si o functie w : £ — R care atribuie fiecarei muchii e o pondere sau greu-
tate w(e). Reprezentarea vizuala a unui graf ponderat include si valoarea
ponderii de-a lungul fiecarei muchii. Figura de mai jos ilustreaza un graf
ponderat cu distantele drumurilor dintre cateva oragse din Romania:
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Reprezentari vizuale

Grafurile sunt reprezentate vizual ca figuri constand din puncte (forme ge-
ometrice mici: puncte, cercuri, patrate, etc.) care reprezinta nodurile gra-
fului, i curbe care conecteaza capetele muchiilor din graf. Pentru fiecare
muchie e desenam m(e) curbe intre capetele ei, iar daca e este orientata, ii
indicam directia cu o sageata. Putem adduga etichete (numere, nume, etc.)
nodurilor i muchiilor pentru a obtine reprezentari vizuale mai bune.

Trei reprezentari in plan ale grafului simplu G = ({1,2,3,4,5,6,7,8},
{1-2,1-3,1-4,2—3,3—4,4—6,5—7}) sunt:

1 o8 5 @ i
sau = 7 sau »9
2 6 @) (6)

iar pseudograful G; = ({a, b, c,d}, {a—b,a—b,a—c,c—d, c—d}), multigraful
Gy = ({1,2,3,4,5,6},{1—1,5-5,1-2,2-3,3-4,2-4,1-5, 5-6,5-6}) si
digraful Gs3 = ({a,b,c,d, e}, {a—Db,a—e,a—d,b—e,c—b, d—c,e—a} au
reprezentarile in plan

2.1.1 Notiuni fundamentale

In cele ce urmeazi vom presupune implicit ca G este un graf. Vom folosi

notatia V(G) pentru multimea de noduri a lui G, si E(G) pentru colectia

(multime sau multiset) de muchii a lui G. Ordinul lui G este numarul de

noduri din V(G), iar marimea lui G este numarul de muchii din E(G).
Vecinatatea a unui nod = este multimea

Vi) = {y | z—y € E(G)} daca G este neorientat,
= {y | z—y € E(G)} daca G este orientat

iar vecinatatea inchisa a lui = este V[z] = V(z) U {z}. Daca S este o
multime de noduri, atunci vecinatatea Iui S este V(S) = (J,cq V(z) iar
vecindtatea inchisa a lui S este V[S] =V (S)U S.

Pentru grafuri orientate definim gradul interior si gradul exterior al

unui nod z
deg™ (z) = Z 1, deg™ (z) = Z 1.
y—z€E(G) z—=y€E(QG)
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Gradul unui nod z este numarul de muchii la care x este adiacent:

Z 2+ Z 1 daca G este neorientat,

s x#y
deg™ (z) + deg™ () daca G este digraf.

Observati ca buclele se numara de doua ori!
Secventa de grade a lui G este lista cu gradele nodurilor lui G in
ordine descrescatoare.

Exemplul 1. Fie grafurile

3

GG1 este un multigraf neorientat cu V(G1) = {1,2,3,4,5,6}, |E(G1)| = 6 si
caracteristicile urmatoare ale nodurilor:

v | V(v) Vv] deg(v)
1]{1,2,5} {1,2,5} 4
2[{1,3,4} {1,2,3,41 3
3({2,4} {234} 2
al{2,3} {234} 2
5| {1} {1,5} 1
6|0 {6} 0

Secventa de grade a lui G este lista [4,3,2,2,1,0].
G este un digraf cu V(G2) = {a,b,c,d,x,y}, |E(G2)| = 7 si caracteris-
ticile urmatoare ale nodurilor:

v | V(v) Vv] deg™(v) deg™(v) deg(v)
1]{1,2,5} {1,2,5} 2 2 4
2| {1,3,4,5} {1,2,3,4,5} 3 2 5
3| {2,4} {2,3,4} 1 1 2
al{2,3} {2,3,4} 0 1 1
5{1,3} {1,3,5) 1 1 2
6|0 {6} 0 0 0

Secventa de grade a lui Go este lista [5,4,2,2,1,0].
Se observa ca in ambele cazuri avem erv ¢y deg(z) =2-[E(G;)| O

Gradul minim al lui G este 6(G) = min{deg(z) | z € V(G)} iar gradul
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maxim al lui G este A(G) = max{deg(x) | z € V(G)}. G este regulat daca
toate nodurile au acelasi grad si k-regulat daca toate nodurile au gradul k.
Un exemplu de graf 3-regulat este graful lui Petersen

\.

l/ ’ f /
\\.
Un nod z € V(G) este izolat daca deg(x) = 0, si terminal daca deg(z) = 1.

2.1.2 Proprietati fundamentale

Prima Teorema a Teoriei Grafurilor. Intr-un graf, suma gradelor no-
durilor este egala cu dublul numarului de muchii.

Y deg) =2 |E(@)]

zeV(G)

Prin urmare, numarul de noduri cu grad impar este par.

DEMONSTRATIE: Fie N = 3~ .y ) deg(z). Se observa ca, atunci cand
calculam N, numaram fiecare muchie e de exact 2 ori fiindca contribuie cu
1 la gradele ambelor noduri adiacente la e. Deci N = 2 |E(G)|. Intrucat
N = erV(G) deg(z) este par, este necesar ca numarul de noduri cu grad
impar sa fie par. O

A Doua Teorema a Teoriei Grafurilor. Orice drum de la x la y contine
un drum elementar de la x la y.

DEMONSTRATIE: Fie m = [z1,...,2,] un drum de la z la y, adica un drum
in care 1 = = si , = y. Demonstram teorema prin inductie dupa lungimea
n a drumului. Daca n = 1 atunci z = 21 = x,, = ¥y, deci 7 = [z] este drum
elementar. Daca n > 1 gi 7 nu este elementar, atunci exista 1 <:¢ < j <n
cu x; = x; si avem situatia ilustrata mai jos:

Ti—1 Lj+1 Ti-1 Tj+1
xZ; i
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Rezultd ca n' = [z1,...,2,Tjt1,...,2,) este un drum de la z; = z la
x, = y. Lungimea lui 7’ este n — (j — i) < n. Conform ipotezei inductive,
drumul 7 contine un drum elementar 7”’. Deoarece 7 il contine pe 7/, rezulta
ca m il contine si pe 7. O

2.1.3 Grafuri izomorfe

Doua grafuri sunt considerate identice, in sensul ca au aceeasi structura,
daca putem redenumi nodurile primului graf astfel incat sa coincida cu al
doilea graf. In teoria grafurilor, acest proces de redenumire a nodurilor este
descris de o functie bijectiva numita izomorfism:

> Doua grafuri neorientate simple G, H sunt izomorfe, si scriem G ~ H,
daca exista o bijectie ¢ : V(G) — V(H) astfel incat z—y € E(G) daca
i numai daca p(z)—¢(y) € E(H).

> Doua grafuri orientate simple GG, H sunt izomorfe, gi scriem G ~ H,
daca exista o bijectie ¢ : V(G) — V(H) astfel incat z—y € E(G) daca
si numai daca ¢(z)—¢(y) € E(H).
Exemplul 2. Grafurile ilustrate mai jos sunt izomorfe degi reprezentarile
lor vizuale arata diferit:
(1 ~ H; fiindca functia ¢

1 5 @b de mai jos este izomorfism:
AN /
6 2 g€ — b 50(1) =3, 90(2) - h?
Gl le ‘ ‘ 90(3) - da ¢(4) =1,
8 4 cC—n = =
©(5) = g, »(6) =b,
AN - —
3 2 i p(7) =, p(8) =c
Gy ~ H, fiindca functia ¢
/C A b\ 1 2 de mai jos este izomorfism:
G2 d a H2: 3 4 (a) = 17 So(b) = 2’

(c) =3, p(d) = 4,

=5, = 6.
S . 5 9x) =5 olz) .

el
~
€66

,,~" este o relatie de echivalenta pe multimea grafurilor, iar aflarea raspun-
sului la intrebarea ,,G >~ H?” este o problema a carei clasa de complexitate
nu stim daca este polinomiala sau NP completa. In prezent, cel mai efi-
cient program de testare a izomorfismului este Nauty (abreviere de la No
AUTomorphisms, Yes?), propus de McKay [10] si implementat in C. In 2015,
Babai a anuntat descoperirea unui algoritm de testare a izomorfismului de
grafuri in timp quasipolinomial 29(0°€™)%) unde ¢ > 0 este o constanti [4].
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2.1.4 Conectivitate

Fie G = (V, E) un graf. Un drum (sau cale) de la z1 la 23 In G este o lista
de noduri ™ = [z1,x9, ..., k| cu proprietatea ca

1. (zi—wi+1) € E pentru toti 1 < i < k daca G este graf neorientat. O
alta notatie folosita pentru acest drum este z1—zo— ... —xp.

2. (x;—xi41) € F pentru toti 1 < i < k daca G este digraf. O alta
notatie folosita pentru acest drum este r;—xo— ... —>xg.

Vom scrie & ~ y ca s& indicim c& existd un drum de la z la y, si x <> y ca si
indicam ca 7 este un drum de la = la y. Un drum este elementar daca nu
contine de mai multe ori acelagi nod, si simplu daca nu contine de mai multe
ori aceeagi muchie. Un ciclu este un drum simplu [z, x9, ..., g, z1]. Ciclul
este elementar daca [z1,x9, ..., zk] este drum elementar. Orice drum sau
ciclu elementar este simplu, dar reciproca nu este adevarata. Lungimea
unui drum sau ciclu este numarul de muchii din el. Un drum sau ciclu este
hamiltonian daca este elementar si trece prin toate nodurile grafului. Un
drum este eulerian daca este simplu si traverseaza toate muchiile grafului.
Un graf este hamiltonian daca are un ciclu hamiltonian, si eulerian daca are
un ciclu eulerian.

Exemplul 3. (.4 / T 8
AN 5\7//

Graful G este hamiltomian gi eulerian pentru ca

e are ciclul hamiltonian [1,2,3,9,8,7,5,6,4, 1].

e are ciclul eulerian [1,2,4,6,5,7,8, 3,9,8,5,2,3,4,1].
[1,2,3,4,2,3,8] este un drum de la 1 la 8 care

e nu este simplu pentru ca traverseaza de 2 ori muchia 2—3,

e nu este elementar pentru ca trece de 2 ori prin nodurile 2 si 3.

Drumul [2,3,8,9,3, 4] este simplu dar nu este elementar.
Drumul [1,2,3,9,8,7,5,6,4] este elementar. O
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2.1.5 Componente conexe

Componentele conexe sunt definite pentru grafuri neorientate. In aceast3
subsectiune presupunem ca G este graf neorientat.

Doua noduri sunt conectate daca exista un drum de la unul la celalalt.
Se observa ca relatia de conectivitate ~» este o relatie de echivalenta pe
V(G). Clasele de echivalenta ale lui ~~ se numesc componente conexe
ale lui G. G este conex daca are o singura componenta conexa, adica daca
oricare doua noduri din V(G) sunt conectate.

Exemplul 4. Graful din Exemplul 2 este conex, iar graful

are 3 componente conexe: {1,2,3,4,5}, {6,8,9} si {7}. O

2.1.6 Componente tare conexe

Componentele tari sunt definite pentru grafuri orientate. In aceastd subsectiune
presupunem ca G este un digraf. Relatia binard ~ definita pe V(G) astfel:

Ty ST ~=Yysiy~z

este o relatie de echivalenta numita conectivitate tare. Clasele de echivalenta
ale lui ~, sunt componentele tari ale lui G. G este tare conex daca are
o singura componenta tare.

Exemplul 5. Fie G si G digrafurile

€
G1:

@ ®

GG este tare conex, iar Gy are trei componente tari: C; = {1,2,3,4,5},
CQ = {6,8,9} §i 03 = {7} [l
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2.1.7 Clase de grafuri
K, este graful complet de ordinul n. Acesta are
V(Kn) = {1,2,...,n} si B(K,) = {i—j | 1<i#j <n}.

K, are n noduri si n(n — 1)/2 muchii.

Ky Ky K3 Ky Ks

E, este graful nul de ordinul n. Acesta are V(E,) = {1,2,...,n} si
E(E,) =0, adica n noduri si nici o muchie.

Eq Es Es Ey Es

C), este graful ciclic de ordinul n. Acesta are
V(Cn) ={1,2,...,n}si BE(Cp)={i—j|1<i<n,j=14 (i modn)}.

C,, are n noduri gi n muchii.

VAN

Cl CQ 03 04 05 C’6

P, este drumul de ordinul n. Acestaare V(P,) = {1,2,...,n} si multimea
de muchii E(P,) ={i—j|1<i<n,j=1i+1}.

1 2 n—1 7N

P, are n noduri si » — 1 muchii.

Clasa grafurilor bipartite complete K,,, este definitd pentru numere
naturale strict pozitive m,n. K, ,, este graful neorientat cu multimea de no-
duri V(Kp, n) = X, UY, unde X, = {z1,22, ..., Tm}, Yo = {Y1,¥2, .- -, Yn}s
si multimea de noduri E(Ky,n) = {zi—y; | (i, y;) € Xm x Y, }. De exemplu
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Y3 X Y3 X3 Ys3
X, Y: X1 /a) 2 ) |
2NA T \
e | ( | ‘ | \
O U O % vy
Ky, Ki3 Ko 3 K33

K, n are m +n noduri si m - n muchii. Multimea de noduri a lui K, ,, este
o reuniune de 2 submultimi disjuncte X,, si Y, iar toate muchiile sunt intre
un nod din X, si un nod din Y,,.

Un arbore de ordinul 7 este un graf neorientat cu n noduri care este conex
si fara cicluri. Multimea, sau clasa, acestor arbori, se noteaza cu T,. De
exemplu, grafurile de mai jos sunt arbori din clasa T5:

Glﬁ G]Q GI\\[

Secventele de grade ale arborilor G1, G2, G3 sunt [4,1,1,1,1], [3,2,1,1,1] si
2,2,2,1,1]. Deoarece sunt diferite, rezulta ca G; ¢ G daca 1 <i < j < 3.
Orice arbore din clasa T;, are n noduri si » — 1 muchii.

2.1.8 Grafuri partiale, subgrafuri si subdiviziuni

Fie G = (V,E) un graf i S C V. Un graf partial al lui G este un graf
(V,E') cu E' C E. Subgraful indus de S in G este graful G[S] = (S, E’)
unde E' = {e € F | e este incidenta doar la noduri din S}. Spunem ca H
este subgraf al lui G (sau ca H este continut in G) dacd H = G[S] pentru
o multime de noduri S C V. Un subgraf partial al lui G este un graf
partial al unui subgraf al lui G.

V——X
u |
Exemplul 6. Fie G graful ‘ s— v
e\
wW—2

v —

<N

u
Un subgraf al lui G este subgraful indus G[{u,v,x,y,s,t}]: ‘ %/
t

vV —

i
A/V O
/

iar un subgraf partial al lui G este

[ ——
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O n-clica, sau doar clica, a unui graf neorientat G este un subgraf izomorf
cu K, al lui G. De exemplu, fiecare din grafurile GG,, de mai jos are o n-clica
ale carei muchii le-am indicat cu linii ingrosate.

//)V AN\
Go G_3

G4

Un graf obtinut prin inserarea unui nod nou z pe o muchie e € E(QG)
este graful (V(G) U {z}, (E(G) — {e}) U{e1,ea}) unde

® ¢ =x—2 5l eg = z—y daca e = z—y.
e ¢ =x—2 8l eg = z—y daca e = x—y.

O subdiviziune a lui G este un graf obtinut prin una sau mai multe inserari
succesive de noduri noi pe muchiile lui G.

Go: %
Exemplul 7. Fie grafurile Gy: >< si

G este o subdiviziune a lui K2 2. G2 nu este subdiviziune a lui K. ]

2.1.9 Operatii pe grafuri
Fie G un graf, S C V(G) si T C E(G). Definim operatjiile:
e G—S este subgraful indus G[V (G)—S]. Scriem G—x in loc de G—{x}.

o G — T este graful partial G’ cu V(G') =V (G) si E(G') = E(G) —T.
Scriem G — e In loc de G — {e}.

e Graful G'\ S obtinut prin contractia nodurilor din S este graful cu

» V(G\S) = (V(G) — S)U{zs} unde zg este un nod nou care

inlocuieste toate nodurile din S.

» Daca G este neorientat atunci F(G \ S) este

{z—y |2,y e V(G) - Ssia—y e E(G)IU
{r—xg | existda z—y € E(G) cuxz € V(G) — Ssiy € S}.
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iar daca G este orientat atunci
EG\S) ={z—y|z,y e V(G) - S si z—y € E(G)}U
{z—xg | exista z—y € E(G) cu
xeV(G)—Ssiye SHU
{zs—y | exista z—y € E(G) cu
xeSsiyeV(G)— S}

e Graful G \ e obtinut prin contractia muchiei e este graful G \ S unde
S este multimea de noduri incidente la e.

Exemplul 8. Fie GG; §i Go grafurile urmatoare:

1 2

/

. 3\4v5 \/ \\£<

S5«—6—*8

Mai jos sunt ilustrate efectele acestor operatii.

2 1 2 T{1,5} 2
/ ~
3 3\< 3
\4/ \4 5 4
_{155} Gl_(l_S) Gl\{las}:Gl_(l_S)

1—7 1—7

4\3\9 2/4\3\9 - } /4 .
VAN SIVANS \x< /§4<8

Gy —2 G2 - {2%3 6%3} Go\{1,2,3,4 5} Go\(2—3)

2.1.10 Statistici descriptive

Statistica descriptiva a grafurilor cuprinde calculul unor valori numerice
care ne permit sa ne formam o parere generala despre structura unui graf.
Aceste valori sunt utile mai ales in analiza grafurilor mari, cu sute de mii
sau milioane de noduri sau muchii, care sunt greu de vizualizat in detaliu.
Cele mai importante valori caracteristice ale un graf au fost deja defi-
nite, si sunt: (1) ordinul, adica numaarul total de noduri. (2) marimea,
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adica numarul total de conexiuni, si (3) 0(G) si A(G), care sunt limitele
intre care variaza numarul de vecini ai unui nod. Alte valori caracteristice
importante sunt: numarul de independenta, numarul de clica, gradul de
conectivitate, raza ai diametrul. Aceste valori statistice descriptive vor fi
definite In continuare.

Fie G un graf neorientat.

e O multime de noduri S C V(@) este stabila sau independenta in
G daca nu exista nici o muchie intre nodurile sale, adica z—y ¢ E(G)
pentru orice z,y € S. Numarul de independenta a(G) al lui G
este numarul maxim de noduri din o multime stabila a lui G, adica
a(G) = max{|S| | S este multime independentd in G}.

e Numarul de clica w(G) al lui G este ordinul maxim al unei clici din
G, adica w(G) = max{n | H este n-clica a lui G}.

Exemplul 9. Fie grafurile

o
w

G este graful lui Petersen. G are numarul de independenta a(G1) = 4 si
numirul de clici w(G1) = 2. In G4, {a,c,s,t} s {x,y,s,t} sunt multimi
stabile maxime (mai sunt si altele), iar o clica de ordin maxim este G1[{d, e}|.

a(Ga) = 3 i w(Gy) = 4. In Go, o multime stabili maximi este {5,6,7}
iar o clica de ordin maxim este G1[{1,2,3,7}]. O

Fie G un graf neorientat conex.

o z € V(G) este nod de articulatie (engl. cut vertex) dacd G — = nu
este conex. Altfel spus, gstergerea lui e distruge conectivitatea lui G.

e ¢ € F(G) este o punte (engl. bridge) daca G — e nu este conex. Altfel
spus, stergerea muchiei e distruge conectivitatea lui G.

e S C V(G) este o multime de articulatie (engl. verter cut set) a lui
G daca graful G — S nu este conex. Altfel spus, stergerea nodurilor
din S distruge conectivitatea lui G.
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e Gradul de conectivitate x(G) al unui graf incomplet G este numarul
minim de noduri ce trebuie eliminate din GG pentru a-1 deconecta, adica

k(G) = min{|S| | S este multime de articulatie a lui G}.

Daca k este un intreg strict pozitiv, spunem ca G este k-conex daca
k < k(G).

e Distanta d(x,y) de la z la y este cea mai mica lungime a unui drum
de la x la y.

e Excentricitatea e(z) a nodului z este distanta cea mai mare de la
la un nod in G, adica e(z) = max{d(z,y) |y € V(G)}.

e Centrul lui G este multimea nodurilor cu excentricitate minima.
e Periferia lui G este multimea nodurilor cu excentricitate maxima.

e Raza lui G este excentricitatea unui nod din centrul lui G, adica
radius(G) = min{e(z) | x € V(G)}.

e Diametrul lui G este excentricitatea unui nod de la periferia lui G,
adica diam(G) = max{e(z) | z € V(G)}.
Exemplul 10. Graful conex

e
Glid e@

f—nh

are 3 puncte de articulatie (cele incercuite) i 2 punti (cele ingrosate). Deci
k(G1) = 1. Graful conex

nu are puncte de articulatie si nici punti, dar are multimi de articulatie cu
2 noduri, de exemplu {c, e}, {f,g} sau {b,e}. Deci k(G2) = 2. O

Exemplul 11. In graful conex
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avem d(x,c) = 2, d(r,z) = 4, e(x) = 2, e(z) = 4, radius(G) = 2 si
diam(G) = 4. G are centrul {x, e} si periferia {r,z}. O

2.1.11 Concluzii

In sectiunea introductiva 2.1 an descris diferitele tipuri de grafuri si voca-
bularul teoriei grafurilor. Retinem ca:

e Grafurile sunt modele de relatii binare intre componentele unui sistem.
Ele sunt perechi (V, E) in care V este o multime de noduri (sau varfuri)
iar E este o multime de muchii. Nodurile reprezinta componentele unui
sistem, iar muchiile reprezinta muchiile dintre ele.

o Grafurile sunt neorientate sau orientate. Grafurile orientate se numesc
si digrafuri.

— Un graf neorientat are E C {{z,y} | z,y € V'}. Scriem z—y in loc
de {z,y} si numim nodurile z,y capetele muchiei x—y. Muchiile
sunt neorientate pentru ca x—y coincide cu y—=.

— Un digraf are £ C V' x V. Scriem x—y in loc de (z,y) si numim
nodurile z, y capetele muchiei z—y. Muchiile sunt orientate pen-
tru cé, daca x # y, atunci z—y # y—x. O muchie orientata se
numeste arc.

O bucla este o muchie ale carei capete coincid, adica x—x sau x— .

e Fiecare muchie e are o multiplicitate m(e) € N — {0}. Distingem trei
tipuri de grafuri: grafuri simple, pseudografuri si multigrafuri. Un
graf simplu nu are bucle si toate muchiile au multiplicitatea 1. Un
pseudograf nu are bucle dar are muchii cu multiplicitate mai mare ca
1. Un multigraf are bucle si muchii cu multiplicitate mai mare ca 1.

e Un graf ponderat are si o functie w : E — R care asociaza fiecarei
muchii e o pondere w(e).

2.1.12 Exercitii

1. Exista un graf simplu neorientat cu secventa de grade [3, 3,5, 6,6, 6, 6]7

2. Exista un graf simplu neorientat cu n noduri si secventa de grade
[0,1,2,...,n —2,n—1]7



