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Probleme de ocupare
(engl. cccupancy problems)

Numărarea posibilităţilor de aranjare a elementelor unei colecţii ı̂n
grupuri (engl. bins).
Sunt de 4 feluri:

B dacă se face sau nu distincţie ı̂ntre elementele colecţiei.

B dacă se face sau nu distincţie ı̂ntre grupuri identice.

În acest curs vom analiza 3 probleme de ocupare.
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Problema 1
Partiţiile unui număr ı̂ntreg

Problema 1: În câte feluri se pot ı̂mpărţi n > 0 elemente
identice ı̂n grupuri nevide? Nu se face distincţie ı̂ntre grupuri
cu acelaşi număr de elemente.

⇔ În câte feluri putem scrie n = a1 + a2 + . . .+ ak cu
a1, a2, . . . , an ∈ N, a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak > 0.

Acest număr se numeşte număr de partiţii al lui n, şi-l notăm cu pn.

Exemplu

p6 = 11 pentru că 6 poate fi partiţionat ı̂n 11 feluri:

6 = 5 + 1 = 4 + 2 = 3 + 3 = 4 + 1 + 1 = 3 + 2 + 1 = 2 + 2 + 2

= 3 + 1 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1

= 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.
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Partiţiile unui număr ı̂ntreg
Formule de calcul

Fie n > 0 şi pn,k numărul de posibilităţi să scriem

n = a1 + a2 + . . .+ ak cu a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak > 0.

Observăm că pn = pn,1 + pn,2 + . . .+ pn,n şi

pn,1 = 1: singura posibilitate este n = n.

pn,n = 1: singura posibilitate este n = 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n ori

.

dacă k < 1 sau k > n atunci pn,k = 0 (evident).

Cum putem calcula pn,k când 1 < k < n?
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Partiţiile unui număr ı̂ntreg
Calculul recursiv al lui pn,k când 1 ≤ k < n

Numărăm ı̂n câte feluri putem scrie

n = a1 + a2 + . . .+ ak cu a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak > 0.

1 Dacă ak = 1 atunci a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak−1 > 0 şi

(n − 1) = a1 + a2 + . . .+ ak−1︸ ︷︷ ︸
k−1 numere

este o partiţie a lui n − 1 ⇒ pn−1,k−1 posibilităţi.

2 Dacă ak > 1 atunci a1 − 1 ≥ a2 − 1 ≥ . . . ≥ ak − 1 > 0 şi

(n − k) = (a1 − 1) + (a2 − 1) + . . .+ (ak − 1)︸ ︷︷ ︸
k numere

este o partiţie a lui n − k ⇒ pn−k,k posibilităţi.

⇒ pn,k = pn−1,k−1 + pn−k,k (regula sumei).
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Partiţiile unui număr ı̂ntreg n > 0
Formule de calcul

pn =
n∑

k=1

pn,k unde

pn,1 = pn,n = 1, pn,k = 0 dacă k < 1 sau k > n,

pn,k = pn−1,k−1 + pn−k,k dacă 1 < k < n.

Triunghiul infinit al numerelor pn,k se poate calcula recursiv:
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Partiţiile unui număr ı̂ntreg n > 0
Alte formule de calcul

Quiz. Folosind raţionamentul combinatorial, demonstraţi că

1 pn,2 = bn/2c.

2 pn,n−1 =

{
0 dacă n = 1,
1 dacă n > 1.

3 pn,n−2 =


0 dacă n < 3,
1 dacă n = 3,
2 dacă n > 3.
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Problema 2
Numerele Stirling de cicluri

[
n
k

]

Problema 2: La un restaurant cu k mese rotunde sunt
invitate n persoane numerotate de la 1 la n. În câte feluri pot
fi puse cele n persoane la mese astfel ı̂ncât fiecare masă să fie
ocupată de către cel puţin o persoană?
Mesele rotunde sunt identice, iar aşezarea unui grup de
persoane la o masă rotundă este un ciclu al elementelor din
grup.

Acest număr se numeşte număr Stirling de cicluri şi se
notează cu

[n
k

]
.
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Numerele Stirling de cicluri
[
n
k

]
Caz special: k = 1

Punerea la o masă rotundă a unui grup A de m persoane este un
ciclu (p1, p2, . . . , pm) al elementelor din A

⇒ sunt (m − 1)! posibilităţi, deci
[m
1

]
= (m − 1)!

Exemplu pentru A = {1, 4, 7, 8}.

〈4, 7, 8〉, 〈4, 8, 7〉, 〈7, 4, 8〉, 〈7, 8, 4〉, 〈8, 4, 7〉, 〈8, 7, 4〉 sunt toate
permutările mulţimii {4, 7, 8}.
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Numerele Stirling de cicluri
[
n
k

]
Formule de calcul

[n
n

]
= 1: singura posibilitate este să formăm ciclurile

(1), (2), . . . , (n)[n
k

]
= 0 dacă k < 1 sau k > n (evident).

Dacă 1 < k < n distingem 2 cazuri:

1 Persoanele {1, 2, . . . , n − 1} ocupă k − 1 mese rotunde:

Sunt
[
n−1
k−1

]
posibilităţi.

Persoana n trebuie să se pună la masa liberă rămasă ⇒ 1
posibilitate.

⇒
[
n−1
k−1

]
posibilităţi (regula produsului)

2 Persoanele {1, 2, . . . , n − 1} ocupă k mese rotunde:

Sunt
[
n−1
k

]
posibilităţi.

Persoana n se poate pune ı̂n dreapta oricărei persoane din cele
n − 1 care stau deja la mese ⇒ (n − 1) posibilităţi

⇒ (n − 1) ·
[
n−1
k

]
posibilităţi (regula produsului)

⇒
[n
k

]
=
[n−1
k−1

]
+ (n − 1) ·

[n−1
k

]
(regula sumei).
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posibilităţi (regula produsului)

2 Persoanele {1, 2, . . . , n − 1} ocupă k mese rotunde:
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n − 1 care stau deja la mese ⇒ (n − 1) posibilităţi
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(1), (2), . . . , (n)[n
k

]
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Numerele Stirling de cicluri
Formule de calcul

[
n

n

]
= 1,

[
n

1

]
= (n − 1)!,

[
n

k

]
= 0 dacă k < 1 sau k > n.[

n

k

]
=

[
n − 1

k − 1

]
+ (n − 1) ·

[
n − 1

k

]
dacă n > k > 1.

Triunghiul infinit al numerelor
[
n
k

]
se poate calcula recursiv:
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Numerele Stirling de cicluri
Alte formule de calcul

Quiz. Folosind raţionamentul combinatorial, demonstraţi că

[
n

n − 2

]
=


0 dacă n < 3,
2 dacă n = 3,
n(n−1)(n−2)

3 + n(n−1)(n−2)(n−3)
8 dacă n > 3.
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Problema 2
Numerele Stirling de mulţimi

{
n
k

}
O partiţie a unei mulţimi finite nevide A este o mulţime de
submulţimi {A1,A2, . . . ,Ak} astfel ı̂ncât

1 Ai 6= ∅ pentru 1 ≤ i ≤ k ,
2 Ai ∩ Aj = ∅ dacă i 6= j , şi
3
⋃k

i=1 Ai = A.

Problema 3: În cate feluri se poate partiţiona o mulţime cu
n > 0 elemente ı̂n k submulţimi?

Acest număr se numeşte număr Stirling de mulţimi şi se
notează cu

{n
k

}
.

Exemplu pentru A = {a, b, c}{3
2

}
= 3 pentru că sunt 3 partiţii ale lui A ı̂n 3 submulţimi:

{{a}, {b, c}}, {{a, b}, {c}} şi {{a, c}, {b}}.
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Numerele Stirling de mulţimi
{
n
k

}
Formule de calcul{

n
1

}
pentru că singura partiţie cu 1 submulţime este {{1, 2, . . . , n}}.{

n
n

}
= 1 pentru că singura partiţie cu n submulţimi este

{{1}, {2}, . . . , {n}}.{
n
k

}
= 0 dacă k < 1 sau k > n (evident).

Pentru 1 < k < n numărăm ı̂n câte feluri putem forma o partiţie cu
k submulţimi a mulţimii {1, 2, . . . , n}. Sunt 2 posibilităţi:

1 Partiţionăm {1, . . . , n − 1} ı̂n {A1,A2, . . . ,Ak−1} (sunt
{
n−1
k−1

}
posib.) iar apoi adăugăm submulţimea {n} la partiţie (1
posib.). În acest caz sunt

{
n−1
k−1

}
posibilităţi (regula

produsului).
2 Partiţionăm {1, . . . , n − 1} ı̂n {A1,A2, . . . ,Ak} (sunt

{
n−1
k

}
posib.) iar apoi adăugăm n la oricare din cele k submulţimi
(sunt k posib.) În acest caz sunt k ·

{
n−1
k

}
posibilităţi (regula

produsului)

⇒
{
n
k

}
=
{
n−1
k−1

}
+ k ·

{
n−1
k

}
(regula sumei)
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k submulţimi a mulţimii {1, 2, . . . , n}. Sunt 2 posibilităţi:
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1

}
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n
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dacă n > k > 1.

Triunghiul infinit al numerelor
{
n
k

}
se poate calcula recursiv:

Curs 6



Numerele Stirling de mulţimi

Quiz. Câte şiruri de 20 litere se pot forma dacă se folosesc
litere din mulţimea {a, b, c, d, e, f, g} şi fiecare literă apare cel
puţin o dată?

Sugestie: Pentru fiecare literă α ∈ {a, c, c, d, e, f, g}, fie Pα
poziţiile la care apare α ı̂n şir. De exemplu, dacă şirul de 20
litere este

ababcdgegfggbbaddaef

atunci Pa = {1, 3, 15, 18}, Pb = {2, 4, 13, 14}, Pc = {5},
Pd = {6, 16, 17}, Pe = {8, 19}, Pf = {10, 20},
Pg = {7, 9, 11, 12}.
I Observaţi că {Pa,Pb,Pc,Pd,Pe,Pf,Pg} este partiţie a

mulţimii {1, 2, . . . , 20}.
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Concluzii
Rezumat al formulelor de numărare prezentate ı̂n acest curs
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