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Probleme de ocupare

(engl. cccupancy problems)

Numadrarea posibilitatilor de aranjare a elementelor unei colectii Tn
grupuri (engl. bins).
Sunt de 4 feluri:

> dacd se face sau nu distinctie intre elementele colectiei.

>> dacd se face sau nu distinctie intre grupuri identice.



Probleme de ocupare

(engl. cccupancy problems)

Numadrarea posibilitatilor de aranjare a elementelor unei colectii Tn
grupuri (engl. bins).
Sunt de 4 feluri:

> dacd se face sau nu distinctie intre elementele colectiei.

>> dacd se face sau nu distinctie intre grupuri identice.

In acest curs vom analiza 3 probleme de ocupare.



Problema 1

Partitiile unui numar ntreg

o Problema 1: In cate feluri se pot Tmparti n > 0 elemente
identice Tn grupuri nevide? Nu se face distinctie Tntre grupuri
cu acelasi numar de elemente.

< In cate feluri putem scrie n =a; +a»+ ...+ ax cu
ai,a,...,apn N, ag>a>...>a,>0.

Acest numar se numeste numar de partitii al lui n, si-l notam cu p,,.

pe = 11 pentru c3 6 poate fi partitionat in 11 feluri:

6=5+1=4+4+2=3+3=4+1+1=3+2+1=2+2+2
=3+14+1+1=2+2+1+1=2+1+1+1+1
=14+14+1+1+1+1.




Partitille unui numar intreg
Formule de calcul

Fie n > 0 si ppx numadrul de posibilitati sa scriem
n=a+a+...tagcuay>a>...>a>0.

Observam cd p, = pn1 4+ pn2 + ...+ Pnn Si
@ p,1 = l: singura posibilitate este n = n.
@ pn.n = 1l: singura posibilitate este n=1+14 ...+ 1.
’ —_——
n ori

@ dacd k < 1 sau k > n atunci p, x = 0 (evident).



Partitille unui numar intreg
Formule de calcul

Fie n > 0 si ppx numadrul de posibilitati sa scriem
n=a+a+...tagcuay>a>...>a>0.

Observam cd p, = pn1 4+ pn2 + ...+ Pnn Si
@ p,1 = l: singura posibilitate este n = n.
® p,, = l: singura posibilitate este n =141+ ...+ 1.
n ori
@ dacd k < 1 sau k > n atunci p, x = 0 (evident).

@ Cum putem calcula p,x cand 1 < k < n?



Partitille unui numar intreg

Calculul recursiv al lui pp«x cdnd 1 < k < n

Numardm n cite feluri putem scrie

n=a+a+...+arcua>a>...>a>0.
©Q Daca agy=1atuncia; > ar>...> a1 >0si

(n—1)=a +a+...+a1

k—1 numere
este o partitie a lui n — 1 = pp_1 k—1 posibilitdti.
Q@ Dacaagy>1latunciai—1>a—1>...>2a,—1>0si

(n—k)=(a1—1)+(a2—1)+...+(ar — 1)

Vv
k numere

este o partitie a lui n — k = p,_y x posibilitati.

= Pnk = Pn—1.k—1+ Pn—k k (regula sumei).



Partitiile unui numar intreg n > 0

Formule de calcul

n
Pn=Y Pnk unde
k=1

Pni = Pnn=1,ppk=0 dacd k <1sauk>n,
Pnk = Pn—1k—1+ Pn—kk dacd 1 <k <n.

Triunghiul infinit al numerelor p, , se poate calcula recursiv:

Pkl k=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... | p,
n=1] 1 |1
2 11 2

3 1 11 3

4 1 211 5

5 1 2 2 11 7

6 13 3 2 11 11

7 1 3 4 3 2 11 15

8 14 5 5 3 2 11 22

9 14 76 5 3 2 11 30
10 158 975 3 21 1 42



Partitiile unui numar intreg n > 0
Alte formule de calcul

Quiz. Folosind rationamentul combinatorial, demonstrati ca

Q pn2=1[n/2].

o | 0 dacd n=1,
Pon=1=91 dacin>1.
daca n < 3,
dacd n =3,
daca n > 3.

e Pn,n—2 =

N — O



Problema 2

Numerele Stirling de cicluri [2]

@ Problema 2: La un restaurant cu kK mese rotunde sunt
invitate n persoane numerotate de la 1 la n. In cate feluri pot
fi puse cele n persoane la mese astfel incat fiecare mas3 sa fie
ocupat3 de catre cel putin o persoan3?

Mesele rotunde sunt identice, iar asezarea unui grup de
persoane la 0 masa rotunda este un ciclu al elementelor din
grup.

@ Acest numar se numeste numar Stirling de cicluri si se

4 n
noteazs cu [}].



Numerele Stirling de cicluri [

k

Caz special: k=1

Punerea la 0 masa rotunda a unui grup A de m persoane este un
ciclu (p1, p2,--.,pm) al elementelor din A

= sunt (m — 1)! posibilitdti, deci [7] = (m — 1)!

Exemplu pentru A= {1,4,7,8}.
“}/"'{4 '\\ y /"I 4 }\\\. , /’I 7 l"\‘ , /"{ 7 ]‘\ —//8} 8J ™
d pd Bl Bl Bl wd »
o E_,/ \_,.,/ N _,/ L @/ \B \ IL J/

(1,4.7,8) (1,4,8.7) (1,7,4.8) (1,7,8,4) (1,8,4,7) (1,8.7,.4)

(4,7,8),(4,8,7),(7,4,8),(7,8,4),(8,4,7), (8,7,4) sunt toate
permutdrile multimii {4,7,8}.




Numerele Stirling de cicluri [

k

Formule de calcul

"] = 1: singura posibilitate este s3 form3m ciclurile
(1),(2),...,(n)

H dacd k < 1 sau k > n (evident).

< k < n distingem 2 cazuri:

Il
= o



Numerele Stirling de cicluri [

Formule de calcul

= 1: singura posibilitate este sa formam ciclurile

):(2),....(n)

| =0 dacd k < 1 sau k > n (evident).

aca 1 < k < n distingem 2 cazuri:

@ Persoanele {1,2,...,n— 1} ocupd k — 1 mese rotunde:

e Sunt [}"1] posibilitsti.

@ Persoana n trebuie s3 se pund la masa libera ramasa = 1
posibilitate.

O

= [7~1] posibilitdti (regula produsului)



Numerele Stirling de cicluri [

Formule de calcul

= 1: singura posibilitate este sa formam ciclurile

):(2),....(n)

| =0 dacd k < 1 sau k > n (evident).

aca 1 < k < n distingem 2 cazuri:

@ Persoanele {1,2,...,n— 1} ocupd k — 1 mese rotunde:

e Sunt [}"1] posibilitsti.

@ Persoana n trebuie s3 se pund la masa libera ramasa = 1
posibilitate.

O

= [7~1] posibilitdti (regula produsului)
@ Persoanele {1,2,...,n— 1} ocupd k mese rotunde:
e Sunt [";1] posibilitéti.
@ Persoana n se poate pune in dreapta oricarei persoane din cele
n — 1 care stau deja la mese = (n — 1) posibilitati

=(n-1)- [";1] posibilitdti (regula produsului)



Numerele Stirling de cicluri [

Formule de calcul

= 1: singura posibilitate este sa formam ciclurile

):(2),....(n)

| =0 dacd k < 1 sau k > n (evident).

aca 1 < k < n distingem 2 cazuri:

@ Persoanele {1,2,...,n— 1} ocupd k — 1 mese rotunde:

e Sunt [}"1] posibilitsti.

@ Persoana n trebuie s3 se pund la masa libera ramasa = 1
posibilitate.

O

= [7~1] posibilitdti (regula produsului)
@ Persoanele {1,2,...,n— 1} ocupd k mese rotunde:
e Sunt [";1] posibilitéti.
@ Persoana n se poate pune in dreapta oricarei persoane din cele
n — 1 care stau deja la mese = (n — 1) posibilitati

= (n—-1)- [";1] posibilitati (regula produsului)
= [J = [Z:ﬂ +(n—1)-[""] (regula sumei).



Numerele Stirling de cicluri

Formule de calcul

iy
m = [Z_ﬂﬂnly [”kl} dack n> k> 1.

n

Triunghiul infinit al numerelor []] se poate calcula recursiv:

1, [n] =(n—-1), {n} =0daca k< 1lsau k > n.

n

W k=1 2 3 4 5 6 78
n=1 1

2 1 1

3 2 3 1

4 6 11 6 1

5/ 24 50 35 10 1

6] 120 274 225 8 15 1

7| 720 1764 1624 735 175 21 1

85040 13068 13132 6769 1960 322 28 1




Numerele Stirling de cicluri
Alte formule de calcul

Quiz. Folosind rationamentul combinatorial, demonstrati ca

0 dacd n < 3,
[ ”2}_ daci n =3,
n— ”(”—13)(”—2) + ”(”_1)(”8_2)(”_3) daci n > 3.



Problema 2
Numerele Stirling de multimi {Z}

@ O partitie a unei multimi finite nevide A este o multime de
submultimi {A1, Az, ..., Ac} astfel incat
Q A #0Dpentrul <i<k,
Q@ ANAj=0dacdi#}j,si
Q0 ULA=A
e Problema 3: in cate feluri se poate partitiona o multime cu
n > 0 elemente in k submultimi?

@ Acest numadr se numeste numar Stirling de multimi si se
noteazs cu {}}.



Problema 2
Numerele Stirling de multimi {Z}

@ O partitie a unei multimi finite nevide A este o multime de
submultimi {A1, Az, ..., Ac} astfel incat
Q A #0Dpentrul <i<k,
Q@ ANAj=0dacdi#}j,si
Q0 ULA=A
e Problema 3: in cate feluri se poate partitiona o multime cu
n > 0 elemente in k submultimi?

@ Acest numadr se numeste numar Stirling de multimi si se
noteazs cu {}}.

Exemplu pentru A = {a,b,c}

{g} = 3 pentru ca sunt 3 partitii ale lui A Tn 3 submultimi:

{{a},{b,c}}, {{a,b},{c}} si {{a,c},{b}}.




- . . . n
Numerele Stirling de multimi {7}
Formule de calcul

o {7} pentru c¥ singura partitie cu 1 submultime este {{1,2,..., n}}.

° {Z} =1 pentru c3 singura partitie cu n submultimi este
{{1}.{2},.... {n}}.
o {7} =0daci k < 1sau k> n (evident).

@ Pentru 1 < k < n numaram in cate feluri putem forma o partitie cu
k submultimi a multimii {1,2,..., n}. Sunt 2 posibilitdti:



- . . . n
Numerele Stirling de multimi {7}
Formule de calcul

° {”} pentru c3 singura partitie cu 1 submultime este {{1,2,...,n}}.

° =1 pentru c3 singura partitie cu n submultimi este
{{1} {2},.... {n}}.

o {7} =0daci k < 1sau k> n (evident).

@ Pentru 1 < k < n numaram in cate feluri putem forma o partitie cu
k submultimi a multimii {1,2,..., n}. Sunt 2 posibilitdti:

@ Partitiondm {1,...,n— 1} in {A1, Az, ..., Ac1} (sunt {J7]
posib.) iar apoi adaugam submultimea {n} la partitie (1
posib.). Tn acest caz sunt {71} posibilititi (regula
produsului).



- . . . n
Numerele Stirling de multimi {7}
Formule de calcul

° {”} pentru c3 singura partitie cu 1 submultime este {{1,2,...,n}}.

° =1 pentru c3 singura partitie cu n submultimi este
{{1} {2},.... {n}}.
o {7} =0daci k < 1sau k> n (evident).

@ Pentru 1 < k < n numaram in cate feluri putem forma o partitie cu
k submultimi a multimii {1,2,..., n}. Sunt 2 posibilitdti:

@ Partitiondm {1,...,n— 1} in {A1, Az, ..., Ac1} (sunt {J7]
posib.) iar apoi adaugam submultimea {n} la partitie (1
posib.). Tn acest caz sunt {71} posibilititi (regula
produsului).

@ Partitionam {1,...,n—1}1n {A1, Ay, ..., Ax} (sunt {”;1}
posib.) iar apoi addugdm n la oricare din cele k submultimi
(sunt k posib.) Tn acest caz sunt k- {", '} posibilititi (regula
produsului)



- . . . n
Numerele Stirling de multimi {7}
Formule de calcul

° {”} pentru c3 singura partitie cu 1 submultime este {{1,2,...,n}}.

° =1 pentru c3 singura partitie cu n submultimi este
{{1} {2},.... {n}}.
o {7} =0daci k < 1sau k> n (evident).

@ Pentru 1 < k < n numaram in cate feluri putem forma o partitie cu
k submultimi a multimii {1,2,..., n}. Sunt 2 posibilitdti:

@ Partitiondm {1,...,n— 1} in {A1, Az, ..., Ac1} (sunt {J7]
posib.) iar apoi adaugam submultimea {n} la partitie (1
posib.). Tn acest caz sunt {71} posibilititi (regula
produsului).

@ Partitionam {1,...,n—1}1n {A1, Ay, ..., Ax} (sunt {”;1}
posib.) iar apoi addugdm n la oricare din cele k submultimi
(sunt k posib.) Tn acest caz sunt k- {", '} posibilititi (regula
produsului)

= {Z} = {Zj} + k- {";1} (regula sumei)



Numerele Stirling de multimi

Formule de calcul

{:}—0 daca k< 1lsau k>n

(- {0
{:}:{Zi}”'{n;l} dacs n> k> 1.

Triunghiul infinit al numerelor {}} se poate calcula recursiv:

{i} k=1 2 3 4 5 6 78
n=1 1

2 1 1

3 1 3 1

1 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 9 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1



Numerele Stirling de multimi

Quiz. Cate siruri de 20 litere se pot forma dac3 se folosesc
litere din multimea {a,b,c,d, e, f, g} si fiecare litera apare cel
putin o data?
Sugestie: Pentru fiecare literd a € {a,c,c,d, e, f, g}, fie P,
pozitiile la care apare « in sir. De exemplu, daca sirul de 20
litere este
ababcdgegfggbbaddaef
atunci P, = {1,3,15,18}, P, = {2,4,13,14}, P. = {5},
Py = {6,16,17}, P. = {8,19}, P = {10,20},
P = {7,9,11,12}.
» Observati cd {Pa, Py, Pc, Pa, P, Ps, Py} este partitie a
multimii {1,2,...,20}.



Concluzii
Rezumat al formulelor de numarare prezentate in acest curs

Pn Z;f (jI)H.I\'
Pnk | Pn,l = Pnn = L.
Pk =0 daca k< 1sauk > n.

l)nl. = pu 1, L*l + Pn—k.k dacan>k > 1.
(o) = ()
( ) = (“ l) ”k l) dacan >k > 0.
JJ :1-[’1‘ =(n—1).
} 0 daca k < 1sau k > n.
1

= “\I:H (” - 1) [“ IJ dacan >k > 1.

j
{i=40r==L
P =1

'AI_ :} + k- {" ! dacan >k >1



