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1.7 Probleme de ocupare

In combinatorica, multe probleme interesante se reduc la numararea posibi-
litatilor de aranjare in grupuri (engl. bins) a elementelor unei colectii. Aceste
probleme se numesc probleme de ocupare (engl. occupancy problems) si
pot fi de patru feluri:

D> daca se face sau nu distinctie intre elementele colectiei,
> daca se face sau nu distinctie intre grupuri identice.
Vom analiza trei probleme de ocupare.

1. In cate feluri se pot imparti n elemente identice in grupuri nevide? Nu
se face distinctie intre grupuri cu acelagi numar de elemente.

2. In cate feluri se pot Imparti n elemente distincte ale unei multimi in
k grupuri ciclice? Reamintim faptul ca

e un grup ciclic cu m elemente, sau ciclu, este o functie bijectiva
7 {a1,a9,...,am} — {a1,a2,...,an} astfel incat 7(a;) = aj+1
pentru 1 <i < m si 7(am) = a1.

e De obicei, pentru un astfel de ciclu folosim notatia (a1, ag, . . ., am).

3. In cate feluri se pot Imparti n elemente distincte ale unei multimi in
k grupuri nevide? Ordinea elementelor in fiecare grup este irelevanta.

Raspunsul la prima problema coincide cu numarul de posibilitati de a scrie
n=a +ay+...+ap cuay,as,...,ay, a1 > az > ... > ap > 0. Acest
numar se numeste numar de partitii al lui n, si-1 notam p,,.

Raspunsul la a doua problema se numeste numar Stirling de cicluri,
si-l notam cu m . Raspunsul la a treia problema se numeste numar Stirling
de mulgimi, si-1 notdm cu {}}.

Vor fi prezentate formule de calcul pentru numerele p,, [Z] si {Z}

1.7.1 Partitii

Presupunem ca un jucator de poker are n > 1 jetoane identice pe care
le pune In mai multe stive ca sa-gi intimideze adversarii. Stivele de disting
intre ele doar prin numarul de jetoane. Cate posibilitati are jucatorul pentru
aranjarea jetoanelor in stive?

Vom scrie p, pentru acest numar. De exemplu, pg = 11 pentru ca sunt 11
posibilitati de a pune 6 jetoane in stive:
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Fiecare posibilitate corespunde unei liste de numere intregi [a1, ag, ..., ak]

astfel Incat n =ay +as+ ...+ ag si ag > as > ... > a > 0. Fiecare astfel
de lista se numegte partitie a numarului intreg n.

In acest exemplu, am vizut ci n = 6 se descompune in astfel de sume
in 11 feluri:

6=5+1=4+2=3+3=4+1+1=3+24+1=2+2+2
=3+1+1+1=24+24+1+1=2+1+1+1+1
=1+1+1+1+1+1.

O alta reprezentare frecvent intalnita a acestor posibilitati este cu diagrame
Young. Diagrama Young a unei partitii [a1, as,...,ax] a lui n contine n
patrate aranjate pe k randuri, cu a; patrate adiacente pe randul de sus, ao
patrate adiacente pe randul al doilea, si aga mai departe. Toate randurile
sunt aliniate la stanga. De exemplu, diagramele Young ale partitiilor [4, 1, 1]
si [3,2,1] sunt

[4,1,1] 3,2,1]
Fie p,, ; numarul partitiilor [a1, ag, ..., ax] ale lui n. Observam ca

n
Dp = an,k, DPn,1 = Pnpn = 18ippr =0daca k <1sauk >n.
k=1

Daca 1 < k < n, distingem 2 posibilitati:
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e Daci a, = 1 atunci: [a1,a9,...,a,_1,ax] este o partitie a lui n daca
si numai daca [a1, a2, ...,a,_1] este o partitie a lui n — 1. Rezulta ca
numarul partitiilor [a1, ag,...,a,_1, 1] ale lui n este p,_q k1.

e Dacé ai > 1 atunci: [a1,aq,...,a] este o partitie a lui n daca si numai
daca [a1 — 1,a2 — 1,...,ar — 1] este o partitie a lui n — k. Rezulta ca
numarul partitiilor [a1, ag, ..., ax] lui n cu ap > 1 este pp_g k-

Conform regulii sumei, p, x = Pn—1k—1 + Pn—k k-
Deci formula de calcul al lui p,, pentru n > 0 este

n
pn=S pup unde

=t (1.24)
Pn1 = Pnn = 1,ppr =0 daca k <1sauk >n,

DPnk = Pn—1k—1 +DPn—kkr daca 1l <k <n.

Aceste relatii de recurentd ne permit sa completam incremental tabelul tri-
unghiular de valori nenule pentru p,, 1 si p, ilustrat mai jos:

Puk|k=1 2 3 45 6 78 9 10 ...|p,
n=1 1 1
2 11 2
3 111 3
4 1211 5
5 122 11 7
6 133211 11
7 1343211 15
8 14553211 22
9 147653211 30
10 158975321 1 42

Valorile ingrosate se completeaza direct, celelalte se calculeaza recursiv.
Exercitiul 1. Folositi rationamentul combinatorial ca sa gasiti formule
directe de calcul pentru p, 2, Pnn—1 $i Pnn—2-
RASPUNS: pj, 2 este numérul de partitii (a1, ag] cu a; > ag > 0si a1 +az =n,
adica numarul de partitii [a1,n — a1] cu 0 < a1 < n — a;. Rezulta ca
a1 € NN [1,n/2], deci
n
)
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Pn.n—1 este numarul de partitii [a1, ag,...,ap—1] cua; > a2 > ... > ap—1 >0
siag+as+...+a,—1 =n.

Daca n = 1 atunci p,, n—1 = p1,0 = 0.

Daca n > 1, atunci a; = 1, pentru ca daca a1 > 2, ar rezulta ca

ap+as+...+ap_1>24+2+1+4+...41=n+1, contradictie.
—_——

n—3 ori
Rezulta ca aa = a3 = ... = ap—1 = 1l sia; =n—(n—2) = 2. Asadar
Pn,n—1 = 1 fiindca singura partitie posibila a1, a2, ..., a,—1] alui n > 1 este

[2,1,1,...,1]. Deci

1 dacan > 1.

{ 0 dacan=1,
Pnn—-1 =

Pn,n—2 este numarul de partitii (a1, az, ..., ap—2] cua; > ag > ... > ap_2 >0
siar+ag+...+ap—2 =n. Dacin € {1,2} atuncin—2 < 1, deci pp p—2 = 1,
Daca n = 2 atunci singura partitie de forma [a1, a2, as] a lui 3 este [1,1, 1],
deci Pnn—2 = P31 = 1.

Daca n > 3 atunci ag = 1 pentru ca daca ag > 2 ar rezulta ca

a1+as+tag+...+ap2>2+2+2+1+...+1=n+1, contradictie.
——
n—>5 ori
Rezultd cd a3 = a4 = ... = ap—2o = 1 ¢ a1 > ay astfel incat a1 + as =
n — (n—4) = 4. Sunt doar 2 posibilitati: a; = 3,a2 =1 i a1 = ag = 2, deci
Pnn—2 = 2. Asadar

0 dacan <3,
Pnn—2 =14 1 dacan=3,
2 daca n > 3.

1.7.2 Numere Stirling de cicluri

Problema a doua de numaérare poate fi reformulata astfel:

e La un restaurant cu k£ mese rotunde sunt invitate n persoane nume-
rotate de la 1 la n. In cate feluri pot fi puse cele n persoane la mese
astfel incat fiecare masa sa fie ocupata de catre cel putin o persoana?

Mesele rotunde sunt identice, iar agezarea unui grup de persoane la o
masa rotunda este un ciclu al elementelor din grup.



94 1. COMBINATORICA

Acest numar se noteaza cu m si se numeste numar Stirling de cicluri.
Se observa ca [Z] reprezinta si numarul de permutari de n elemente a caror
structura ciclica are k cicluri.

Punerea la o singurd masa a unui grup A de m persoane este unic de-
terminata de un ciclu (p,p1,p2,...,Pm—1) unde

e p este persoana din A cu cel mai mic numar,
e (p2,p3,...,Pm) este o permutare a persoanelor din A — {p}.

Conform regulii produsului, sunt (m — 1)! posibilitati. De exemplu, persoa-
nele 1,4,7,8 pot fi puse la 0 masa rotunda in 3! = 6 feluri:

Se observd ugor ci [}]

am vizut cd []] = (n — 1)L

Daca n > k > 1 putem face urmatorul rationament combinatorial: Ca
sa punem persoanele 1,2, ...,n la k mese rotunde, punem mai intai la mese
persoanele 1,2....,n — 1, iar apoi punem persoana n.

Deoarece trebuie ocupate toate mesele, avem 2 alternative:

=0dacak < 1lsauk >n,sica [Z] = 1. Deasemenea,

1. Ocupam k —1 mese cu primele n— 1 persoane (sunt [Z:ﬂ posibilitati),
iar apoi punem persoana n la masa ramasa libera (o singura posibili-
tate). Conform regulii produsului, sunt [Z:ﬂ posibilitati de a realiza
aceasta alternativa.

2. Ocupam toate cele k mese cu primele n — 1 persoane (sunt [”;1] posi-
bilitati), iar apoi lasam persoana n sa aleaga in dreapta carei persoane
s& se puna (sunt n — 1 posibilitdti). Conform regulii produsului, sunt
(n—1)- [”;1] posibilitati de a realiza aceasta alternativa.
. . -1 -1
Conform regulii sumei, [}] = [17;] +(n—1)-[".7].

Deci formula de calcul al lui [Z] pentru n > k > 1 este

[n} =1, [ﬂ =(n-1), [Z} =0 daca k < 1sau k > n.

[Z}:[Z:ﬂﬂnﬂ)_[n;q N (1.25)




1.7. PROBLEME DE OCUPARE 95

Aceste relatii de recurenta ne permit sa completam incremental tabelul tri-
unghiular de valori nenule pentru [Z] ilustrat mai jos:

L k=1 2 3 4 5 6 7 8
n=1 1

2 1 1

3 2 3 1

4 6 11 6 1

50 24 50 35 10 1

6| 120 274 225 8 15 1

7| 720 1764 1624 735 175 21 1

8| 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

Valorile ingrosate se calculeaza direct, iar celelalte recursiv.

Exercitiul 2. Folositi rationamentul combinatorial ca sa gasiti o formula
simpla de calcul pentru [n%]

RASPUNS: [nZQ] este numarul de permutari cu n — 2 cicluri C1C5...C, 9.

Deoarece ciclurile sunt disjuncte gi contin n elemente, avem cel mult 2 cicluri
de lungime diferita de 1. Distingem 2 tipuri de astfel de permutari:

1. Cu 1 ciclu de lungime 3 si n — 3 cicluri de lungime 1. Daca n < 3,
sunt 0 astfel de permutari. Daca n > 3, sunt n(n — 1)(n — 2)/3 astfel
de permutari, fiindca sunt C(n,3) = n(n — 1)(n — 2)/6 posibilitati
sd alegem elementele din ciclul de lungime 3, si 2! = 2 posibilitati sa
formam un ciclu cu ele. Conform regulii produsului, sunt 2-C(n, 3) =
n(n —1)(n — 2)/3 permutari cu aceasta structura ciclica.

2. Cu 2 cicluri de lungime 2 si n — 4 cicluri de lungime 1. Daca n < 4
sunt 0 astfel de permutari. Daca n > 4, putem presupune ca ciclurile
C1,Cy au lungimea 2, iar Cs ... C),_4 este o secventa de n—6 cicluri de
lungime 1, in ordine lexicografica. Ciclul Cy se poate alege in C(n,2)
feluri, Cy in C'(n — 2,2) feluri, iar secventa Cs...Cp_4 In un singur
fel. Ordinea ciclurilor C,Cy in reprezentarea ciclica este irelevanta,
deci sunt C(n,2)-C(n—2,2)/2 =n(n—1)(n—2)(n — 3)/8 permutari
cu aceasta structura ciclica.

Conform regulii sumei

0 daca n < 3,
[ n2]: 2 dacd n = 3,
n— n(nflg(an) + n(nfl)(anQ)(nf?)) daci n > 3.
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Exercitiul 3. Pentru fiecare n € N definim polinomul
Gplz)=z-(x+1)-(z+2)-...-(z+n—-1)
1. Demonstrati ca Gp(z) = > p_ [}] 2"
2. Demonstrati cd n! = Y1 [1].
DEMONSTRATIE:

1. Prin inductie dupa n. Dacd n = 1 atunci >__, [}]2* = 2 = G1(2).

Daca n > 1 atunci

S = (o] re-n]r )

k=0 k=0
n—1 nfl

. n_lxk (n— n—1| .

= x [ ez [
n—1 n—

=(x+n—-1) [ k: ]:z:k (x4+n—1)Gp_1(2)
k=0

=z-(z+1)-(z+2)-...-(x4+n—=-2)(z+n—-1)

Gn-1(z)
2 Sy [ = Sie ] -1 = Gal1) = . 0

1.7.3 Numere Stirling de multimi

O partitie a unei multimi A este {Bj, Ba,..., By} astfel incat B; # ()
pentru 1 <14 < ki Ule G; = A. Numarul Stirling de multimi {Z} este
raspunsul la intrebarea: Cate partitii cu k submultimi are o mulfime cu n
elemente? De exemplu, {‘3} = 3 pentru ca sunt 3 partitii cu 2 submultimi
ale multimii {a, b, c}:

{{a}, {b,c}}, {{b} {c;a}},  {{c},{a,b}}.

Esteev1dentca{}—Odacak<1sauk>n§1ca{} {}
Pentru n > k > 1 putem deriva o relatie de recurenta in felul urmator
Fie A multimea numerelor de la 1 la n. Partitionarea lui A in k& submultimi
nevide se poate face descompune in o secventa de 2 operatii: (1) partitionam
multimea {1,2,...,n — 1}, apoi (2) adidugam elementul n astfel incat sa
obtinem o partitie a lui A in k submultimi nevide.

Distingem 2 cazuri:
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1. Partitionam {1,2,...,n — 1} in k — 1 submultimi nevide iar apoi
adaugam submultimea {n} la partitia lui {1,2,...,n — 1}. Conform
ipotezei inductive, prima operatie se poate realiza in {Zj} feluri. A
doua operatie se poate realiza in un singur fel. Conform regulii pro-
dusului, acest caz se poate realiza in {Z:i} feluri.

2. Partitionam {1,2,...,n— 1} in k submultimi nevide, apoi adaugam n
la una din cele k& submultimi nevide ale partitiei lui {1,2,...,n — 1}.
Conform ipotezei inductive, prima operatie se poate realiza in {";1}
feluri. A doua operatie se poate realiza in k feluri. Conform regulii
produsului, acest caz se poate realiza in k - {";1} feluri.

Conform regulii sumei, {}} = {Zj} +k- {";1} pentru n > k > 1.
Am dedus urmatoarele formule de calcul pentru numerele Stirling de
multimi:

{:}IO dacak <lsauk>n

{?}::{Z}::l (1.26)
{Z}:{Z:i}Jrk{n;l} dacan >k > 1.

Aceste relatii de recurenta ne permit sa completam incremental tabelul tri-
unghiular de valori nenule pentru {Z} ilustrat mai jos:

"y |k=1 2 3 4 5 6 7 8
n=1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 3 9 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Valorile ingrosate se calculeaza direct, iar celelalte recursiv.

Exercitiul 4. Cate siruri de 20 litere se pot forma daca se folosesc litere
din multimea {a,b, c,d, e, f, g} si fiecare litera apare cel putin o data?
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RAsPUNs: Fie w un astfel de gir. Pentru fiecare litera o € {a, b, c,d, e, f, g},
fie P, multimea pozitiilor unde apare o in w. De exemplu, daca

w = ababcdgegfggbbaddaef

atunci P, = {1,3,15,18}, P, = {2,4,13,14}, P, = {5}, Py = {6,16,17},
P, = {8,19}, P; = {10,20}, P, = {7,9,11,12}.

In general, w este determinat in mod unic de un aranjament ordonat

(Pa, Py, Pc, Py, Ps, Pt, Pg), unde { Py, Py, P, Ps, Pe, P, Py} este o partitie de
7 submultimi a multimii de pozitii {1,2,...,20}.

O partitie de 7 submultimi a lui {1,...,20} se poate alege in {270} feluri

si se poate aranja in 7! feluri. Conform regulii produsului, sunt 7! - {270 }
aranjamene (P, Py, Pc, Py, Ps, Pt, Pyg), deci 7! - {270} astfel de giruri w. O

1.7.4 Concluzii

e Problemele de ocupare sunt probleme de numarare a posibilitatilor de
aranjare in grupuri a elementelor unei colectii. Aceste probleme apar
in multe probleme de combinatorica si pot sa difere in urmatoarele

aspecte:

> daca se face sau nu distinctie intre elementele colectiei,

> daca se face sau nu distinctie intre grupuri identice.

e Au fost studiate trei probleme de ocupare:

1. In cate feluri poate fi partitionat un numar pozitiv n in suma

n = Z?zl ap cu ay > as > ... > ap > 17 Fiecare posibilitate se
numeste partifie a lui n, iar numarul total de partitii ale lui n se
noteaza cu py,.

. In cate feluri pot fi puse n elemente distinte in & cicluri nedife-

rentiate? Acest numar se noteaza cu [Z] si se numeste numar

Stirling de cicluri.

. In cate feluri pot fi puse n elemente distincte in k& multimi nevide

disjuncte? Acest numar se noteaza cu {Z} si se numeste numar
Stirling de mulfimi.

e Cu ajutorul rationamentului combinatorial au fost deduse urmatoarele
formule de calcul recursiv al acestor numere, precum si a lui (Z)
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1.7.5 Exercitii
1.

2.

Pn

ZZ:O Pnk

Pnk

Pn1 = Pnn = 1.
Pnk =0 dacd k <1sauk >n.
Pnjk = Pn—1k—1 + Dn—kk dacan >k > 1.

D=0+ (%) dacdin >k > 0.

W =L[]=m-1
»] =0 daca k < 1sauk >n.
Moy (n—1)- [ dacan>k> 1.

(i)

{Z}zO dacd k < 1 sau k > n.
{={r=1
{i}

= {Z:i} + k- {";1} dacan >k > 1.

Gasiti o formula simpla de calcul pentru [n’ll].

Sa se determine multimea {

[2] ]O§k§9} daca se stie ca H
13068, [5] = 13132, [}] = 6769, [}] = 1960, [}] = 322si [}] = 28.

99

Sa se determine multimea {{2} |0<k< 9} daca se stie ca {g} =127,
{5} =966, {3} = 1701, {§} = 1050, {5} = 266 si {3} = 28.

Gasiti formule simple de calcul pentru {5} si { ", }.

Fie A, B doua multimi finite. Presupunem ca A are m elemente si ca
B are n elemente. Cate functii surjective sunt de la A la B?

In cate feluri se poate forma un sir de 7 caractere, daca se folosesc
doar litere din multimea {a,b,c,d} si fiecare litera trebuie sa apara
cel putin o data in gir?

Fie ry, ;, multimea partitiilor unei multimi de n elemente in k& submul-
timi astfel incat fiecare submultime are cel putin 2 elemente.

(a) Demonstrati combinatorial ca, daca n > k > 1, atunci

Tk =k -Tnoip+m—1) rp_ok_1.

(b) Ce valoare are 7527



100 1. COMBINATORICA
8. Fie)\:<)\1,)\2,...,)\n> cu A1, Ao, ..., A, € Nogi ZZ:HC')%:”'
Demonstrati ca numarul de permutari din S, cu tipul A este

n!
Al dale oo 1A 202 pAa




