Curs b

Teoria de enumerare a lui Pdlya




Ce este teoria de enumerare a lui Pélya?

Teorie cu tehnici de rezolvare a urmatoarelor probleme speciale de
numarare:

@ In céte feluri diferite putem colora un ansamblu de n obiecte
identice cu culori din o multime finita de m culori?

@ In céte feluri diferite putem colora un ansamblu de n obiecte
identice cu culori din o multime finita de m culori, dac3 stim de cate
ori trebuie folosita fiecare culoare?



Ce este teoria de enumerare a lui Pélya?

Teorie cu tehnici de rezolvare a urmatoarelor probleme speciale de
numarare:

@ In céte feluri diferite putem colora un ansamblu de n obiecte
identice cu culori din o multime finita de m culori?

@ In céte feluri diferite putem colora un ansamblu de n obiecte
identice cu culori din o multime finita de m culori, dac3 stim de cate
ori trebuie folosita fiecare culoare?

EXEMPLE:

Q1: Cate coliere diferite putem forma cu 5 margele negre sau albe?

Q2: Cate coliere diferite putem forma cu 2 margele negre si 3 albe?



Ce este teoria de enumerare a lui Pélya?

Teorie cu tehnici de rezolvare a urmatoarelor probleme speciale de
numarare:

@ In céte feluri diferite putem colora un ansamblu de n obiecte
identice cu culori din o multime finita de m culori?

@ In céte feluri diferite putem colora un ansamblu de n obiecte
identice cu culori din o multime finita de m culori, dac3 stim de cate
ori trebuie folosita fiecare culoare?

EXEMPLE:

Q1: Cate coliere diferite putem forma cu 5 margele negre sau albe?

R1: 8 coliere: @@QQQDQQ

Q2: Cate coliere diferite putem forma cu 2 margele negre si 3 albe?
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Ce este teoria de enumerare a lui Pélya?

Teorie cu tehnici de rezolvare a urmatoarelor probleme speciale de
numarare:

@ In céte feluri diferite putem colora un ansamblu de n obiecte
identice cu culori din o multime finita de m culori?

@ In céte feluri diferite putem colora un ansamblu de n obiecte
identice cu culori din o multime finita de m culori, dac3 stim de cate
ori trebuie folosita fiecare culoare?

EXEMPLE:

Q1: Cate coliere diferite putem forma cu 5 margele negre sau albe?

R1: 8 coliere: @@QQQDQQ

Q2: Cate coliere diferite putem forma cu 2 margele negre si 3 albe?

R2: 2 coliere: Q Q
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Ansambluri de obiecte identice

Observatii preliminare

@ Un colier se poate rdsuci Tn jurul unui punct sau al unei axe de
simetrie = urmatoarele colorari reprezinta acelasi colier:

Wl

Aceste operatii de rasucire se numesc simetrii ale ansamblului
respectiv.

@ Simetriiile unui ansamblu de n obiecte identice pot fi descrise
cu ajutorul permutdrilor multimii {1,2,..., n}:

» alegem o numerotare de la 1 la n a pozitiilor celor n obiecte
din ansamblu, apoi numerotam fiecare obiect cu numarul
pozitiei unde se afla.

» simetriile unui ansamblu C de n obiecte sunt permutari ale lui
{1,2,...,n} care descriu efectul unei r3suciri a lui C:

e m=(p1,p2,...,Pn) indica faptul ca obiectul 1 ocupd pozitia
p1, obiectul 2 ocupd pozitia p2, etc.



Simetriile unui ansamblu de n obiecte

Exemplu: simetriile unui colier cu 4 margele

2

2
Ansamblul 31 are 8 simettrii:
@

4
2
1234) 4123 3412 2341

° Rasucm in jurul une| axe de simetrie:

1432 3214 2143 4321
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Simetriile unui ansamblu de n obiecte

Exemplu: simetriile unui colier cu 4 margele

2
2
Ansamblul 31 are 8 simettrii:
@
4
2
1234) 4123 3412 2341

° Rasucm in jurul une| axe de simetrie:

1432 3214 2143 4321

OBSERVATIE: doar 8 din cele 24 de permutdri ale lui {1,2,3,4}
sunt simetrii ale acestui ansamblu de 4 margele.
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Simetriile unui ansamblu de n obiecte identice

Fie G¢c multimea de simetrii a unui ansamblu de n obiecte identice C.
ExeEMPLU: Daca C este colierul cu 4 margele atunci

Ge ={(1,2,3,4),(4,1,2,3),(3,4,1,2),(2,3,4,1),(1,4,3,2),(3,2,1,4),
(2,1,4,3),(4,3,2,1)}

Orice m = (p1, p2, - - -, Pn) din G¢ este si o functie bijectiva
m:{1,2,...,n} —>{1,2,...,n} unde 7(1) = p1,w(2) = po, ...,
w(n) = pp.



Simetriile unui ansamblu de n obiecte identice

Fie G¢c multimea de simetrii a unui ansamblu de n obiecte identice C.
ExeEMPLU: Daca C este colierul cu 4 margele atunci
Gec = {<17 27374>7 <47 1,2 3>, <3747 1, 2>7 <27 3,4, 1>7 <1747 3, 2>> <37 2,1, 4>v
(2,1,4,3),(4,3,2,1)}
Orice m = (p1, p2, - - -, Pn) din G¢ este si o functie bijectiva
m:{1,2,...,n} —>{1,2,...,n} unde 7(1) = p1,w(2) = po, ...,
w(n) = pp.
= simetriile pot fi compuse (71 o 72) si inversate (7~ 1) la fel ca
functiile bijective. De exemplu, fie 1, = (4,1,2,3) si
m = (3,2,1,4). Atunci 1, T € Gc si
> mom=(4,1,23)0(3,2,1,4) =(2,1,4,3) € G¢
> 7l =(4,1,2,3)"1=(2,3,4,1) € G¢



Simetriile unui ansamblu de n obiecte identice

Fie G¢c multimea de simetrii a unui ansamblu de n obiecte identice C.
ExeEMPLU: Daca C este colierul cu 4 margele atunci
Gec = {<17 27374>7 <47 1,2 3>, <3747 1, 2>7 <27 3,4, 1>7 <1747 3, 2>> <37 2,1, 4>v
(2,1,4,3),(4,3,2,1)}
Orice m = (p1, p2, - - -, Pn) din G¢ este si o functie bijectiva
m:{1,2,...,n} —>{1,2,...,n} unde 7(1) = p1,w(2) = po, ...,
w(n) = pp.
= simetriile pot fi compuse (71 o 72) si inversate (7~ 1) la fel ca
functiile bijective. De exemplu, fie 1, = (4,1,2,3) si
m = (3,2,1,4). Atunci 1, T € Gc si
> mom=(4,1,23)0(3,2,1,4) =(2,1,4,3) € G¢
> 7l =(4,1,2,3)"1=(2,3,4,1) € G¢

= Gc este un grup de permutari pentru ca

© permutarea identitate (1,2,...,n) este in G¢
Q@ i om € Ge daca T, T € Ge
@ ;! € Gc daci m; € Ge



Cicluri

e Un ciclu este ¢ = (i1, f2,...,ir) unde i1, ip, ..., I, sunt numere
distincte. Ciclul ¢ reprezinta functia bijectiva
C:{il,iQ,...,i,}—){il,ig,...,i,} cu

o c(ih) =i dacd r=1.
o c(ih)=h,c(h)=1, ... sic(i)=h,dacd r > 1.

EXEMPLU: ¢1 = (4,1, 3) este functia bijectiva cu c1(4) =1,
c1(1) =3 si c1(3) = 4. c = (2) este functia bijectiva cu
62(2) =2.

@ Doua cicluri sunt disjuncte dacd nu au elemente comune.

e Daca c1, ¢,...,¢p sunt cicluri disjuncte doud cate doua
atunci ¢ = ¢ - - - ¢p reprezintd functia bijectivd cu
c(i) = ck(i) unde cx este ciclul in care apare i.



Structura ciclica a permutarilor

Reprezentari pozitionale si reprezentari ciclice

e O permutare m = (p1, p2, ..., pn) este o reprezentare
pozitionald a unei functii bijective:
1 2 n
28 '
<P1>P2.--- ' pn>
e Un ciclu (i1,..., i) este o reprezentare a functiei bijective




Structura ciclica a permutarilor

Reprezentari pozitionale si reprezentari ciclice

e O permutare m = (p1, p2, ..., pn) este o reprezentare
pozitionald a unei functii bijective:
1 2 n
v '
< P1sP2 v --- v Pn >

e Un ciclu (i1,..., i) este o reprezentare a functiei bijective




Structura ciclica a unei permutari
Metoda de calcul

Reprezentarea ciclica ¢;¢; ... ¢, a unei permutdri 7 se calculeaza astfel:

1. Se calculeazi ¢; = (i, i2,- .., k) unde i; = 1 si ky este cel mai mic
num3r pentru care m;, = b, (i) =i, ..., 7(ik) = i

2. Presupunem cd A= {1,2,...,n}. Dupa ce am calculat ciclurile
c1, ..., ¢ ale submultimilor A, ..., AJ’., verificdm dac3 J,_, A, = A.

Dacd da, ne oprim. Altfel, incepem sd construim ciclul ¢j+1 cu
elementul cel mai mic din A — J,_; A}, si revenim la pasul 2.

@ (6,9,2,1,7,8,5,4,3) are structura ciclica (1,6,8,4)(2,9,3)(5,7).
e (4,7,2,3,6,1,5) are structura ciclica (1,4,3,2,7,5,6)
@ (1,2,3,4,5,6) are structura ciclicd (1)(2)(3)(4)(5)(6)




Determinarea grupurilor de simetrii

Exemplul 1: grupul de simetrii al unui ansamblu planar

® ®
®
©) @

G ={(LB)4)0),
(1,2)(3)(4,5), rasucire in jurul axei orizontale de simetrie
(1,5)(2,4)(3), rasucire in jurul axei verticale de simetrie
(1,4)(2,5)(3)  rotatie cu 180°
}



Determinarea grupurilor de simetrii

Exemplul 1: grupul de simetrii al unui ansamblu planar

® ®
®
©) @

,5), rasucire Tn jurul axei orizontale de simetrie
(3), rasucire in jurul axei verticale de simetrie
(3)  rotatie cu 180°’

Tipul unei permut3ri = de n elemente este lista [A1, A2, ..., A,] unde A;
este numarul de cicluri cu i elemente din reprezentarea ciclica a lui w. De
exemplu:

permutarea (1
permutdrile (1
permutarea (1,
permutarea (1

)(2)(3)(4)(5) are tipul [5,0,0,0,0]
,2)(3)(4,5) si (1,5)(2, 4)(3) au tipul [ ,2,0,0,0]
6.8,4)(2,9, 3)(5,7) are tipul [0, 1,1, 1,0,0,0,0,0]
4,3,2,7,5,6) are tipul [0,0,0,0,0,0,1]

)



Determinarea grupurilor de simetrii

Exemplul 2: grupul de simetrii al muchiilor unui tetraedru regulat

> (1)(2)(3)(4)(5)(6)

» R3suciri cu 120° sau 240° in jurul unei tndltimi (sunt 4 inaltimi):
(1,5,3)(2,6,4),(1,3,5)(2,4,6),
(1,6,4)(2,5,3),(1,4,6)(2,3,5),
(2,4,5)(1,3,6),(2,5,4)(1,6,3),
(1,4,5)(2,3,6), (1,5,4)(2,6,3)

» Rasuciri cu 180° n jurul unei axe ce trece prin mijloacele unei

perechi de muchii opuse (sunt 3 astfel de axe):

‘ (1)(2)(3,4)(5,6),

(1.2)(2)(4)(5.6).
QA (1,2)(3.4)(5)(6)
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Determinarea grupurilor de simetrii

Exemplul 3: grupul de simetrii al unui colier cu 2 - n margele

Acest grup contine
@ 2. n rotatii cu multiplu de 180 T jurul centrului de simetrie.
@ rasuciri T jurul uneia din ceIe 2 - n axe de simetrie.

Acest grup de simetrii se noteaza cu Do., si se numeste grup
diedral de ordinul 2 - n.

Exemplu: grupul diedral Dg, pentru n = 3.

(3~2)  Rotatii in jurul centrului de simetrie:

9 @ (D (1)(2)(3)(4)(5)(6),(1,2,3,4,5,6),(1,3,5)(2,4,6),
5@ (1.4)(2.5)(3.6).(1,5.3)(2,6,4),(1,6,5,4,3,2).
(3)(2)  R3suciri Tn jurul unei axe de simetrie:

9 @ (D (1)(4)(2,6)(3,5),(1,3)(2)(4,6)(5), (1,5)(2,4)(3)(6),
@  (1,2)(3,6)(4,5),(1,4)(2, 3)(5 6), (1,6)(2,5)(3,4).

In general, Dy., are 4 - n permutari.
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Colorari

O colorare de n obiecte {1,2,...,n} cu cel mult m culori dintr-o
multime K = {ki, ..., km} este o functie c: {1,2,...,n} — K.

= orice colorare este o n-permutare cu repetitie (c(1),...,c(n))
de culori din K = sunt m" colorari posibile.

Colorarea ¢ : {1,2,3,4} care mapeazd 1 — r,2+— v,3+— r, 4+ r
este (r,v,r,r).

e Fie C multimea tuturor colordrilor ¢ : {1,...,n} — K. Dacd
7 este o permutare si ¢ = (c(1),...,c(n)) este o colorare,
definim functia #* : C — C astfel:

™ ((c(1),...,c(n))) := (c(n(1)),..., c(m(n))).

Daca m = (1,2,3,4), atunci 7*({r,g,r,r)) = (g, r,r,r).




Colorari echivalente

Intuitie

Daca C este un ansamblu de n obiecte identice, 7 este o simetrie a
lui C,sic:{1,...,n} — {ki,...,km} este o colorare a lui C,
atunci colordrile ¢ si 7*(c) sunt echivalente.

Exemplu

C = patrat cu varfurile colorate cu rosu (r) sau verde (v)

c=(v,v,v,r) oy
r=(1,2,3.4) }éw (c)=(v,v,r,v)

este echivalenta cu
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Grupuri de colorari

G: grup de simetrii al unui ansamblu de n obiecte
c1,¢:{1,2,...,n} — K coloréri
@ 1 si ¢ sunt echivalente n raport cu G, si scriem ¢; ~¢ ¢
dacd existd m € G astfel incat ¢ = 7*(c1).

ExeEMPLU: Grupul de simetrii al varfurilor unui patrat este grupul
diedral

Dy = {my = (1)(2)(3)(4), 72 = (1,2,3,4), 73 = (1,3)(2,4),
™ = (1,4,3,2), 75 = (1,2)(3,4), 76 = (1,4)(2,3),
mr = (1)(3)(2,4), 78 = (1,3)(2)(4)}-

Colorérile echivalente cu colorarea ¢ = (v, v, v, r) sunt:

mi(c) = mg(c) = (v,v,v,r),
7TI(C) - F;(C) - <r7 v, V, V)
m3(c) = m7(c) = (v, r,v,v),
m5(c) = m5(c) = (v,v,r,v)



Grupuri de colorari

G: grup de simetrii ale unui ansamblu de n obiecte
C : multimea colorarilor ¢ : {1,2,...,n} = {ki,..., km}
OBSERVATII:
@ ~ este o relatie de echivalenta
(reflexiva /simetricd /tranzitivd) = C poate fi partitionata in
clase de echivalenta

c={cdeC|d ~gc}={r"(c)| me G}



Grupuri de colorari

G: grup de simetrii ale unui ansamblu de n obiecte
C : multimea colorarilor ¢ : {1,2,...,n} = {ki,..., km}
OBSERVATII:
@ ~ este o relatie de echivalenta
(reflexiva /simetricd /tranzitivd) = C poate fi partitionata in
clase de echivalenta

c={cdeC|d ~gc}={r"(c)| me G}

@ C este clasa de echivalenta a colorarii ¢ in raport cu relatia de
echivalenta ~¢. In literatura, ¢ se numeste orbita lui ¢ sub
actiunea grupului G.



Grupuri de colorari

G: grup de simetrii ale unui ansamblu de n obiecte
C : multimea colorarilor ¢ : {1,2,...,n} = {ki,..., km}
OBSERVATII:
@ ~ este o relatie de echivalenta
(reflexiva /simetricd /tranzitivd) = C poate fi partitionata in
clase de echivalenta

c={cdeC|d ~gc}={r"(c)| me G}

@ C este clasa de echivalenta a colorarii ¢ in raport cu relatia de
echivalenta ~¢. In literatura, ¢ se numeste orbita lui ¢ sub
actiunea grupului G.

© Numarul |C| de elemente al multimii € reprezintd num3arul de
colorari echivalente cu ¢ n raport cu G.



Grupuri de colorari

G: grup de simetrii ale unui ansamblu de n obiecte
C : multimea colorarilor ¢ : {1,2,...,n} = {ki,..., km}
OBSERVATII:
@ ~ este o relatie de echivalenta
(reflexiva /simetricd /tranzitivd) = C poate fi partitionata in
clase de echivalenta

c={cdeC|d ~gc}={r"(c)| me G}

@ C este clasa de echivalenta a colorarii ¢ in raport cu relatia de
echivalenta ~¢. Tn literaturs, ¢ se numeste orbita lui ¢ sub
actiunea grupului G.

© Numarul |C| de elemente al multimii € reprezintd num3arul de
colorari echivalente cu ¢ n raport cu G.

@ Vrem s3 numaram cate colorari neechivalente exista, adica



Grupuri de colorari

G: grup de simetrii ale unui ansamblu de n obiecte
C : multimea colorarilor ¢ : {1,2,...,n} = {ki,..., km}
OBSERVATII:
@ ~ este o relatie de echivalenta
(reflexiva /simetricd /tranzitivd) = C poate fi partitionata in
clase de echivalenta

c={cdeC|d ~gc}={r"(c)| me G}

@ C este clasa de echivalenta a colorarii ¢ in raport cu relatia de
echivalenta ~¢. Tn literaturs, ¢ se numeste orbita lui ¢ sub
actiunea grupului G.

© Numarul |C| de elemente al multimii € reprezintd num3arul de
colorari echivalente cu ¢ n raport cu G.

@ Vrem s3 numaram cate colorari neechivalente exista, adica

cate clase de echivalenta are C?



Numararea colorarilor neechivalente
Notiuni auxiliare utile

G: grup de n-permutdri
C : multimea tuturor colorarilor ¢ : {1,2,...,n} — {ki,..., km}
TeG

Multimea invarianta a lui 7 in C:
Cri={ceC|n*(c)=c}
Stabilizatorul lui ¢ Tn G:
Ge:={mre G|n"(c)=c}

G, este Intotdeauna un subgrup al lui G.

Orbita lui ¢ sub actiunea grupului G:

c:={r"(c) | me G}



Multimi invariante, stabilizatori si orbite

Exemplu

Notatie: |A| este num3rul de elemente din multimea A.

Exemplu (Colorarea cu cel mult 2 culori a unui colier cu 4 m3rgele)
Grupul de simetrii este G = {(1)(2)(3)(4), (1,2,3,4),(1,3)(2,4),(1,4,3,2),
(1)(3)(2.4), (1,3)2)(4), (1,2)(3,4), (1,4)(2.3))}. G are 8 permutiri.
Multimea de 2-colordri cu rosu (r) si verde (v) este
C={(v,v,v,v),{v,v,v,r),(v,v,r,v),(v,v,r,r),
<v7r7 V7 V>7 V7r7 V’r>7<v7r7 r7 V>’<V7 r7r7r>7
)

(
<r7 V’ V7 v ’ <r’ V7 V’ r>’ <r7 v7 r’ v>7 <r7 V? r7 r>7
<r7 r7 v7 V>7 <r’ r? v7 r)’ <r7 r? r7 V>7 <r7 r? r7 r)}

Observam c3

(vyv,vyry = {(vyv,v,r),{v,v,r,v),{v,r,v,v),{r,v,v,v)}

Gy = {(1)(2)(3)(4),(1,3)(2)(4)}

(vyryv,ry = {{v,r,v,r),{(r,v,r,v)}

Girvry = {(1)(2)(3)(4), (1,3)(2,4), (1,3)(2)(4), (1)(2,4)(3)} |

Observatie. |Gy, v, |- [{v,v,v,r)| =2-4 =8 =G| si
|G(g,r,g,r)‘ . |<g,r,g, r)l =4-2=8= ‘G‘



Multimi invariante, stabilizatori si orbite

Proprietati utile

Reamintim ca 7*(c) =

Fie G un grup care actioneaza pe o multime de colorari C. Pentru
orice colorare ¢ € C are loc egalitatea |G| - [¢| = |G]|.

DEMONSTRATIE: Vezi materialul extins de curs.



Numarare Tn prezenta simetriilor

Fie A un ansamblu de m obiecte si G grupul de simetrii al lui A.

I11: Care este numarul de m-colorari neechivalente ale lui A?



Numarare Tn prezenta simetriilor

Fie A un ansamblu de m obiecte si G grupul de simetrii al lui A.
I1: Care este numarul de m-colorari neechivalente ale lui A?

R1: Acesta este numarul claselor de echivalenta al multimii C de
m-colordri in prezenta simetriilor din G, si se poate calcula cu
formula din Lema lui Burnside:

1
= — S |Gl
N |G|Z\ |

TeG



Numarare Tn prezenta simetriilor

Fie A un ansamblu de m obiecte si G grupul de simetrii al lui A.
I1: Care este numarul de m-colorari neechivalente ale lui A?

R1: Acesta este numarul claselor de echivalenta al multimii C de
m-colordri in prezenta simetriilor din G, si se poate calcula cu
formula din Lema lui Burnside:

1
= — S |Gl
N |G|Z\ |

TeG

12: Cum putem calcula |C,|?



Numarare Tn prezenta simetriilor

Fie A un ansamblu de m obiecte si G grupul de simetrii al lui A.
I1: Care este numarul de m-colorari neechivalente ale lui A?

R1: Acesta este numarul claselor de echivalenta al multimii C de
m-colordri in prezenta simetriilor din G, si se poate calcula cu
formula din Lema lui Burnside:

D_1G
|G| TeG
12: Cum putem calcula |C,|?
R2: Dacd m = c1c» ... ¢, atunci

» toate obiectele din un ciclu ¢; trebuie sa aibe aceeasi culoare
din K = pentru fiecare ciclu ¢; putem alege una din m culori

= conform regulii produsului: |Cx|=m-m-...-m= mP.
—_——
p ori



Lema lui Burnside
Observatii

@ Demonstratia lemei lui Burnside este in materialul de curs

extins.

@ De exemplu, dacd m = (1)(2)(3)(4), m = (1,2,3,4),
m3 = (1,3)(2,4) si C este o multime de m-colordri atunci

° |Cm|:m4,
o |Cr|=m,
o |Cpry| = m2.



I: Cate coliere diferite cu 4 margele putem forma cu margele de
m culori posibile?

R: Am vazut deja ca grupul de simetrii al unui colier cu 4 margele
este G = {(1)(2)(3)(4),(1,2,3,4),(1,3)(2,4),(1,4,3,2),
(1)(3)(2,4), (1,3)(2)(4), (1,2)(3,4),(1,4)(2,3))}-

Avem de calculat cate m-colordri neechivalente sunt in
prezenta grupului de simetrii G.
Conform lemei lui Burnside, acest numar este

Z|C|— m* 4+ m+m?+m+m+m+m?+ m?)
e
:§(m4+2m3+3m2+2m).

Cu m = 2 culori putem forma 3(2*+2-234+3.224+2.2) =6
coliere diferite.



Indexul ciclic al unui grup

PRESUPUNEM CA G este un grup de permutdrisime G

@ Pentru o permutare 7 cu tipul A = [A1, A2, ..., Ay] definim
n
A
My = Hx,.
i=1
unde xi,..., X, sunt necunoscute.

@ Indexul ciclic al lui G este

1
PG(Xl,XQ, . ,Xn) = @ Z Mw.
TeG



Indexul ciclic al unui grup
Exemplu

Dac3 G este grupul de simetrii al colierului cu 4 margele, atunci

May2)@) @) = 11
M@ 3)2)4) = Maye.a)e) = i,
M(1,2)(3,4) = M(1,3)(2,4) = M(1,4)(2,3) = X22»
Mai234) = M(1,432) = xa.

Deci

1
“(xt +2x3x0 4+ 3X3 +2x3).

PG(X17X27X3>X4) = 8(



Lema lui Burnside si indexul ciclic

Conform lemei lui Burnside, numarul de colorari de n objecte cu m
culori posibile, ludnd Tn considerare simetriile grupului G, este
N = Pg(m,m,..., m).

Exemplu

Numarul de coliere cu 4 margele ce pot avea oricare din m culori
este

1
N:Pc;(m,m,m,m):§(m4+2m3+3m2+2m).

deoarece stim deja ca

1
Pe(x1,x2, X3, xa) = §(Xf +2x7x0 + 353 + 2x4)




Lema lui Burnside

Aplicatie

i: Cate coliere cu 20 m3rgele se pot alcitui folosind m3rgele de 3 culori?

R: Calculdm indexul ciclic al grupului de simetrii Dyg. Dyp contine 20 rotatii:

@ Rotatia cu 0° are tipul [20,0,0,...,0] = monomul xZ°
@ 8 rotatii cu k- 18° unde k € {1,3,7,9,11,13,17,19} au tipul
[0,...,0,1] = monomul 8 x

@ 4 rotatii cu k - 18° unde k € {2,6, 14,18} au tipul [A1,...,A20] cu
Ao = 2 si Aj = 0 pentru toti j # 10 = monomul 4 x2

@ 4 rotatii cu k - 18° unde k € {4,8,12,16} au tipul [A1,...,A20] cu As =4
si A; = 0 pentru toti j # 5 = monomul 4 x;

@ 2 rotatii cu k - 18° unde k € {5,15} au tipul [A1,...,A20] cu As =5 si
Aj = 0 pentru toti j # 4 = monomul 2X45

@ Rotatia cu 10 - 18° are tipul [0,2,0,...] = monomul X210

si 20 rasuciri Tn jurul unei axe de simetrie:

@ 10 rasuciri Tn jurul axelor ce trec prin mijloace de laturi opuse ale polig.
regulat au tipul [0, 10,0,...,0] = monomul 10 x}°

@ 10 rasuciri In jurul axelor de trec prin varfuri opuse ale polig. regulat au

tipul [A1,...,A2] cu A1 =2 si Ag =1 = monomul 10)(12 XS



Lema lui Burnside

Aplicatie

i: Cate coliere cu 20 m3rgele se pot alcitui folosind m3rgele de 3 culori?

R: Calculdm indexul ciclic al grupului de simetrii Dyg. Dyp contine 20 rotatii:

@ Rotatia cu 0° are tipul [20,0,0,...,0] = monomul xZ°
@ 8 rotatii cu k- 18° unde k € {1,3,7,9,11,13,17,19} au tipul
[0,...,0,1] = monomul 8 x

@ 4 rotatii cu k - 18° unde k € {2,6, 14,18} au tipul [A1,...,A20] cu
Ao = 2 si Aj = 0 pentru toti j # 10 = monomul 4 x2

@ 4 rotatii cu k - 18° unde k € {4,8,12,16} au tipul [A1,...,A20] cu As =4
si A; = 0 pentru toti j # 5 = monomul 4 x;

@ 2 rotatii cu k - 18° unde k € {5,15} au tipul [A1,...,A20] cu As =5 si
Aj = 0 pentru toti j # 4 = monomul 2X45

@ Rotatia cu 10 - 18° are tipul [0,2,0,...] = monomul X210

si 20 rasuciri Tn jurul unei axe de simetrie:

@ 10 rasuciri Tn jurul axelor ce trec prin mijloace de laturi opuse ale polig.
regulat au tipul [0, 10,0,...,0] = monomul 10 x}°

@ 10 rasuciri In jurul axelor de trec prin varfuri opuse ale polig. regulat au

tipul [A1,...,A2] cu A1 =2 si Ag =1 = monomul 10)(12 XS



Lema lui Burnside

Aplicatie

i: Cate coliere cu 20 m3rgele se pot alcitui folosind m3rgele de 3 culori?

R: Calculdm indexul ciclic al grupului de simetrii Dyg. Dyp contine 20 rotatii:

@ Rotatia cu 0° are tipul [20,0,0,...,0] = monomul xZ°
@ 8 rotatii cu k- 18° unde k € {1,3,7,9,11,13,17,19} au tipul
[0,...,0,1] = monomul 8 x

@ 4 rotatii cu k - 18° unde k € {2,6, 14,18} au tipul [A1,...,A20] cu
Ao = 2 si Aj = 0 pentru toti j # 10 = monomul 4 x2
@ 4 rotatii cu k - 18° unde k € {4,8,12,16} au tipul [A1,...,A20] cu As =4
si A; = 0 pentru toti j # 5 = monomul 4 x;
@ 2 rotatii cu k - 18° unde k € {5,15} au tipul [A1,...,A20] cu As =5 si
Aj = 0 pentru toti j # 4 = monomul 2X45
@ Rotatia cu 10 - 18° are tipul [0,2,0,...] = monomul X210
si 20 rasuciri Tn jurul unei axe de simetrie:
@ 10 rasuciri Tn jurul axelor ce trec prin mijloace de laturi opuse ale polig.
regulat au tipul [0, 10,0,...,0] = monomul 10 x}°
@ 10 rasuciri In jurul axelor de trec prin varfuri opuse ale polig. regulat au
tipul [A1,...,A2] cu A1 =2 si Ag =1 = monomul 10)(12 XS
> Pp,, = %(Xfo +10x2x3 + 11x30 + 25 + 4x§ + 4x120 + 8x20)
= N = Py(3,...,3) = 87230157



Aplicatii ale indexului ciclic

Formula de enumerare a lui Pdlya

Cu indexul ciclic putem rezolva probleme mai complicate de numarat
colordri de ansambluri Tn prezenta simetriilor. De exemplu:

@ Cum putem afla cdte m-colordri are un ansamblu de n obiecte cu m
culori yy,...,Ym Tn care fiecare culoare apare de un numar predefinit
de ori?

Definitie (Inventar de modele)

Inventarul de modele al colorarilor unui ansamblu de n obiecte cu m
culori y1, 5, ..., Ym este polinomul

FG()/17)/27-~~7)/m) = Z a(nl,nz,...,nm)yflygz y,,;',m in care

(n1,n2,...,nm)ENT
ni—+ny+...4+np=n

@ G este grupul de simetrii al ansamblului,

@ Aa(n,.m,....n,) €Ste numdrul de colordri ne-echivalente ale celor n
obiecte, Tn care fiecare culoare y; apare de exact n; ori.

v




Formula de enumerare a lui Pélya

Exemplu

Cate coliere diferite se pot alcatui cu 2 margele rosii (r), 9 negre (n) si 9
albe (a)? Presupunem c3 simetriile acestui colier sunt permutgrile
grupului diedral Dy, format din

» 20 rotatii Tn jurul centrului de simetrie

» 20 rasuciri Tn jurul unei axe de simetrie




Formula de enumerare a lui Pélya

Exemplu

Cate coliere diferite se pot alcatui cu 2 margele rosii (r), 9 negre (n) si 9
albe (a)? Presupunem c3 simetriile acestui colier sunt permutgrile
grupului diedral Dy, format din

» 20 rotatii Tn jurul centrului de simetrie
» 20 rasuciri Tn jurul unei axe de simetrie

Raspuns Acesta este coeficientul lui r>n°a® in inventarul de modele, care
este polinomul

i jok

FDzo(r’ nva) = § : a(ij.k)r na®.
(irf,k)EN?
i+j+k=20




Formula de enumerare a lui Pélya

Exemplu

Cate coliere diferite se pot alcatui cu 2 margele rosii (r), 9 negre (n) si 9
albe (a)? Presupunem c3 simetriile acestui colier sunt permutgrile
grupului diedral Dy, format din

» 20 rotatii Tn jurul centrului de simetrie

» 20 rasuciri Tn jurul unei axe de simetrie

Raspuns Acesta este coeficientul lui r>n°a® in inventarul de modele, care

este polinomul

i jok

FDzo(r’ nva) = § : a(ij.k)r na®.
(irf,k)EN?
i+j+k=20

In 1937, G. Pdlya a descoperit o formula simpld de calcul a inventarului
de modele, cu ajutorul indexului ciclic al grupului. (vezi slide-ul urmator)



Formula de enumerare a lui Pélya

Presupunem c3 S este un ansamblu de n obiecte colorabile cu m culori
Y1,---,¥Ym, Si cd8 G este grupul de simetrii al lui S. Fie

Pe(x1,%2, ...y Xn) = |G| Zl\/l

TeG

indexul ciclic al grupului G. Atunci inventarul de modele al colorarilor
ansamblului S cu culorile ys, ..., ym Tn prezenta simetriilor din G este

m m m
Fe(y1.y2,---,¥m) = Pg (Z%,Zﬁe---,zy,‘n> .
-1 -1 i—1



Formula de enumerare a lui Pélya
Exemplu continuat

Stim ca indexul ciclic al lui Dyg este
1
E(xl20 +10x7 x5 +11x° +2x2 + 4 x¢ + 4x3 + 8 x00)

Inventarul de modele al unui colier cu 20 m3rgele ce pot fi rosii (r), negre
(n) sau albe (a) este

PDzo:

1
Fp,,(r,n,a) = 4T)((r +n4+2a)° +10(r + n+a)(r* + n* + a°)°+

+11(rP + i+ )0+ 2(r + 0t + %)+
+2(rt +n* + ) 4P+ n® ) 4 (r10 4 00 4 210)?
+8(r0 + 0 4 2%))

Avem de calculat coeficientul lui r2n°a° in inventarul de modele.



Identificarea unui coeficient multinomial
Exemplu continuat

2.9

I: Ce coeficient are r?n°a® in Fp, (r, n,a)?

o coeficientul lui rn%a® in (r + n+ a)?° este (22909)

o coeficientul lui r?n%a° In 10 (r + n + a)(r? + n? + a%)° este
10-A- B unde
o A= (,3,) =2este coef. lui rnin (r+n+a)’
e B= (1 44) = 630 este coef. lui r?nta® = (r*)}(n?)*(a*)* in
( 2+ 2%’
2n%2° nu apare in (r? + n? + a2)10, (r* + n* + a*)®,
, o nl0 4 gl0)2, ;20 4 ;20 4 520

r
(
((2 05) +10-2- 630) — 230945 + 315 = 231260.



