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1.6 Teoria de enumerare a lui Pdlya

Aceasta teorie ne ofera metode de numarare a tuturor colorarilor posibile ale
ansamblurilor de obiecte cand se folosesc culori din o multime prestabilita.
Exemple de astfel de ansambluri colorate sunt:

1. Coliere de 5 margele rosii, galbene sau albastre plasate echidistant pe
un cerc. Obiectele ansamblului sunt cele 5 margelele. De exemplu:

RS

2. Un tetraedru regulat cu fetele colorate cu 4 culori: rosu, galben, al-
bastru sau verde. Obiectele acestui ansamblu sunt cele 4 fete ale te-
traedrului. De exemplu:

4 A

fetele invizibile fetele invizibile
sunt verzi sunt galbene

3. Un tetraedru regulat cu muchiile colorate cu 2 culori: rogu sau negru.
Obiectele acestui ansamblu sunt cele 4 muchii ale tetraedrului. De

4. Molecula de naftalina CigHg este un ansamblu rigid de 10 atomi de
carbon, dintre care 8 sunt legati la atomi de hidrogen ca in figura de
mal jos:

exemplu:
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Izomerii de tetrametilnaftalind au formula chimicd CgH4(CHs)y si se
obtin inlocuind in molecula de naftalina 4 atomi de hidrogen cu grupuri
de metil (CH3). De exemplu:

Iﬁ CHj CH; CHj;
CH I CH I I
3% /C\ /C\C/ 3 Hy /C\ /C\C//H
| | | | | |
H” \H/ \C’C\\H H” \9/ \H/C\\H
CHg H CH3 CH3

O problama a chimistilor este sa afle cati izomeri are o molecula. Fi-
ecare izomer al tetrametilnaftalinei este un ansamblu atomic In care
obiectele relevante sunt cei 8 atomi de carbon legati legati fie la H, fie
la CH3. Daca coloram atomii de C legati la H cu negru gi atomii de
C legati la CH3 cu rosu, atunci izomerii de C¢H4(CHs)y ilustrati mai
sus sunt ansamblurile colorate

9180

iar problema chimigtilor se reduce la numararea colorarilor acestui
ansamblu de 8 obiecte cu rosu de 4 ori si negru de 4 ori.

Numararea ansamblurilor colorate trebuie sa tina cont de faptul cid ansam-
blurile se pot rasuci. De pilda, configuratiile

Lol

reprezints acelasi colier rigid® de 5 margele colorate fiindca fiecare confi-
guratie se obtine din oricare alta fie printr-o rotatie in jurul centrului de
simetrie, sau printr-o rasucire in jurul unei axe de simetrie.

Operatiile care permuta locurile ocupate de obiectele unui ansamblu in
spatiu se numesc simetrii ale ansamblului respectiv.

Orice ansamblu C' are o multime de simetrii pe care o vom nota cu G¢.
Numararea colorarilor ansamblului C' trebuie sa tina cont de multimea de
simetrii G¢.

3Un ansamblu este rigid daci obiectele componente isi mentin pozitiile relative fats de
celelalte obiecte.
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1.6.1 Ansambluri si grupuri de simetrii

Orice permutarec m = (p1,p2, ..., Pp) a multimii {1,2,...,n} poate fi inter-
pretata si ca o functie bijectiva 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} cu 7(i) = p;
pentru 1 < ¢ < n. Vom folosi aceasta interpetare a permutéarilor pentru a
descrie configuratii de ansambluri si simetriile acestora.

Vom considera ansambluri de n obiecte numerotate de la 1 la n, care
ocupa n pozitii In plan sau spatiu, numerotate de la 1 la n. O configuratie a
ansamblului este o permutare 7 a multimii {1,2,...,n} care indica pozitia
m(7) a fiecarui obiect i al ansamblului. Initial presupunem ca fiecare obiect
i €{1,2,...,n} este la pozitia 7, deci configuratia initiala este permutarea
(1,2,...,n).

O simetrie a unui ansamblu de n obiecte este o permutare 7 care indica
faptul ca putem efectua o rasucire care sa mute fiecare obiect de la pozitia
1 la pozitia p;.

Exemplul 1. Un colier C cu configuratia

este un ansamblu cu 10 simetrii: 5 rotatii cu multiplu 72° in jurul centrului
de simetrie si 5 rasuciri in jurul uneia din cale 5 axe de simetrie ilustrate cu
linie intrerupta. Multimea de simetrii este
GC = {<1’ 2’ 3’ 4’ 5>7 <2’ 3’ 4’ 5’ 1>7 <3’ 4’ 5’ ]" 2>7 <4’ 5’ ]" 2’ 3>7 <5’ ]" 2’ 3’ 4>7
(1,5,4,3,2),(3,2,1,5,4),(5,4,3,2,1),(2,1,5,4,3),(4,3,2,1,5) }

Observam ca

1. Permutarile multimii {1,2,...,n} formeaza un grup, pe care-1 notam
Sy ¢i 1l numim grupul simeric de n elemente.

2. Pentru orice ansamblu C' cu n elemente, G¢ este o multime de functii
bijective care formeaza un subgrup al lui S,,. Acest lucru inseamna ca

e (1,2,...,n) € Gesi
e daca m,m € G¢ atunci 7rf1 € Go si momg € Gg.

De exemplu, daca pentru colierul C' din Exemplul 1 alegem simetriile
7 = (2,3,4,5,1) i 1 = (2,1,5,4,3) atunci ;' = (5,1,2,3,4) € G¢
§i T oMy = <3,2, 1,5,4) € Gg.
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Din acest motiv, G¢ se numeste grupul de simetrii al ansamblului C.

1.6.2 Cicluri. Reprezentarea ciclica a permutarilor

Un ciclu de lungime k£ > 0 este o functie bijectiva ¢ : A — A cu |A| = k,
A = {ay,...,a;} astfel incat, daca k > 1 atunci c(ag) = a1 §i c¢(a;) = aj+1
pentru 1 < ¢ < k. Scriem ¢ = (a1, ag, ..., a) pentru a indica acest lucru, si
|c| = k pentru a indica faptul ca ¢ are lungimea k.

Doua cicluri ¢, co sunt disjuncte daca nu au elemente in comun. Daca
¢+ A1 — A; sunt cicluri disjuncte doud cate doud atunci combinatia de
cicluri ¢jez ... ¢p reprezintd functia bijectivd f : A — A unde A = |J/_; A
si f(a) = ci(a) daca a € A;. O combinatie de cicluri disjuncte cicy...cp, se
numeste reprezentare ciclica a unei permutari 7, si scriem ™ = cica ... ¢p,
daca 7 i ciea. .. ¢p reprezinta aceeasi functie bijectiva.

Tipul unei reprezentari ciclice a unei permutari # € 5, este lista
de numere [A1, A2, ..., \,] unde \; este numarul de cicluri de lungime i din
reprezentarea respectiva.

Exemplul 2. (1,6,3)(2,4,5)(7) si permutarea 7 = (6,4,1,5,2,3,7) repre-
zinta aceeagi functie bijectiva f : {1,2,3,4,5,6,7} — { 2,3,4,5,6,7} cu
F(1),£(2) = 3,£(3) = 1, f(4) = 5, (5) = 2,(6) = 3, f(7) = 7. Deci
T = (1,6,3)(2,4,5)(7), iar reprezentarea ciclica (1,6, 3)(2,4,5)(7) are tipul
[1,0,2,0,0,0,0]. 0
Calculul unei reprezentari ciclice a unei permutari

O reprezentare ciclica a lui m € .S, se poate calcula in felul urmaétor:

1. ¢; este ciclul (i1,id2,...,1, ) unde i3 = 1 §i k1 este cel mai mic numar
pentru care m(i1) = i2, w(i2) =43, ..., T(ig,) = 1.

2. Presupunem ca A = {1,2,...,n}. Dupa ce am calculat ciclurile
c1, ..., ¢; ale submultimilor A7, ..., A%, verificam daca W, 4, = A

Daca da, ne oprim. Altfel, incepem sa construim ciclul ¢j1q1 cu ele-
mentul cel mai mic din A — U (Z> si revenim la pasul 2.

Reprezentarea ciclica calculata cu acest algormtim se nuneste reprezenta-
rea ciclica canonica a lui 7.

Exemplul 3. Fie 7 = (4,9,3,5,1,10,2,6,7,8). O reprezentare ciclica a lui
7 se calculeaza astfel:

e Deoarece 1+ 4 — 5+ 1, primul ciclu este (1,4, 5).
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e Al doilea ciclu incepe cu cel mai mic numar din {1,2,...,10}—{1,4, 5},
adica cu 2. Deoarece 2 — 9 +— 7 +— 2, al doilea ciclu este (2,9,7).

e Al treilea ciclu incepe cu cel mai mic numar din {1,2,3,...,10} —
{1,2,4,5,7,9}, adica cu 3. Deoarece 3 — 3, al treilea ciclu este (3).

e Al patrulea ciclu incepe cu cel mai mic numar din {1,2,...,10} —
{1,2,3,4,5,7,9}, adica cu 8. Deoarece 8 — 6 — 10 — 8, al patrulea
ciclu este (8,6, 10).

e Ne oprim fiindca cele 4 cicluri contin toate elementele de la 1 la 10.

Reprezentarea ciclica calculata este 7 = (1,4,5)(2,9,7)(3)(8, 6, 10). O

Proprietati ale reprezentarilor ciclice. Tipul unei permutari

Un ciclu ¢ poate fi reprezentat in |c| feluri pentru ca, daca ¢ = (ay, ag, . .., ax),
atunci

(a1,a2,...,a) = (az,a3,...,ak,a1 ... = (ag,a1,a2,...,a5_1).
Deasemenea, daca ci,. .., ¢, sunt p cicluri disjuncte si 7’ € S, atunci

c1€C9 . .. Cp = cﬂ/(l)cﬂ/(z) e Cﬂ./(p).

Fie cica...cp = m € Sy si [A1, A2,..., A\ tipul lui cicz...cp. Conform
regulii produsului, numarul de reprezentari ciclice ale lui 7 este

1Sp| et v o) = pl-1M 232 ot
deoarece S, are p! permutari si multimea {ci,ca,...,cp} are Ay cicluri de
lungime 1, Ay cicluri de lungime 2, ..., si A\, cicluri de lungime n. Mai
mult, toate reprezentarile ciclice ale lui m au tipul [A1, A2, ..., A,]. Din acest
motiv, lista [A1, Ag, ..., A\,] se numeste tipul permutarii 7.

Exemplul 4. Am vizut in Exemplul 2 ca reprezentarea ciclicd canonica a
lui 7 = (4,9,3,5,1,10,2,6,7,8) este (1,4,5)(2,9,7)(3)(6,8,10). Deci 7 are
tipul [1,0,3,0,0,0,0,0,0,0] si 4! - 33 = 648 reprezentiri ciclice. O
Reprezentarile ciclice ale permutarilor sunt utile in studiul grupurilor de

simetrii ale ansamblurilor de obiecte, din doua motive:

1. sunt usor de folosit pentru a descrie simetriile rigide ale ansamblurilor
de obiecte.

2. ne permit sa calculam rapid tipul simetriilor. Vom vedea ca, atunci
cand vrem sa calculam numarul de colorari diferite ale unui ansamblu
C, este util sa stim tipul permutarilor din grupul de simetrii G¢.
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1.6.3 Grupurile C, si D,
Grupul ciclic C,

C,, caracterizeaza un ansamblu rigid de n > 1 obiecte plasate in varfurile
unui poligon regulat cu n varfuri. Singurele simetrii sunt rotatiile in jurul
centrului de simetrie cu un unghi multiplu de 360°/n. De pilda, o roata de
ruletd cu 36 de sloturi este un ansamblu caracterizat de grupul ciclic Csg.
Ansambluri caracterizate de grupurile ciclice Cy si C5 pot avea configuratiile

Se observa ca

Ce={(1)(2)B)(4),(1,2,3,4),(1,3)(2,4), (1,4,3,2)} si
Cs = {(1)(2)(3)(4)(5), (1,2,3,4,5),(1,3,5,2,4), (1,4,2,5,3), (1,5,4,3,2)}.

In general, C,, = {7* | 0 <k < n}unden = (1,2,...,n), 70 = (1)(2)...(n),

7l =7 si 7% = 7o x* 1 dacd k > 1. Deasemenea, tipul fiecirei permutari

7F € O, este [\, A2,...,A,] unde \; = ged(k,n) daci i = n/ged(n, k) si
Ai =0 daca ¢ # n/ged(n, k).

Exemplul 5. Cg are 8 permutéari. Divizorii lui 8 sunt 1,2,4 si 8. Rezulta
ca, daca m = (1,2,3,4,5,6,7,8), atunci

e gcd(k,8) = 1 pentru k € {1,3,5,7}, deci Cy are 4 permutari cu tipul
[0,0,0,0,0,0,0,1], si anume pe

m=(1,2,3,4,5,6,7,8), ™ =(1,4,7,2,5,8,3,6),
7™ =(1,6,3,8,5,2,7,4), 7 =(1,8,7,6,5,4,3,2).

o gcd(k,8) = 2 pentru k € {2,6}, deci Cg are 2 permutari cu tipul
[0,0,0,2,0,0,0,0], si anume pe

71-2 = (173757 7)(27 47 67 8)7 71-6 = (1777573)(27 87 67 4)‘

e gcd(k,8) = 4 doar pentru k = 4, deci Cg are 1 permutare cu tipul
[0,4,0,0,0,0,0,0], si anume pe 7* = (1,5)(2,6)(3,7)(4,8).

e gcd(k,8) = 8 doar pentru k = 0, deci Cg are 1 permutare cu tipul
[8,0,0,0,0,0,0,0,0], si anume pe 7° = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)-
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Grupul diedral D,

D,, caracterizeaza un ansamblu rigid de n > 1 obiecte plasate in varfurile
unui poligon regulat cu n varfuri. Simetriile sunt rotatiile in jurul centrului
de simetrie cu un unghi multiplu de 360° /n, precum si rotatiile in jurul axelor
de simetrie. De pilda, simetriile unui colier cu 5 margele sunt permutarile
grupului diedral Ds. Am vazut in Exemplul 1 de la pag. 71 ca

C,, este un subgrup al lui D,, iar permutarile din D,, — C,, sunt rasuciri in
jurul axelor de simetrie. In general, grupul diedral D,, are 2 - n permutari
iar tipurile permutarilor din D,, — C,, depind de paritatea lui n:

e Daca n este impar, adica de forma 2 - k + 1, atunci orice permutare
din D,, — C,, are tipul [1,%,0,0,...,0].

e Daca n este par, adica de forma 2 - k, atunci D,, — C,, are

» k permutari cu tipul [2,k—1,0,...,0]. Acestea sunt permutarile
pentru rasuciri in jurul axelor care trec prin 2 varfuri diametral
opuse ale poligonului regulat.

» k permutari cu tipul [0,%,0,...,0]. Acestea sunt permutarile
pentru rasuciri in jurul axelor care trec prin mijloacele a doua
laturi diametral opuse ale poligonului regulat.

Exemplul 6. Grupul diedral Doy este grupul de simetrii al unui colier cu
20 margele. Doy are 40 simetrii:

e 20 de rotatii. Acestea sunt permutarile grupului ciclic Cyg. Divizorii
lui 20 sunt 1, 2, 4, 5, 10 si 20, deci Cy contine

» 8 permutari cu tipul [0,0,...,0,1] fiindca {k | ged(k,20) = 1} =
{1,3,7,9,11,13,17,19} are 8 elemente,

» 4 permutari cu tipul [0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,...,0] findca {k |
ged(k,20) = 2} = {2,6, 14,18} are 4 elemente,

» 4 permutari cu tipul [0,0,0,0,4,...,0] fiindca {k | ged(k,20) =
4} ={4,8,12,16} are 4 elemente,

» 2 permutari cu tipul [0,0,0,5,0,...,0] fiindca {k | gcd(k,20) =
5} = {5,15} are 2 elemente,
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» 1 permutare cu tipul [0,10,0,...,0] fiindca ged(k,20) = 10 doar

pentru k = 10,
» 1 permutare cu tipul [20,0,0,...,0] fiindca ged(k,20) = 20 doar
pentru k£ = 0.

e 20 de rasuciri in jurul unei axe de simetrie, dintre care:

» 10 au tipul [2,9,0,...,0],
> 10 au tipul [0,10,0, ...,0].

1.6.4 Simetrii ale unor ansambluri tridimensionale
Ansamblul varfurilor unui cub

Cubul (1 ilustrat cu colturile numerotate de la 1 la 8:

are un grup de 24 simetrii: (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8) si

e Rasuciri cu multiplu 90° in jurul axelor ce trec prin mijloacele a doua
fete opuse:

(1,2,3,4)(5,6,7,8), (1,3)(2,4)(5,7)(6,8), (1,4, 3,2)(5,8,7,6),

5
(1,5,6,2)(3,4,8,7), (1,6)(2,5)(3,8)(4,7), (1,2,6,5)(3,7,8,4),
(1,4,8,5)(2,3,7,6), (1,8)(4,5)(2,7)(3,6), (1,5,8,4)(2,6,7,3).

e Rasuciri cu multiplu de 120° in jurul axelor ce trec prin doua varfuri
diametral opuse:

(1)(7)(2,4,5)(3,8,6), (1)(7)(2,5,4)(3,6,8),
(2)(8)(1,3,6)(4,7,5), (2)(8)(1,6,3)(4,5,7),
(3)(5)(1,8,6)(2,4,7), (3)(5)(1,6,8)(2, 7, 4),
(4)(6)(1,8,3)(2,5,7), (4)(6)(1,3,8)(2,7,5).

e Rasuciri cu 180° in jurul axelor ce trec prin mijloacele a doua muchii
diametral opuse:

(1,5)(2,8)(3,7)(4,6), (1,7)(2,8)(3,4)(5, 6),
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(1,7)(2,6)(3,5)(4,8), (1,2)(3,5) (4, 6)(7, 8),
(1,4)(2,8)(3,5)(6,7), (1,7)(2,3)(4,6)(5,8)

Ansamblul fetelor unui cub

Cubul Cs ilustrat cu fetele numerotate de la 1 la 6:

are un grup de 24 simetrii: (1)(2)(3)(4)(5)(6) si

e Rasuciri cu multiplu 90° in jurul axelor ce trec prin mijloacele a doua
fete opuse:

(1)(2)(3,6,4,5), (1)(2)(3,4)(5,6), (1)(2)(3,5,4,6),
(3)(4)(1,6,2,5), (3)(4)(1,2)(5,6), (3)(4)(1,5,2,6),
(5)(6)(1,3,2,4),(5)(6)(1,2)(3,4), (5)(6)(1,4,2,3).

e Rasuciri cu multiplu de 120° in jurul axelor ce trec prin doua varfuri
diametral opuse pe sfera care circumscrie cubul:

e Rasuciri cu 180° in jurul axelor ce trec prin mijloacele a doua muchii
diametral opuse in cub:

(1,5)(2,6)(3,4), (1,2)(3,6)(4,5),

(1,6)(2,5)(3,4), (1,2)(3,5)(4,6),
(1,3)(2,4)(5,6), (1,4)(2,3)(5,6).

—~
\'[\3
w

1.6.5 Colorari

Fie K o multime finitd de m culori, ¢ = KZ-m} 4 un ansamblu cu
n componente numerotate de la 1 la n, si G grupul de simetrii al lui A.
O m-colorare (sau colorare cu cel mult m culori) a lui A este o functie
¢ € C. Vom reprezenta fiecare colorare ¢ cu n-permutarea cu repetitie
(c1,¢2,...,cq) unde ¢; = ¢(7) pentru toti i € {1,2,...,n}.
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De exemplu, sunt 2* = 16 colorari ale varfurilor unui patrat cu rosu (r)
si negru (n):

(r,r,r,r),(r,r,Tr,0), (T, Tr,0,7), (r,n,r,7r), (n,r,r,r) (r,rnmn), (rnrmn),
<r? n7 n’ r>7 <n’ r’ r? n>7 <n7 r7 n7 r>7 <n7 n7 r7 r>7 <r7 n7 n’ n>7 <n7 r’ n7 n>7 <n’ n7 r7 n>’
(n,n,n,r)(n,n,n,n).

Daca m € G si ¢ € C, atunci 7*(c¢) este colorarea ¢ = co . Altfel spus,
d=(d,d,...,c,) cuc,=c(n(i)) pentru toti 1 <i <n.

Doua colorari ¢q, ¢y ale lui A sunt echivalente, si scriem ¢; ~ co, daca
c1 = m*(c2) pentru o permutare ™ € G. ~ este o relatie de echivalenta care
partitioneaza multimea de colorari C' in clase de echivalenta. Reamintim

faptul ca clasa de echivalenta a unei coloréri ¢ este multimea de colorari

el = {7"(c) | m € G}.

Exemplul 7. Fie C = {r,g}{1»34} multimea coloririlor vérfurilor unui
patrat. Grupul de simetrii este G = Dy, iar clasele de echivalenta sunt:

1. [(r,r,r,r)]~ ={(r,T,x,1)}.

2 1

3 4
2. [(r,r,r,n)] (r,r,r,n),(r,r,n,r),(r,nrr), (nrrr)
3. [(r,r,n,n)] —{rrnn n,r,r,n), (n,n,r,r),(r,n,nr)
4. [(r,n,r,n)] (r,n,r,n), (n,r,n,r)}.

EICI
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5. rnnn rnnn nrnn nnrn nnnr

DDDEI

6. [(n,n,n,n)]. = {(n,n,n,n)}.
2 1

3 4

Toate colorarile din o clasa de echivalenta reprezinta o singura colorare a an-
samblului. Deci numarul de colorari diferite al ansamblului A este numarul
claselor de echivalenta ale lui ~. In particular, sunt 6 colorari diferite ale
varfurilor unui patrat cu rosu si negru. U

In continuare vom prezenta nigte notiuni auxiliare si lemma lui Burnside,
care ne permite calculul direct al numarului de clase de echivalenta ale lui
C/ ~, si deci al numarului de colorari diferite a unui ansamblu cu m culori.

» Multimea invarianta a unei simetrii 7 € G in C este
Cr={ceC|7n*(c)=c}.

» Stabilizatorul unei colorari ¢ in G este multimea
G.={reG|7"(c) =c}.

» Orbita unei colorari ¢ sub actiunea simetriilor din G este multimea

= {r*(c) | T € G}.

ol

Exemplul 8. Pentru ansamblul si multimea de colorari C' din exercitiul
precedent avem:

C(134)( = {(n,n,n,n), (n,r,n,n), (r,n,r,r),(r,r,r,r},

Garan = {(D(2)(3)(4), (1,3,4)(2)},

(n,r,n,n) = {(n,r,n,n), (n,n,r,n), (n,n,n,r),(r,n,nn)}.
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Lema. Fie G grupul de simetrii al unui ansamblu de n obiecte cu colorari
din C. Atunci |G| - |¢| = |G]|.

DEMONSTRATIE: Fie ¢ = {¢q,... cm} Deoarece ¢ = {7*(
exista m permutari distincte m1,...,m, € G astfel Incat =

P={m,....,mm} s

f:PxG.— G, f(m,n):=mom.

c) | m e G},
(¢) = ¢. Fie

Pentru a demonstra ca |G.|-|¢| = |G| este suficient s demonstram ca f este
bijectiva fiindca, In acest caz, avem |G| = |P x G.| = |P|- |G| =m |G| =
Gl = |Gel - 2.

f este bijectiva daca si numai dacid pentru fiecare o € G exista o singura
pereche de permutari (m;, 7) € P x G, astfel incat f(m;,7) = 0. Daca o € G
atunci 0*(c) = ¢; = 7(c) pentru un 1 <i < m, si 7; ' 0 0 € G, fiindca

(171 0 0)*(¢) = ()" (07(0)) = (m; V) (mi () = c.

Deoarece (m;,m; *oo) € P x G s f(m,m; ' oo) = mo(r
(mom; ') oo =0, rezulti ci f este surjectivi.

Pentru a demonstra ca f este injectiva, fie (m;, 7), (7, 7') € P x G, astfel
incat f(m;, ) = f(mj,7'), adica exista o € G astfel incat mjomr = o = mjon’.
In particular (7; o 7)*(c) = (mj o ')*(¢). Dar (m; o m)*(c) = 7} (n*(c)) =
m(c) = ¢ si (mj 0 7')*(c) = 7} (7" (c)) = 7}(c) = ¢j, deci ¢; = ¢j, ceea ce
implici i = j,m; = m;sim =7, loo = 7rj_100 = n'. Asadar (m;, m) = (m;,7'),
deci f este injectiva. O

Lema lui Burnside

Fie N numaérul de clase de echivalenta ale lui ~. Atunci

~ @ 2o

TeG
DEMONSTRATIE.
\G| Z |Cxl = Z Z Z Z
7r6G ceC CEC TeG
EON D SE ZZ =21-
| ‘ ceC ceC c cec
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Pentru a putea aplica lema lui Burnside, ne mai trebuie formule de calcul
pentru |Cr|, numarul de colorari din multimea C = {c | 7*(¢) = ¢}.

Observam ci daca ¢ € C, atunci toate obiectele permutate de catre
un ciclu al lui 7 trebuie sa aiba aceeasi culoare. De exemplu, daca m =
(1,3,5)(2,7)(6) atunci obiectele 1,3,5 trebuie sa aibe aceeagi culoare; 2 si
7 trebuie sa aibe aceeasi coloare; iar obiectul 6 poate avea orice culoare.
Rezulta, conform regulii produsului, ca |Cr| = mF unde k este numarul de
cicluri din 7.

Exemplul 9. Cate coliere diferite se pot forma folosind cinci margele de
cel mult trei culori?
RAsPUNS: Numarul de culori disponibile este 3 si grupul de simetrii este

D5 ={(1)(2)(3)(4)(5), (1,2,3,4,5),(1,3,5,2,4), (1,4,2,5,3),(1,5,4,3,2),
(3,4), (2)(1,3)(4,5), (3)(2,4)(1,5), (4)(1,2)(3,5),

Rezulta ca
3% dacd m = (1)(2)(3)(4)(5),

Cxl =1 3 dacameCs—{(1)(2)(3)(4)(5)},
33 dacd m € D5 — Cs.

Conform lemei lui Burnside, numarul de coliere care se pot forma este

300
|D|Z|W!—— (3°+4-3+5-32) = = =30,

meDs 10
]

Exemplul 10. In cate feluri putem colora fetele unui cub daca avem la
dispozitie 3 culori?

RASPUNS: Am vazut la pagina 77 ca grupul de simetrii al acestei configuratii
are 24 de permutari, dintre care: 1 permutare cu 6 cicluri, 3 permutari cu
4 cicluri, 12 permutari cu 3 cicluri, si permutari cu 2 cicluri. Rezulta ca
numarul cautat este

1
N = (3433 +12-3° +8.3%) = 5739562, O

1.6.6 Colorari cu numar prestabilit pentru fiecare culoare

Lema lui Burnside ne da o formula de calcul al numarului total de m-colorari
al unui ansamblu C caracterizat de un grup de simetrii Go. In aceasta
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sectiune analizdm o problema de numéarare mai dificila: Céate colorari are
ansamblu cu culori din o multime de m culori y1,¥2,...,ym, astfel incat
fiecare culoare i; sa fie folosita de un numar prestabilit de ori, n;?

O formula simpla de calcul al acestui numar a fost descoperita in 1937 de
George Pdlya. Pentru a intelege aceasta formula de calcul, vom introduce 2
notiuni auxiliare: indexul de cicluri si inventarul de modele.

Indexul de cicluri al grupului de simetrii G al unui ansamblu cu n
componente este polinomul

Pg(xy,...,2pn) = |G|ZM X1, X2y Tp)
TeG
unde My (x1,z2,...,2y) este monomul z7] xé"" e :L‘,)‘l" iar [A1, A2, ..., A,] este
tipul permutarii m. Altfel spus, Pg(z1,x2,...,2,) contine termenul \G]
xi\lx§2 ... 2y dacd si numai dacs G are a permutari cu tipul [A, Az, . .., An].
Exemplul 11. Indexul de cicluri al lui Dy este
PD4(.’L'1,.T2,373,1'4 Z M .%'1,.%'2,.%3,3?4)
7rED4
1
=3 (21 + 223 29 + 323 +214).
O

Ne punem problema rezolvarii urmatoarei probleme de numarare:

In cate feluri putem colora un ansamblu cu n componente daca folosim
m culori {y1,¥2,...,Yn} $i impunem conditia ca fiecare culoare y; sa
fie folosita de exact n; ori? Observati ca trebuie sa aiba loc egalitatea
ny+ne+...4+n, =n.

Pentru a rezolva aceaatd problema, definim polinomul

m m n
FG(ylvav cee 7ym) = PG(Zyi7zyi27 v 7Zyzn) (123)
=1 i=1 i=1

Polinomul F se numeste inventarul de modele cu culorile 41,92, - - ., Ym
al ansamblului caracterizat de grupul de simetrii G.

Formula (1.23) indica faptul ca inventarul de modele F; pentru o multime
de m culori se obtine din indexul ciclic F facind urmatoarele inlocuiri:
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rrcuy +y2+ ...+ Ym,
w2 CU YT+ Y5+ Y,

Tpcuyr +ys + .+ Yp

Formula de enumerare a lui Pélya

Pélya a demonstrat in [10] c& pentru orice tuplu (nq,nga,...,ny) € N care
satisface conditia n1 + ng + ... 4+ n, = n, avem ca

coeficientul lui y?y5? ...y coincide cu numarul de colorari ale an-

samblului care satisfac conditia problemei noastre.

Din acest motiv, polinomul Fg(y1,¥2,.-.,Ym) se numeste inventar de mo-
dele al ansamblului.
Fe(y1,y2,--.,Ym) este de obicei un polinom mare care poate avea sute

sau (zeci de) mii de termeni, iar pentru calculul lui se recomanda folosirea
unui sistem de calcul simbolic precum Mathematica.

Exemplul 12. Sa se calculeze inventarul de modele al unui colier cu 4
margele de 3 culori. Céte coliere se pot forma cu 2 margele rosii, una
galbena si una albastra?

RASPUNS: Am vazut in Exemplul 7 de la pagina 82 c& grupul de simetrii al
acestui colier este Dy, si ca indexul de cicluri al lui D, este

1
Pp,(z1,x2,23,24) = 3 (leL + 21’%1’2 +33:% +21y).

Ca sa aflam inventarul de modele al acestui colier pentru colorari cu rosu
(), galben (g) si albastru (a), calculaim Pp,(r+g+a,r? +g?+a?,r® +¢> +
a®,r* + g* + a*), adica

1
(rtg+a)+2(r+9+a) (" + " +a°) +3(" + ¢+ a®)?

+2(r4+g4+a4)) :r4+g4+a4+r3g+rg3+r3a+ra3+g?’a+ga3
+2r292+2r2a2—|—292a2+2r29a+292ra+2a2rg.

Coeficientul lui r2ga este 2, deci sunt 2 coliere cu 2 mirgele rosii, una
galbena si una albastra. O

Exemplul 13. In cate feluri putem colora fetele unui cub cu culori din
multimea {r, g, b} folosind culoarea r de 3 ori, g de 2 ori si b o singura data?

RASPUNS: Am vazut la pagina 77 ca fetele unui cub sunt un ansamblu si ca



84 1. COMBINATORICA

grupul lui de simetrii are: o simetrie de tip [6,0,0,0,0,0], 6 simetrii de tip
[2,0,0,1,0,0], 3 simetrii de tip [2,2,0,0,0,0], 8 simetrii de tip [0, 0, 2,0,0, 0]
si 6 simetrii de tip [0, 3,0,0,0,0]. Deci indexul de cicluri este

1

o (:L‘? + 623wy + 327 23 —1—81‘% + 6:1:%) .

Inventarul de modele pentru culorile 7, ¢, b se obtine inlocuind z; cu 4 ¢*+b’
in indexul de cicluri, adica

1
F(Tag,w:24(("“"'94‘5)6+6(r+g+b)2(r4+g4+b4)+
3(7‘+g+b)2(r2—|—g2—|—b2)2+
8(7“3+93+bg)2+6(7"2+g2+62)3>.

Calculul inventarului de modele produce un polinom cu 28 termeni si se
poate efectua in Mathematica [14]:

[ JOX } Untitled-2 150% v
infi:= P[Xx1_, x2_, X3_, x4_] :=

1
> (x2° + 6 x1* x4 + 3 x1* x2* + 8 x3* + 6 x2°)
nzi= F=P[r+g+b, r2+g2+b?, r*+gd+b3, r4+g4+b4]

. 1
2= —
o oy

((b+g+r)6+3(b+g+r)2<b2+g2+r2)2+6(b2+g2+r2)3+
8<b3+g3+r‘3)2+6(b+g+r)2(b4+g4+r4)>

ini3:= Expand[F] ,
oug= b® +b>g+2b*g?+2b3g3+2b%g*+bg’+g®+b°r+2b'gr+ i
3b3g?r+3b®gir+2bgtr+gir+2b*r?+3b3gris
6b%g’r?+3bgir?+2g*r?+2b3r3+3b%gri+3bgiri+

2g°r*+2b?r*+2bgrt+2g’r*+bri+griart

plot | simplify (v) rderivative rintegral more... E

Figura 1.1: Snapshot al inventarului de modele produs de Mathematica
pentru colorarea fetelor unui cub cu culorile r, g si b.

Coeficientul lui 73¢?b in inventarul de modele este 3, deci sunt 3 coloréri
cur de 3 ori, g de 2 ori si b o data.
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Putem evita calculul laborios al inventarului de modele si sa calculam
direct coeficientul lui r3¢%b. Observim ca termenul 73¢g?b nu apare in nici
unul din polinoamele (r3+b3+¢3)2, (r2+b%+¢2)3, (r+g+b)2(r* +g* +b%)).
Din definitia lui F(r,g,b) rezulti ca coeficientul lui 73¢g?b in inventarul de
modele este (A+ 3 - B-C)/24 unde

o A= (3 g 1) 3,2,1, = 60 este coeficientul lui 73¢2b in (r + g + b)°.

e B este coeficientul lui r-bin (r+g+ b) si C este coeficientul lui r2g?

in (r2 +g%+ b2)2. Rezulta ca B = ( ) =2¢C = (1 1 0) 1!%0! = 2.

Deci coeficientul lui 73¢g?b in F(r, g,b) este (60 +3-2-2)/24 = 3.
Cele 3 colorari neechivalente ale varfurilor unui cub cu rosu (r) de 3 ori,
galben (g) de doua ori si bleu (b) o data sunt:

Cele trei fete Cele trei fete Cele trei fete
ascunse sunt rosii ascunse sunt rosii ascunse sunt rosii 0

Exemplul 14. Benzenul este o hidrocarbura cu 6 atomi de carbon si 6
atomi de hidrogen, fiecare legat la cate un atom de carbon. Ansamblul
pozitiilor ocupate de atomii de carbon este un hexagon regulat

(3—2)
'S
&—©)
Cati izomeri se pot obtine daca se inlocuiesc in benzen 2 atomi de hidrogen
cu 2 atomi de clor?
RAsPUNS: Grupul de simetrii al acestui ansamblu de atomi este
Ds = {(1)(2)(3)(4)(5)(6), (1,2,3,4,5,6), (1,3,5)(2,4,6),
(1,4)(2.5)(3,6),(1,5,3)(2,6,4),(1,6,5,4,3,2),
(1)(4)(2,6)(3,5), (2)(5)(1,3)(4,6), (3)(6)(2,4)(1,5),
(1,2)(3,6)(4,5), (2,3)(1,4)(5,6), (1,6)(2,5)(3,4) }-

Rezulta ca indexul de cicluri al lui Dg este

1

12 (331 +3:L“1x2—|—4:v2+2x3—|—21:6)
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Fiecare din izomerii formati are 4 atomi de carbon legati cu hidrogen, si
ceilalti 2 atomi de carbon legati cu clor. Pentru a-i diferentia, coloram cu
rosu (r) componentele legate cu clor, si cu negru (n) componentele legate cu
hidrogen. Deci numarul cautat de izomeri este coeficientul termenului r2n*
in inventarul de modele

1
FDG(T7 n) = E
+2(r +0%) +2(r° +n%)

=+ n+3rn?+3r 0+ 320t + 00 r +nb.

((r+n)°+3(r+n)*(r*+n?)?+4(r* +n®)°+

Coeficientul lui r?n* este 3.

In acest exemplu, corectitudiea raspunsului se poate verifica ugor: exista
3 colorari neechivalente ale varfurilor hexagonului regulat cu rosu de 2 ori
si negru de 4 ori:

[ ] ]
./ \. ./ \. PN

Ll L1 1] .

o o o

1.6.7 Concluzii

e Au fost prezentate metode de rezolvare pentru doud probleme de
numarare a colorarilor unui ansamblu A cu n componente in prezenta
unui grup de simetrii G:

1. Cate colorari are A daca se folosesc culori din o multime de m
culori?

2. Cate colorari are A daca se folosesc culori din o multime de m
culori gi fiecare culoare y; se foloseste de exact n; ori?

e Prima problema se rezolva cu formula din lema lui Burnside:

1
@l Z |Cr| unde Cr ={ce C|n(c)=c}si
TelG

|Cx| = mM A2t An

N =
daca 7 are tipul [Ar, A2,..., A\p].

e A doua problema se rezolva cu formula de enumerare a lui Pélya:

1. Mai Intai se calculeaza indexul de cicluri al lui G:

1
= @ ZMﬂ(xl,l‘Q,. . .,.’L’n)

TeG

Pg(x1,29,...,20)
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unde My (z1,22,...,2y) = xi\le A
2. Apoi se calculeaza inventarul de modele al lui A cu culorile y,
Y2, .., Ym. Acesta este polinomul
m m m
2
FG(ylay27"'aym) = PG(Zy’LaZyza’Zy?)
i=1 =1 i=1
adica polinomul care se obtine din Pg(z1,22,...,2,) inlocuind
fiecare z;; cu >, xl.
3. Raspunsul la problema 2 este coeficientul lui yj'y5? ...y in

polinomul (1,2, - Ym)-

e Pentru calculul inventarului de modele se recomanda folosirea unui
sistem de calcul simbolic, precum Mathematica.

e Coeficientul unui singur termen din inventarul de modele se poate
calcula si direct, ca in Exemplul 13, folosind formula de calcul a
coeficientilor multinomiali din sectiunea 1.1.4:

n
(r14+x2+...+x)" = Z < n)x?lxgz...xf’“.
Y T

ni+na+...4+n,=n 1,12,

1.6.8 Exercitii

1. Se dau permutarile

™ =(3,2,1,5,7,6,4,9,8,10),
m = (10,9,3,5,4,8,7,6,1,2).

(a) Calculati 7,7y 0w si 75,

(b) Calculati structurile ciclice canonice ale permutarilor mp si 7.
(c) Ce ordin are mp?
2. Sa se determine grupul de simetrii, indexul de cicluri si numarul de 2-

colorari pentru componentele numerotate ale ansamblului rigid ilustrat
mai jos. Presupunem ca ansamblul poate fi rotit si rasucit in orice fel.

@ (5
(3H—
@ ®
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. Sa se determine grupul de simetrii, indexul de cicluri si numéarul de 3-

colorari pentru componentele numerotate ale ansamblului ilustrat mai
jos. Presupunem ca ansamblul poate fi rotit si rdsucit In orice fel.

) (6)
Do
@) (D

. In cate feluri se pot colora muchiile unui tetraedru regulat cu culori

din o multime de 3 culori?

. Un zar este un cub ale carui fete sunt numerotate de la 1 la 6. Cate

zaruri diferite se pot forma?

. Sa se determine grupul de simetrii i indexul de cicluri al ansamblului

de varfuri al unui octaedru regulat. Presupunem ca octaedrul poate fi
rotit si rasucit in orice fel.

. Naftalina este o hidrocarbura cu 10 atomi de carbon aranjati in o

structura dublu-hexagonalé ca in figura de mai jos, si 8 atomi de hi-
drogen legati la atomii de carbon de la pozitiile marcate cu numerele
delalla8.

O

e
@@ 99

(a) Naftolul se obtine inlocuind un atom de hidrogen cu un grup
hidroxil (OH). Céati izomeri de naftol se pot produce?

(b) Tetrametilnaftalina se obtine inlocuind in molecula de naftalina
4 atomi de hidrogen cu grupuri de metil (CHs). Cati izomeri de
tetrametilnaftalina se pot produce?

(c) Cati izomeri se pot produce daca inlocuim 3 atomi de hidrogen
cu grupuri hidroxil (OH) si alti 3 atomi de hidrogen cu grupuri
de metil (CH3)?

(d) Cati izomeri se pot produce daca inlocuim 2 atomi de hidrogen
cu grupuri hidroxil (OH), alti 2 atomi de hidrogen cu grupuri de
metil (CH3), si alti 2 atomi de hidrogen cu grupuri de carboxil
(COOH)?
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O agentie de ajutor medical intentioneaza s& proiecteze un simbol de
forma unei cruci regulate, ca in figura de mai jos:

h

Pentru a simboliza scopul agentiei si caracterul ei international, s-
a decis ca crucea sa fie alba, cu fiecare din cele 12 segmente de pe
contur colorat cu una din culorile rogu, verde, albastru sau galben, si
un numar egal de simboluri de fiecare culoare. Presupunand ca acest
simbol poate fi rotit gi rasucit in orice fel, cate moduri diferite sunt de
a produce acest simbol? Exemple de astfel de colorari diferite sunt:

A7 a7 A7 a7 af



