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Observatii preliminare

@ Multe probleme de numarare nu pot fi rezolvate cu metodele
prezentate pana acum.
o Exemple:

@ Cate siruri de biti de lungime n nu contin doua zerouri
consecutive?

@ n cate feluri se pot aloca 7 lucriri la 3 angajati astfel Tncat
fiecare angajat sa primeasca cel putin o lucrare?
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@ Multe probleme de numarare nu pot fi rezolvate cu metodele
prezentate pana acum.
o Exemple:
@ Cate siruri de biti de lungime n nu contin doua zerouri
consecutive?
@ n cate feluri se pot aloca 7 lucriri la 3 angajati astfel Tncat
fiecare angajat sa primeasca cel putin o lucrare?
Scopul partii a 2-a a cursului: prezentarea unor tehnici mai
avansate de numarare:
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Observatii preliminare

@ Multe probleme de numarare nu pot fi rezolvate cu metodele
prezentate pana acum.
o Exemple:
@ Cate siruri de biti de lungime n nu contin doua zerouri
consecutive?
@ n cate feluri se pot aloca 7 lucriri la 3 angajati astfel Tncat
fiecare angajat sa primeasca cel putin o lucrare?
Scopul partii a 2-a a cursului: prezentarea unor tehnici mai
avansate de numarare:
o Relatii de recurenta
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Observatii preliminare

@ Multe probleme de numarare nu pot fi rezolvate cu metodele
prezentate pana acum.
o Exemple:
@ Cate siruri de biti de lungime n nu contin doua zerouri
consecutive?
@ n cate feluri se pot aloca 7 lucriri la 3 angajati astfel Tncat
fiecare angajat sa primeasca cel putin o lucrare?
Scopul partii a 2-a a cursului: prezentarea unor tehnici mai
avansate de numarare:

o Relatii de recurenta
e Rezolvarea relatiilor de recurentd liniara
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Relatii de recurenta

Exemplu

Numarul bacteriilor din o colonie se dubleaza in fiecare ora. Daca
ntr-o colonie sunt initial 5 bacterii, cate vor fi dupa n ore?
RASPUNS. Fie a, numarul de bacterii dup3 n ore.

@ ag=>5 (cunostinte initiale)

@ a,=2-a,_1 pentru n>0 (evolutie)

4
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Relatii de recurenta

Exemplu

Numarul bacteriilor din o colonie se dubleaza in fiecare ora. Daca
ntr-o colonie sunt initial 5 bacterii, cate vor fi dupa n ore?
RASPUNS. Fie a, numarul de bacterii dup3 n ore.

@ ag=>5 (cunostinte initiale)

@ a,=2-a,_1 pentru n>0 (evolutie)

4

e O relatie de recurent3 pentru secventa {a,} este o ecuatie care
exprimd a, n functie de 0 sau mai multi termeni precedenti
ag, ai,...,an_1 ai secventei, pentru toti n > ng, unde ng > 0.
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Relatii de recurenta

Exemplu

Numarul bacteriilor din o colonie se dubleaza in fiecare ora. Daca
ntr-o colonie sunt initial 5 bacterii, cate vor fi dupa n ore?
RASPUNS. Fie a, numarul de bacterii dup3 n ore.

@ ag=>5 (cunostinte initiale)
@ a,=2-a,_1 pentru n>0 (evolutie)
e O relatie de recurent3 pentru secventa {a,} este o ecuatie care

exprimd a, n functie de 0 sau mai multi termeni precedenti
ag, ai,...,an_1 ai secventei, pentru toti n > ng, unde ng > 0.

O solutie a relatiei de recurent3 este o formula de calcul direct
a lui a, din n, care satisface relatia de recurenta.
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Relatii de recurenta

Exemplu

Numarul bacteriilor din o colonie se dubleaza in fiecare ora. Daca
ntr-o colonie sunt initial 5 bacterii, cate vor fi dupa n ore?
RASPUNS. Fie a, numarul de bacterii dup3 n ore.

@ ag=>5 (cunostinte initiale)

@ a,=2-a,_1 pentru n>0 (evolutie)

e O relatie de recurent3 pentru secventa {a,} este o ecuatie care
exprimd a, n functie de 0 sau mai multi termeni precedenti
ag, ai,...,an_1 ai secventei, pentru toti n > ng, unde ng > 0.
@ O solutie a relatiei de recurenta este o formul3 de calcul direct
a lui a, din n, care satisface relatia de recurenta.
Vor fi prezentate tehnici de rezolvare a unor tipuri importante de
relatii de recurenta.
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Relatii de recurenta
Exemple
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Relatii de recurenta

Exemple

@ a9 =3,a1 =5,a, = ap_1 — ap_2 pentru n > 2.
Toate elementele lui {a,} pot fi calculate recursiv:

82231—80:5—3:2
33282—31:2—5:—3

Putem gasi o formula generala de calcul direct a lui a,, in
functie de n?
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Relatii de recurenta

Exemple

@ a9 =3,a1 =5,a, = ap_1 — ap_2 pentru n > 2.
Toate elementele lui {a,} pot fi calculate recursiv:
82231—80:5—3:2

33282—31:2—5:—3

Putem gasi o formula generala de calcul direct a lui a,, in
functie de n?

@ 390=0,a1 =3,a,=2-a,_1 — an,_» pentru n > 2. Toate
elementele lui {a,} pot fi calculate recursiv:

a=2a;—a =256

33:232—8129

Se poate demonstra prin inductie cd a, = 3 n pentru toti
n> 0.
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Exemplu: iepuri si numere Fibonacci

O pereche tanara de iepuri incepe s3 se Tnmulteasc3 la varsta de 2 luni,
dand nastere lunar la o pereche de iepuri. Se presupune ca o pereche de
iepuri cu varsta de 0 luni este adus3 pe o insuld. S3 se determine o
relatie de recurent3d pentru numarul de iepuri de pe insuld dupa n luni.

Reproducing pairs Young pairs Reproducing | Young | Total
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Exemplu: Turnul din Hanoi

CW‘ =] A

@ S3 se mute toate discurile pe axul 2 n ordinea marimii lor, cu
discul cel mai mare asezat dedesubt.

@ Discurile pot fi mutate unul cate unul de pe un ax pe altul cu
conditia ca niciodata s3a nu se puna un disc peste unul mai
mic.

Intrebare: Care este numarul minim de mut3ri necesare
pentru a rezolva problema turnului din Hanoi cu n discuri?
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuare)

Raspuns: Fie H, nr. minim de mutari necesare pentru a pune
n discuri in ordinea marimii, de pe un ax pe altul.
e Pentru a pune cel mai mare disc la baza axului 2, va trebui
mai Tntai sa mutam n — 1 discuri mai mici de pe axul 1 pe axul
3. Nr. minim de mut3ri pentru a face acest lucru este H,_;.
e Dupa ce am pus cel mai mare disc de pe axul 1 pe axul 2,
putem efectua H,_1 mutdri pentru a muta discurile de pe axul
3 pe axul 2.

ax 1 ax 2 ax 3
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuare)

Raspuns: Fie H, nr. minim de mutari necesare pentru a pune
n discuri in ordinea marimii, de pe un ax pe altul.
e Pentru a pune cel mai mare disc la baza axului 2, va trebui
mai Tntai sa mutam n — 1 discuri mai mici de pe axul 1 pe axul
3. Nr. minim de mut3ri pentru a face acest lucru este H,_;.
o Dupa ce am pus cel mai mare disc de pe axul 1 pe axul 2,
putem efectua H,_; mutdri pentru a muta discurile de pe axul

3 pe axul 2.
(1) Hp—3 mutari
a
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ax 1 ax 2 ax 3
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuare)

Raspuns: Fie H, nr. minim de mutari necesare pentru a pune
n discuri in ordinea marimii, de pe un ax pe altul.
e Pentru a pune cel mai mare disc la baza axului 2, va trebui
mai Tntai sa mutam n — 1 discuri mai mici de pe axul 1 pe axul
3. Nr. minim de mut3ri pentru a face acest lucru este H,_;.
o Dupa ce am pus cel mai mare disc de pe axul 1 pe axul 2,
putem efectua H,_; mutdri pentru a muta discurile de pe axul
3 pe axul 2.

(1) Hp—3 mutari

(2) 1 mutare
_—

ax 1 ax 2 ax 3
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuare)

Raspuns: Fie H, nr. minim de mutari necesare pentru a pune
n discuri in ordinea marimii, de pe un ax pe altul.
e Pentru a pune cel mai mare disc la baza axului 2, va trebui
mai Tntai sa mutam n — 1 discuri mai mici de pe axul 1 pe axul
3. Nr. minim de mut3ri pentru a face acest lucru este H,_;.
o Dupa ce am pus cel mai mare disc de pe axul 1 pe axul 2,
putem efectua H,_; mutdri pentru a muta discurile de pe axul

3 pe axul 2.

(1) Hn,ll mut3ri

(2) 1 mutare
_—

3) Hp—1 mutdr

«—
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ax 2

ax 1

ax 3
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuare)

Raspuns: Fie H, nr. minim de mutari necesare pentru a pune
n discuri in ordinea marimii, de pe un ax pe altul.
e Pentru a pune cel mai mare disc la baza axului 2, va trebui
mai Tntai sa mutam n — 1 discuri mai mici de pe axul 1 pe axul
3. Nr. minim de mut3ri pentru a face acest lucru este H,_;.
o Dupa ce am pus cel mai mare disc de pe axul 1 pe axul 2,
putem efectua H,_; mutdri pentru a muta discurile de pe axul
3 pe axul 2.

(1) Hn,ll mut3ri

(2) 1 mutare

3) Hp—1 mutdr

«—

ax 1 ax 2 ax 3

=H,=H, 1+1+H,_1 =2H,,_1+1. Se observd ca H; = 1.
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuat)

@ Putem aplica o metoda iterativa de aflare a unei formule de
calcul pentru H, direct din n atunci cand n > 1:

H,=2H,_1+1
=2Q2Hy2+1)+1=22H, p+2+1
=2°(2Hp3+1)+2+1=25H, 3+22+2+1

=2 lH, 42" 24 4241

—onlyon=24 419241

2" -1
= =2"-1
2-1
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuat)

@ Putem aplica o metoda iterativa de aflare a unei formule de
calcul pentru H, direct din n atunci cand n > 1:

H,=2H,_1+1
=2Q2Hy2+1)+1=22H, p+2+1
=2°(2Hp3+1)+2+1=25H, 3+22+2+1

=2 lH, 42" 24 4241

—onlyon=24 419241

2" -1
= =2"-1
2-1
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Exemplu: Siruri speciale de biti

@ S3 se gdseasca o relatie de recurenta si conditiile initiale pentru
numarul de siruri de biti de lungime n care nu au doua zerouri
consecutive. Cate astfel de siruri de lungime 5 exista?

A: Avem de numarat a doud lucruri distincte:
@ Sirurile de n-biti fard 2 zerouri consec., care se termina cu 1:
@ Sirurile de n biti f3rd 2 zerouri consec. care se termina cu O:

Nr. siruri de lungime n fara

00:
Se termind cu 1: ‘ Orice sir de lungime n — 1 far3 00 ‘ 1 an—1
Se termin3 cu 0: | Orice sir de lungimen—2f3rs | 1 0 an—2
00
Total: an = ap—1 -+ apn_o

Sirurile cu lungimea 1 sunt 0 and 1 = a; = 2, iar sirurile cu lungimea 2 f3rd 00 sunt

01,10,11 = a, = 3.
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Exemplu: Siruri speciale de biti (continuare)

Numarul a, de siruri de biti de lungime n f3r3 00 satisface relatia
de recurenta

aa=2, a=3, a,=ap.1+anp daca n>2.

= a3=a1+a=2+3=5
= ap=a+a3=3+5=8
= ags =a3+as=5+8=13.
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Relatii de recurenta liniara

@ O relatie omogena de recurenta liniara de gradul k cu
coeficienti constanti este o relatie de forma

ap=Crap-1+Cap2+ ...+ Ckan—k,

unde c1,¢,...,ck € Rsi ¢x #0.
Daca se cunosc cele k conditii initiale
@ a9=0Cy, a1=0Cp, ..oy k1= G,
atunci se poate calcula recursiv a, pentru toti n > k.

Exemplu (Relatii de recurentd liniara)

o {fptunde fo=H =1,sif="h_1+ fh_p dacd n > 1.
e {P,} unde Py =1, si P, =1.11P,_; dacd n > 0.

o
Exemplu (Relatii de recurentd neliniard)

ag=1a=1, a, = af,_l + a,_» pentru toti n > 1.

V.
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Relatii de recurenta liniara

@ Apar frecvent in procesul de modelare a problemelor.

@ Se poate determina o formul3 care calculeaza a, direct din n.

Ecuatie caracteristica.

@ Ecuatia caracteristica a unei recurente liniare

a,=Cap-1+Cako2+ ...+ Ckan_k

este rk —grkl—eprk=2— . — ¢, =0.
Aceasta ecuatie are t radacini complexe ri, r, ..., rs cu
multiplicitatile my, ..., ms, astfel Incat my +mo + ... + my = k.

Acest lucru Tnseamna ca

rk—clrk_l—czrk_z—...—ck:

(r—=n)™-(r—m)m™. ... (r—r)™.
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Metode de rezolvare a ecuatiilor caracteristice

rk—cl-rkfl—CQrkfz—...—ck:0.

2_ ¢ r—c =0 are ridicinile

at,/d+4-

n2=
’ 2

@ Pentru k =2 avem r

» Daca c12 + 4. ¢, =0, ecuatia are o radacina np = % cu
multiplicitatea m; = 2.
» Dacd c? +4- ¢, # 0, ecuatia are 2 ridicini (posibil complexe)
ri, r» cu multiplicitatile m;y = m, = 1.
@ Se cunosc formule de calcul cu radicali doar pentru ecuatii de
grad n € {2,3,4}.
e Dacd c1,...,cx € Q, avem o metod3 de gasire a radacinilor
rationale (vezi slide-ul urmator).
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Criteriu de gasire a radacinilor rationale

k k—1 k=2
r-—car — o.—ck=0, c,0,...,c €Q.

@ Elimindm numitorii din coeficienti Tnmultind ecuatia cu cel
mai mic multiplu comun al numitorilor acestora. De exemplu:
1, 14 2
—r°—— -=0]|-18
rigr g rty=ol
=18r*+3r* - 28r+12=0

e Daci g este ridicind cu ged(p, g) = 1 atunci
e p divide termenul liber, iar g divide coeficientul lui r”.
n exemplul nostru, p|12 si q|18, deci
p € {+12,4+6, +4,+3,+2, +1},
g € {£18,49,+6,£3,4+2, +1}.
@ Putem scrie un program care verifica toate combinatiile =
radacinile rationale r; = —% cum =1lsin= % cu my = 2,
deci r"’—i—%r2 14F+%:(r+%)-(r_%)2.
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Rezolvarea recurentelor liniare

Se considera relatia de recurenta

ap=crap-1+cap2+...+Cank a= Co...,ak-1= Ch1.
Daca ecuatia caracteristica are radacinile ry, ..., r; cu multiplicitatile
my, ..., ms, atunci

an =p1(n) 1 + pa(n) 13 + ...+ peln) 1]

unde fiecare p;(n) este un polinom in n cu grad mai mic ca m;, adicd
pi(n) = bio-n™ "+ by ™24+ by

Valorile coeficientilor b; j se determind din conditiile initiale

ap= Co,...,ak—1= Ck_1.
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Relatii de recurenta liniara

Exemple
@ S3 se afle solutiile relatiei de recurenta
an=—-3ap-1—3a,2—an-3

care satisface conditiile initiale ag = 1, a1 = —2, si ap = —1.
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Relatii de recurenta liniara

Exemple
@ S3 se afle solutiile relatiei de recurenta
an=—-3ap-1—3a,2—an-3

care satisface conditiile initiale ag = 1, a1 = —2, si ap = —1.

@ RASPUNS. Ecuatia caracteristica a relatiei de recurent3 este
r3+3r>+3r+1=0, adic3 (r + 1) = 0, care are singura
radacind r = —1 cu multiplicitatea 3.
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Relatii de recurenta liniara
Exemple

@ S3 se afle solutiile relatiei de recurenta
an=—-3ap-1—3a,2—an-3

care satisface conditiile initiale ag = 1, a1 = —2, si ap = —1.

@ RASPUNS. Ecuatia caracteristica a relatiei de recurent3 este
r3+3r>+3r+1=0, adic3 (r + 1) = 0, care are singura
radacind r = —1 cu multiplicitatea 3.

=a,=(An*+Bn+C)-(-1)".
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Relatii de recurenta liniara
Exemple

@ S3 se afle solutiile relatiei de recurenta
an=—-3ap-1—3a,2—an-3

care satisface conditiile initiale ag = 1, a1 = —2, si ap = —1.
@ RASPUNS. Ecuatia caracteristica a relatiei de recurent3 este

r3+3r>+3r+1=0, adic3 (r + 1) = 0, care are singura

radacind r = —1 cu multiplicitatea 3.

=a,=(An*+Bn+C)-(-1)".

Mai avem de aflat coeficientii A, B, C folosind informatiile

despre conditiile initiale:

aa=—-2=-A-B-C =< B=3
aa=—-1=4A4+2B+C A=-2
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Relatii de recurenta liniara
Exemple

@ S3 se afle solutiile relatiei de recurenta
an=—-3ap-1—3a,2—an-3

care satisface conditiile initiale ag = 1, a1 = —2, si ap = —1.
@ RASPUNS. Ecuatia caracteristica a relatiei de recurent3 este

r3+3r>+3r+1=0, adic3 (r + 1) = 0, care are singura

radacind r = —1 cu multiplicitatea 3.

=a,=(An*+Bn+C)-(-1)".

Mai avem de aflat coeficientii A, B, C folosind informatiile

despre conditiile initiale:

aa=—-2=-A-B-C =< B=3
aa=—-1=4A4+2B+C A=-2

= ap = (1+3n—2n%)(-1)".



Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Definitie

O relatie de recurenta liniara neomogend cu coeficienti constanti este

apn=C a1+ a2+ ...+ ckan—« + F(n),

unde ¢, ..., ck € R si F(n) este o functie diferitd de functia constanta 0,
care depinde doar de n. Recurenta liniara

ap,=Cap-1+Cap2+t...+Ckan«k

se numeste relatia omogena asociata.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Definitie

O relatie de recurenta liniara neomogend cu coeficienti constanti este

apn=C a1+ a2+ ...+ ckan—« + F(n),

unde ¢, ..., ck € R si F(n) este o functie diferitd de functia constanta 0,
care depinde doar de n. Recurenta liniara

ap,=Cap-1+Cap2+t...+Ckan«k

se numeste relatia omogena asociata.

EXEMPLE
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Definitie
O relatie de recurenta liniara neomogend cu coeficienti constanti este
apn=C a1+ a2+ ...+ ckan—« + F(n),

unde ¢, ..., ck € R si F(n) este o functie diferitd de functia constanta 0,
care depinde doar de n. Recurenta liniara

ap,=Cap-1+Cap2+t...+Ckan«k

se numeste relatia omogena asociata.

EXEMPLE

Q a, = a,_1 + 2" este o recurentd neomogena.
Relatia omogena asociatd este a, = a,_1.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Definitie
O relatie de recurenta liniara neomogend cu coeficienti constanti este
apn=C a1+ a2+ ...+ ckan—« + F(n),

unde ¢, ..., ck € R si F(n) este o functie diferitd de functia constanta 0,
care depinde doar de n. Recurenta liniara

ap,=Cap-1+Cap2+t...+Ckan«k

se numeste relatia omogena asociata.

EXEMPLE
Q a, = a,_1 + 2" este o recurentd neomogena.
Relatia omogena asociatd este a, = a,_1.
Q a,=a,_1+ an+ n®>+ n+1 este o recurentd neomogens.
Relatia omogena asociata este a, = ap—1 + an—2.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Dac3 {aEf’)} este o solutie particulard a recurentei
apn=Clap-1+@an2+...+ ckan—k + F(n),

. N . h h
atunci orice alt3 solutie este de forma {agp) +al )}, unde {af, )}
este o solutie a recurentei omogene asociate

ap==Cap-1+Cap—2+ ...+ Ckan—k-
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Dac3 {aEf’)} este o solutie particulard a recurentei
apn=Clap-1+@an2+...+ ckan—k + F(n),

. N . h h
atunci orice alt3 solutie este de forma {agp) +al )}, unde {af, )}
este o solutie a recurentei omogene asociate

ap==Cap-1+Cap—2+ ...+ Ckan—k-

OBSERVATII:
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Dac3 {aEf’)} este o solutie particulard a recurentei
apn=Clap-1+@an2+...+ ckan—k + F(n),

. N . h h
atunci orice alt3 solutie este de forma {agp) +al )}, unde {af, )}
este o solutie a recurentei omogene asociate

ap==Cap-1+Cap—2+ ...+ Ckan—k-

OBSERVATII:

» Stim cum s3 calculdm {af,h)}.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Dac3 {aEf’)} este o solutie particulard a recurentei
apn=Clap-1+@an2+...+ ckan—k + F(n),

. N . h h
atunci orice alt3 solutie este de forma {agp) +al )}, unde {af, )}
este o solutie a recurentei omogene asociate

ap==Cap-1+Cap—2+ ...+ Ckan—k-

OBSERVATII:
. v v h
» Stim cum s3 calculdm {af7 )}.

» Cum putem afla o solutie particulara {af,p)}?
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Aflarea unei solutii particulare

Dacad F(n) = q(n)s" cu s € R si g(n) un polinom de gradul t in n,
atunci

@ Daca s nu este radacina a ecuatiei caracteristice a recurentei
liniare omogene asociate, atunci exista o solutie particulara
aP) = p(n)s" cu p(n) polinom de grad cel mult ¢ in n.

@ Daca s este o radacina cu multiplicitatea m a recurentei
liniare omogene asociate, atunci exista o solutie particulara

an’ =n"-p(n)s" cu p(n) polinom de grad cel mult t in n.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 1

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene

2
a,=6a,-1—9a,_>+n"-2"

F(n)
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 1

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene
a,=6a,1—9a, >+ n>-2"
——
F(n)

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociatd este
a, =6a,_1 —9a,_». Ecuatia ei caracteristici este r> —6r+ 9 =0, care
are o singura radacind, r = 3, cu multiplicitatea 2.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 1

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene
a,=6a,1—9a, >+ n>-2"
——
F(n)

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociatd este
a, =6a,_1 —9a,_». Ecuatia ei caracteristici este r> —6r+ 9 =0, care

vvvvv

= solutia p3rtii omogene este a\) = (b1 n+ by)3".
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 1

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene
a,=6a,1—9a, >+ n>-2"
——
F(n)

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociatd este

a, =6a,_1 —9a,_». Ecuatia ei caracteristici este r> —6r+ 9 =0, care
are o singura radacind, r = 3, cu multiplicitatea 2.

= solutia p3rtii omogene este a\) = (b1 n+ by)3".

F(n) este de forma g(n)s” unde q(n) este un polinom de gradul t = 2, si
s = 2 nu este radacind a ecuatiei caracteristice a recurentei omogene

asociate = o solutie particulari este a”) = (An? + Bn+ C)2".
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 1

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene
a,=6a,1—9a, >+ n>-2"
——
F(n)

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociatd este
a, =6a,_1 —9a,_». Ecuatia ei caracteristici este r> —6r+ 9 =0, care

vvvvv

= solutia p3rtii omogene este a\) = (b1 n+ by)3".

F(n) este de forma g(n)s” unde q(n) este un polinom de gradul t = 2, si
s = 2 nu este radacind a ecuatiei caracteristice a recurentei omogene
asociate = o solutie particulari este a”) = (An? + Bn+ C)2".
Din a) =62, — 92, + 2. 2" obtinem

(An* +Bn+C)2"=6(A(n—1)>+B(n—1)+ C)2"*

—9(A(n—2%+B(n—2)+C)2" 24 p2.2"

de unde rezulty 2" 2((A—4)-n*+ (B—12A) - n+ C—-6B+24A) =0
= (C=192,B=48,A=14
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 1

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene
a,=6a,1—9a, >+ n>-2"
——
F(n)

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociatd este
a, =6a,_1 —9a,_». Ecuatia ei caracteristici este r> —6r+ 9 =0, care

vvvvv

= solutia p3rtii omogene este a\) = (b1 n+ by)3".

F(n) este de forma g(n)s” unde q(n) este un polinom de gradul t = 2, si
s = 2 nu este radacind a ecuatiei caracteristice a recurentei omogene
asociate = o solutie particulari este a”) = (An? + Bn+ C)2".
Din a) =62, — 92, + 2. 2" obtinem
(An* +Bn+C)2"=6(A(n—1)>+B(n—1)+ C)2"*
—9(A(n—2%+B(n—2)+C)2" 24 p2.2"

de unde rezults 2" 2((A—4)- >+ (B—12A) - n+ C—6B+24A) =0
= C=192,B=148A=4
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 2

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene a, = a,_1 +n
care satisface conditia initiald a; = 1.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 2
Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene a, = a,_1 +n
care satisface conditia initiald a; = 1.

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociati lui a, este a, = a,_1.
Ecuatia caracteristicd este r — 1 = 0, deci solutia ei este de forma

h
a,(q):c-l”:cundeceR.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 2

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene a, = a,_1 +n
care satisface conditia initiald a; = 1.

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociati lui a, este a, = a,_1.
Ecuatia caracteristicd este r — 1 = 0, deci solutia ei este de forma

a,(qh) =c-1"=cunde ceR.

Partea neliniard este F(n) = Q(n)s" unde Q(n) = nsi s =1 este
radacind cu multiplicitatea 1 a ecuatiei caracteristice a recurentei liniare
omogene asociate = P =n. (An+B)-1"= An?+ Bn.
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 2

Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene a, = a,_1 +n
care satisface conditia initiald a; = 1.

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociati lui a, este a, = a,_1.
Ecuatia caracteristicd este r — 1 = 0, deci solutia ei este de forma

h

()—C 1" = c unde c € R.

Partea neliniard este F(n) = Q(n)s" unde Q(n) = nsi s =1 este
radacind cu multiplicitatea 1 a ecuatiei caracteristice a recurentei liniare
omogene asociate = P =n. n-(An+B)-1"=An>+Bn.

Pentru a afla A si B, tinem cont de faptul ca a(p) —a(p) + n, adica
AP +Bn=A(n—-1>4+B(n—1)+n
=AM -2n+1)+B(n—1)+n

Aceasta implici (2A—1)-n+ (B —A) =0, deci A= B = 1. Rezult] c3

(P) _ n? n _ n(nt+1)
=z ra= oo
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Recurente liniare neomogene cu coeficienti constanti

Exemplul 2
Sa se afle solutia generald a recurentei liniare neomogene a, = a,_1 +n
care satisface conditia initiald a; = 1.

RASPUNS: Recurenta liniard omogen3 asociati lui a, este a, = a,_1.
Ecuatia caracteristicd este r — 1 = 0, deci solutia ei este de forma

(h)fc 1" = c unde c € R.

Partea neliniard este F(n) = Q(n)s" unde Q(n) = nsi s =1 este
radacind cu multiplicitatea 1 a ecuatiei caracteristice a recurentei liniare
omogene asociate = P =n. n-(An+B)-1"=An>+Bn.

Pentru a afla A si B, tinem cont de faptul ca a(p) = a(p) + n, adica

AP +Bn=A(n—-1>4+B(n—1)+n
=AM -2n+1)+B(n—1)+n

Aceasta implici (2A—1)-n+ (B —A) =0, deci A= B = 1. Rezult] c3
AP _ 4 o — nln+1)
n 272 P

(p) (h) _

- 1
Rezults c3 a, = a;/’ + ap "("+ ).

=c+ Stim si ca
l=a;=c+ 12 =c+1, deci C:O. Prin urmare a, = "(";1).
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