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Observaţii preliminare

Multe probleme de numărare nu pot fi rezolvate cu metodele
prezentate până acum.

Exemple:
1 Câte şiruri de biţi de lungime n nu conţin două zerouri

consecutive?
2 În câte feluri se pot aloca 7 lucrări la 3 angajaţi astfel ı̂ncât

fiecare angajat să primească cel puţin o lucrare?

Scopul părţii a 2-a a cursului: prezentarea unor tehnici mai
avansate de numărare:

Relaţii de recurenţă
Rezolvarea relaţiilor de recurenţă liniară
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Exemple:
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2 În câte feluri se pot aloca 7 lucrări la 3 angajaţi astfel ı̂ncât
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Relaţii de recurenţă
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Relaţii de recurenţă

Exemplu

Numărul bacteriilor din o colonie se dublează ı̂n fiecare oră. Dacă
ı̂ntr-o colonie sunt iniţial 5 bacterii, câte vor fi după n ore?
Răspuns. Fie an numărul de bacterii după n ore.

a0 = 5 (cunoştinţe iniţiale)

an = 2 · an−1 pentru n > 0 (evoluţie)

O relaţie de recurenţă pentru secvenţa {an} este o ecuaţie care
exprimă an ı̂n funcţie de 0 sau mai mulţi termeni precedenţi
a0, a1, . . . , an−1 ai secvenţei, pentru toţi n ≥ n0, unde n0 ≥ 0.

O soluţie a relaţiei de recurenţă este o formulă de calcul direct
a lui an din n, care satisface relaţia de recurenţă.

Vor fi prezentate tehnici de rezolvare a unor tipuri importante de
relaţii de recurenţă.

Teoria Grafurilor şi Combinatorică
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Numărul bacteriilor din o colonie se dublează ı̂n fiecare oră. Dacă
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relaţii de recurenţă.
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Relaţii de recurenţă
Exemple

a0 = 3, a1 = 5, an = an−1 − an−2 pentru n ≥ 2.
Toate elementele lui {an} pot fi calculate recursiv:

a2 = a1 − a0 = 5− 3 = 2

a3 = a2 − a1 = 2− 5 = −3

. . .

Putem găsi o formulă generală de calcul direct a lui an ı̂n
funcţie de n?
a0 = 0, a1 = 3, an = 2 · an−1 − an−2 pentru n ≥ 2. Toate
elementele lui {an} pot fi calculate recursiv:

a2 = 2 a1 − a0 = 6

a3 = 2 a2 − a1 = 9

. . .

Se poate demonstra prin inducţie că an = 3 n pentru toţi
n ≥ 0.
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Exemplu: iepuri şi numere Fibonacci

O pereche tânără de iepuri ı̂ncepe să se ı̂nmulţească la vârsta de 2 luni,

dând naştere lunar la o pereche de iepuri. Se presupune că o pereche de

iepuri cu vârsta de 0 luni este adusă pe o insulă. Să se determine o

relaţie de recurenţă pentru numărul de iepuri de pe insulă după n luni.

f1 = 1, f2 = 1, fn = fn−1 + fn−2 if n ≥ 2.
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Exemplu: Turnul din Hanoi

Să se mute toate discurile pe axul 2 ı̂n ordinea mărimii lor, cu
discul cel mai mare aşezat dedesubt.

Discurile pot fi mutate unul câte unul de pe un ax pe altul cu
condiţia ca niciodată să nu se pună un disc peste unul mai
mic.

Întrebare: Care este numărul minim de mutări necesare
pentru a rezolva problema turnului din Hanoi cu n discuri?
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuare)

Răspuns: Fie Hn nr. minim de mutări necesare pentru a pune
n discuri ı̂n ordinea mărimii, de pe un ax pe altul.

Pentru a pune cel mai mare disc la baza axului 2, va trebui
mai ı̂ntâi să mutăm n− 1 discuri mai mici de pe axul 1 pe axul
3. Nr. minim de mutări pentru a face acest lucru este Hn−1.
După ce am pus cel mai mare disc de pe axul 1 pe axul 2,
putem efectua Hn−1 mutări pentru a muta discurile de pe axul
3 pe axul 2.

ax 1 ax 2 ax 3

⇒ Hn = Hn−1 + 1 +Hn−1 = 2Hn−1 + 1. Se observă că H1 = 1.
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n discuri ı̂n ordinea mărimii, de pe un ax pe altul.

Pentru a pune cel mai mare disc la baza axului 2, va trebui
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Exemplu: Turnul din Hanoi (continuat)

Putem aplica o metodă iterativă de aflare a unei formule de
calcul pentru Hn direct din n atunci când n > 1:

Hn = 2Hn−1 + 1

= 2(2Hn−2 + 1) + 1 = 22 Hn−2 + 2 + 1

= 22(2Hn−3 + 1) + 2 + 1 = 23 Hn−3 + 22 + 2 + 1

...

= 2n−1H1 + 2n−2 + . . . + 2 + 1

= 2n−1 + 2n−2 + . . . + 2 + 1

=
2n − 1

2− 1
= 2n − 1
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Exemplu: Şiruri speciale de biţi

Să se găsească o relaţie de recurenţă şi condiţiile iniţiale pentru

numărul de şiruri de biţi de lungime n care nu au două zerouri

consecutive. Câte astfel de şiruri de lungime 5 există?

A: Avem de numărat a două lucruri distincte:
1 Şirurile de n-biţi fără 2 zerouri consec., care se termină cu 1:
2 Şirurile de n biţi fără 2 zerouri consec. care se termină cu 0:

Nr. şiruri de lungime n fără

00:

Se termină cu 1: Orice şir de lungime n − 1 fără 00 1 an−1

Se termină cu 0: Orice şir de lungime n− 2 fără
00

1 0 an−2

Total: an = an−1 + an−2
Şirurile cu lungimea 1 sunt 0 and 1 ⇒ a1 = 2, iar şirurile cu lungimea 2 fără 00 sunt

01, 10, 11⇒ a2 = 3.
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Exemplu: Şiruri speciale de biţi (continuare)

Numărul an de şiruri de biţi de lungime n fără 00 satisface relaţia
de recurenţă

a1 = 2, a2 = 3, an = an−1 + an−2 dacă n ≥ 2.

⇒ a3 = a1 + a2 = 2 + 3 = 5

⇒ a4 = a2 + a3 = 3 + 5 = 8

⇒ a5 = a3 + a4 = 5 + 8 = 13.
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Relaţii de recurenţă liniară

O relaţie omogenă de recurenţă liniară de gradul k cu
coeficienţi constanţi este o relaţie de forma

an = c1 an−1 + c2 an−2 + . . . + ck an−k ,

unde c1, c2, . . . , ck ∈ R şi ck 6= 0.

Dacă se cunosc cele k condiţii iniţiale

a0 = C0, a1 = C1, . . . , ak−1 = Ck−1,

atunci se poate calcula recursiv an pentru toţi n ≥ k .

Exemplu (Relaţii de recurenţă liniară)

{fn} unde f0 = f1 = 1, şi fn = fn−1 + fn−2 dacă n > 1.

{Pn} unde P0 = 1, şi Pn = 1.11Pn−1 dacă n > 0.

Exemplu (Relaţii de recurenţă neliniară)

a0 = 1, a1 = 1, an = a2
n−1 + an−2 pentru toţi n > 1.
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Relaţii de recurenţă liniară

Apar frecvent ı̂n procesul de modelare a problemelor.

Se poate determina o formulă care calculează an direct din n.

Ecuaţie caracteristică.

Ecuaţia caracteristică a unei recurenţe liniare

an = c1 an−1 + c2 ak−2 + . . . + ck an−k

este rk − c1 r
k−1 − c2 r

k−2 − . . .− ck = 0.

Această ecuaţie are t rădăcini complexe r1, r2, . . . , rt cu
multiplicităţile m1, . . . ,mt , astfel ı̂ncât m1 + m2 + . . . + mt = k.
Acest lucru ı̂nseamnă că

rk − c1 r
k−1 − c2 r

k−2 − . . .− ck =

(r − r1)m1 · (r − r2)m2 · . . . · (r − rt)
mt .
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Metode de rezolvare a ecuaţiilor caracteristice

rk − c1 · rk−1 − c2 r
k−2 − . . .− ck = 0.

Pentru k = 2 avem r2 − c1 r − c2 = 0 are rădăcinile

r1,2 =
c1 ±

√
c2

1 + 4 · c2

2
.

I Dacă c2
1 + 4 · c2 = 0, ecuaţia are o rădăcina r1 = c1

2 cu
multiplicitatea m1 = 2.

I Dacă c2
1 + 4 · c2 6= 0, ecuaţia are 2 rădăcini (posibil complexe)

r1, r2 cu multiplicităţile m1 = m2 = 1.

Se cunosc formule de calcul cu radicali doar pentru ecuaţii de
grad n ∈ {2, 3, 4}.
Dacă c1, . . . , ck ∈ Q, avem o metodă de găsire a rădăcinilor
raţionale (vezi slide-ul următor).
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Criteriu de găsire a rădăcinilor raţionale

rk − c1 r
k−1 − c2 r

k−2
2 − . . .− ck = 0, c1, c2, . . . , ck ∈ Q.

Eliminăm numitorii din coeficienţi ı̂nmulţind ecuaţia cu cel
mai mic multiplu comun al numitorilor acestora. De exemplu:

r3 +
1

6
r2 − 14

9
r +

2

3
= 0 | · 18

⇒ 18 r3 + 3 r2 − 28 r + 12 = 0

Dacă p
q este rădăcină cu gcd(p, q) = 1 atunci

p divide termenul liber, iar q divide coeficientul lui rn.

În exemplul nostru, p|12 şi q|18, deci
p ∈ {±12,±6,±4,±3,±2,±1},
q ∈ {±18,±9,±6,±3,±2,±1}.
Putem scrie un program care verifică toate combinaţiile ⇒
rădăcinile raţionale r1 = −3

2 cu m1 = 1 şi r2 = 2
3 cu m2 = 2,

deci r3 + 1
6 r

2 − 14
9 r + 2

3 = (r + 3
2 ) · (r − 2

3 )2.
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Rezolvarea recurenţelor liniare

Se consideră relaţia de recurenţă

an = c1 an−1 + c2 an−2 + . . . + ck an−k , a0 = C0, . . . , ak−1 = Ck−1.

Dacă ecuaţia caracteristică are rădăcinile r1, . . . , rt cu multiplicităţile
m1, . . . ,mt , atunci

an =p1(n) rn1 + p2(n) rn2 + . . . + pt(n) rnt

unde fiecare pi (n) este un polinom ı̂n n cu grad mai mic ca mi , adică

pi (n) = bi,0 · nmi−1 + bi,1 · nmi−2 + . . . + bi,mi−1.

Valorile coeficienţilor bi,j se determină din condiţiile iniţiale

a0 = C0, . . . , ak−1 = Ck−1.
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Relaţii de recurenţă liniară
Exemple

Să se afle soluţiile relaţiei de recurenţă

an = −3 an−1 − 3 an−2 − an−3

care satisface condiţiile iniţiale a0 = 1, a1 = −2, şi a2 = −1.

Răspuns. Ecuaţia caracteristică a relaţiei de recurenţă este
r3 + 3r2 + 3r + 1 = 0, adică (r + 1)3 = 0, care are singura
rădăcină r = −1 cu multiplicitatea 3.

⇒ an = (An2 + B n + C ) · (−1)n.

Mai avem de aflat coeficienţii A,B,C folosind informaţiile
despre condiţiile iniţiale:

a0 = 1 = C
a1 = −2 = −A− B − C
a2 = −1 = 4A + 2B + C

⇒


C = 1
B = 3
A = −2

⇒ an = (1 + 3 n − 2 n2)(−1)n.
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Răspuns. Ecuaţia caracteristică a relaţiei de recurenţă este
r3 + 3r2 + 3r + 1 = 0, adică (r + 1)3 = 0, care are singura
rădăcină r = −1 cu multiplicitatea 3.

⇒ an = (An2 + B n + C ) · (−1)n.

Mai avem de aflat coeficienţii A,B,C folosind informaţiile
despre condiţiile iniţiale:

a0 = 1 = C
a1 = −2 = −A− B − C
a2 = −1 = 4A + 2B + C

⇒


C = 1
B = 3
A = −2

⇒ an = (1 + 3 n − 2 n2)(−1)n.
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Recurenţe liniare neomogene cu coeficienţi constanţi

Definiţie

O relaţie de recurenţă liniară neomogenă cu coeficienţi constanţi este

an = c1 an−1 + c2 an−2 + . . . + ck an−k + F (n),

unde c1, . . . , ck ∈ R şi F (n) este o funcţie diferită de funcţia constantă 0,
care depinde doar de n. Recurenţa liniară

an = c1 an−1 + c2 an−2 + . . . + ck an−k

se numeşte relaţia omogenă asociată.

Exemple

1 an = an−1 + 2n este o recurenţă neomogenă.
Relaţia omogenă asociată este an = an−1.

2 an = an−1 + an−2 + n2 + n + 1 este o recurenţă neomogenă.
Relaţia omogenă asociată este an = an−1 + an−2.
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Recurenţe liniare neomogene cu coeficienţi constanţi

Dacă {a(p)
n } este o soluţie particulară a recurenţei

an = c1 an−1 + c2 an−2 + . . . + ck an−k + F (n),

atunci orice altă soluţie este de forma {a(p)
n + a

(h)
n }, unde {a(h)

n }
este o soluţie a recurenţei omogene asociate

an = c1 an−1 + c2 an−2 + . . . + ck an−k .

Observaţii:

I Ştim cum să calculăm {a(h)
n }.

I Cum putem afla o soluţie particulară {a(p)
n }?
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Recurenţe liniare neomogene cu coeficienţi constanţi
Aflarea unei soluţii particulare

Dacă F (n) = q(n) sn cu s ∈ R şi q(n) un polinom de gradul t ı̂n n,
atunci

1 Dacă s nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice a recurenţei
liniare omogene asociate, atunci există o soluţie particulară

a
(p)
n = p(n) sn cu p(n) polinom de grad cel mult t ı̂n n.

2 Dacă s este o rădăcină cu multiplicitatea m a recurenţei
liniare omogene asociate, atunci există o soluţie particulară

a
(p)
n = nm · p(n) sn cu p(n) polinom de grad cel mult t ı̂n n.
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Recurenţe liniare neomogene cu coeficienţi constanţi
Exemplul 1

Să se afle soluţia generală a recurenţei liniare neomogene

an = 6 an−1 − 9 an−2 + n2 · 2n︸ ︷︷ ︸
F (n)

Răspuns: Recurenţa liniară omogenă asociată este
an = 6 an−1 − 9 an−2. Ecuaţia ei caracteristică este r2 − 6 r + 9 = 0, care
are o singură rădăcină, r = 3, cu multiplicitatea 2.

⇒ soluţia părţii omogene este a
(h)
n = (b1 n + b0) 3n.

F (n) este de forma q(n) sn unde q(n) este un polinom de gradul t = 2, şi
s = 2 nu este rădăcină a ecuaţiei caracteristice a recurenţei omogene

asociate ⇒ o soluţie particulară este a
(p)
n = (An2 + B n + C ) 2n.

Din a
(p)
n = 6 a

(p)
n−1 − 9 a

(p)
n−2 + n2 · 2n obţinem

(An2 + B n + C ) 2n = 6 (A (n − 1)2 + B (n − 1) + C ) 2n−1

− 9 (A (n − 2)2 + B (n − 2) + C ) 2n−2 + n2 · 2n

de unde rezultă 2n−2((A− 4) · n2 + (B − 12A) · n + C − 6B + 24A) = 0
⇒ C = 192,B = 48,A = 4

⇒ an = a
(p)
n + a

(h)
n = (4 n2 + 48 n + 192) 2n + (b1 n + b0) 3n.
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(An2 + B n + C ) 2n = 6 (A (n − 1)2 + B (n − 1) + C ) 2n−1

− 9 (A (n − 2)2 + B (n − 2) + C ) 2n−2 + n2 · 2n
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de unde rezultă 2n−2((A− 4) · n2 + (B − 12A) · n + C − 6B + 24A) = 0
⇒ C = 192,B = 48,A = 4

⇒ an = a
(p)
n + a

(h)
n = (4 n2 + 48 n + 192) 2n + (b1 n + b0) 3n.

Teoria Grafurilor şi Combinatorică
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Recurenţe liniare neomogene cu coeficienţi constanţi
Exemplul 2

Să se afle soluţia generală a recurenţei liniare neomogene an = an−1 + n
care satisface condiţia iniţială a1 = 1.

Răspuns: Recurenţa liniară omogenă asociată lui an este an = an−1.
Ecuaţia caracteristică este r − 1 = 0, deci soluţia ei este de forma

a
(h)
n = c · 1n = c unde c ∈ R.

Partea neliniară este F (n) = Q(n) sn unde Q(n) = n şi s = 1 este
rădăcină cu multiplicitatea 1 a ecuaţiei caracteristice a recurenţei liniare

omogene asociate ⇒ a
(p)
n = n · (An + B) · 1n = An2 + B n.

Pentru a afla A şi B, ţinem cont de faptul că a
(p)
n = a

(p)
n−1 + n, adică

An2 + B n = A (n − 1)2 + B (n − 1) + n

= A (n2 − 2 n + 1) + B (n − 1) + n

Aceasta implică (2A− 1) · n + (B − A) = 0, deci A = B = 1
2 . Rezultă că

a
(p)
n = n2

2 + n
2 = n(n+1)

2 .

Rezultă că an = a
(p)
n + a

(h)
n = c + n(n+1)

2 . Ştim şi că

1 = a1 = c + 1·2
2 = c + 1, deci c = 0. Prin urmare an = n(n+1)

2 .
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Să se afle soluţia generală a recurenţei liniare neomogene an = an−1 + n
care satisface condiţia iniţială a1 = 1.
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omogene asociate ⇒ a
(p)
n = n · (An + B) · 1n = An2 + B n.

Pentru a afla A şi B, ţinem cont de faptul că a
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Aceasta implică (2A− 1) · n + (B − A) = 0, deci A = B = 1
2 . Rezultă că

a
(p)
n = n2

2 + n
2 = n(n+1)

2 .

Rezultă că an = a
(p)
n + a

(h)
n = c + n(n+1)

2 . Ştim şi că

1 = a1 = c + 1·2
2 = c + 1, deci c = 0. Prin urmare an = n(n+1)

2 .
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Recurenţe liniare neomogene cu coeficienţi constanţi
Exemplul 2

Să se afle soluţia generală a recurenţei liniare neomogene an = an−1 + n
care satisface condiţia iniţială a1 = 1.

Răspuns: Recurenţa liniară omogenă asociată lui an este an = an−1.
Ecuaţia caracteristică este r − 1 = 0, deci soluţia ei este de forma

a
(h)
n = c · 1n = c unde c ∈ R.

Partea neliniară este F (n) = Q(n) sn unde Q(n) = n şi s = 1 este
rădăcină cu multiplicitatea 1 a ecuaţiei caracteristice a recurenţei liniare

omogene asociate ⇒ a
(p)
n = n · (An + B) · 1n = An2 + B n.

Pentru a afla A şi B, ţinem cont de faptul că a
(p)
n = a

(p)
n−1 + n, adică

An2 + B n = A (n − 1)2 + B (n − 1) + n

= A (n2 − 2 n + 1) + B (n − 1) + n

Aceasta implică (2A− 1) · n + (B − A) = 0, deci A = B = 1
2 . Rezultă că

a
(p)
n = n2

2 + n
2 = n(n+1)

2 .

Rezultă că an = a
(p)
n + a

(h)
n = c + n(n+1)

2 . Ştim şi că

1 = a1 = c + 1·2
2 = c + 1, deci c = 0. Prin urmare an = n(n+1)

2 .
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