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1.5 Tehnici avansate de numarare

Multe probleme de numarare nu pot fi rezolvate doar cu tehnicile prezen-
tate pana acum: regula sumei, regula produsului, si principiul incluziunii
si excluziunii. O astfel de problema este: In cate siruri de m bifi nu apare
subgirul 117 Aceastd problema poate fi rezolvata gandind recursiv: fie a,
numarul sirurilor de n biti in care nu apare 11. Vom vedea ca se poate
justifica ca secventa {a,} satisface relatia de recurenta a,, = a,—1 + an—2 si
congli‘giile initiale a1 = 2, as = 3.
folosita pentru a calcula progresiv toata secventa de numere aq,as,as, ...
Mai mult, vom vedea ca unele tipuri de relatii de recurenta permit gasirea
unei formule de calcul explicit al lui a,, din n, fara a fi necesar sa calculam
toate valorile precedente a;, i < n.

In aceast sectiune argumentam ca relatiile de recurenta apar frecvent
in modelarea problemelor de numarare. Sunt prezentate

1. Tehnici de rationament combinatorial care faciliteaza modelarea pro-
blemelor de numarare cu relatii de recurenta.

2. Metode de rezolvare a doua clase importante de relatii de recurenta:
(a) recurente liniare omogene cu coeficienti constanti, si (b) recurente
liniare neomogene cu coeficienti constanti, in care termenul neliniar
F(n) este de forma p(n) - s™ cu p un polinom in n gi s € R.

1.5.1 Relatii de recurenta

O secventa este o structura de date discreta care se folosegte pentru a repre-
zenta o lista ordonata de termeni. De exemplu, 2,3, 5,7,11 este o secventa
de cinci numere, iar 1,2,4,8,...,2™ ... este o secventa infinita.

O secventa este o functie de la o multime de intregi (de obicei N sau
multimea {1,2,3,...}) la o multime S. Se folosesc notatii precum a, (o
litera cu indicele n) pentru a denota valoarea functiei respective pentru
intregul n. a, este un termen al secventei respective.

Vom folosi notatia {an}n>; pentru a ne referi la secventa de termeni

Ay Q41,5 Q42 - - -

. 9 n .
De exemplu, {a,}n>1 este secventa ay,ag, ... iar daca a, = 77 atunci
{an}n>1 este secventa de numere
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O relatie de recurenta pentru secventa {a,},>r este o o ecuatie care
defineste valoarea lui a,, In functie de unu sau mai multi termeni precedenti,
adica din multimea {ay, ax_1,...,a,—1} pentru toti termenii a,, cu n > ny,
unde ng > k este un numar intreg.

Conditiile initiale ale unei secvente definite cu o relatie de recurenta spe-
cifica termenii care preced primul termen definit de relatia de recurenta. O
relatie de recurenta cu conditii initiale permite calculul progresiv al tuturor
termenilor din secventa.

Exemplul 1. Secventa lui Fibonacci este {fn}n>1 cu conditiile initiale
f1 = fo = 1 si relatia de recurenta f,, = frn—1 + fn_2 pentru n > 2. Orice
termen f,, n > 3 se poate calcula progresiv, De exemplu, termenul fg se
poate calcula astfel:

f3 =fot+tfi=14+1=2,
fi =fz+fo=24+1=3,
fs =fi+fz=3+2=5,
fe =f+f1=5+3=8. O

Probleme modelate cu relatii de recurenta

Numeroase probleme de numarare se pot rezolva descoperind o relatie de
recurenta pentru numerele cautate. Descoperirea se poate face adesea cu
regulile de baza ale rationamenului combinatorial: regula sumei, regula pro-
dusului, si principiul incluziunii si excluziunii. Exemplele urmatoare ilus-
treaza rationamente de acest tip.

Exemplul 2 (Turnul din Hanoi). Turnul din Hanoi este un joc popular
inventat In secolul XIX de catre matematicianul francez Lucas, si consta
din trei axe verticale pe care se pun discuri de marimi diferite. Initial, toate
discurile sunt puse pe axa 1, in ordinea descrescatoare a marimilor, cu discul
cel mai mare jos, ca in figura de mai jos:

axa 1 axa 2 axa 3

Jocul permite un singur tip de operatie: sa se mute discul cel mai de sus de
pe o axa pe o altda axa, cu conditia ca discul mutat sa nu fie pus peste un
disc mai mic. Se urmaregte mutarea tuturor discurilor de pe axa 1 pe a axa
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2. Care este numéarul minim de mutéri pentru a realiza acest obiectiv?

Fie H,, numarul minim de mutari care realizeaza mutarea tuturor discurilor
de pe axa 1 pe axa 2. Este evident ca H; = 1. Daca n > 1, suntem
constrangi sa procedam in trei pasi:

1. Mutam primele n — 1 discuri de pe axa 1 pe axa 3 folosind axa 2 ca
intermediar, si obtinem

H,,_1 mutari

axa 1 axa 2 axa 3
Numarul minim de mutari pentru pentru acest pas este H,_1.

2. Mutam singurul disc ramas de pe axa 1 pe axa 2, si obtinem

1 mutare
—

axa 1 axa 2 axa 3

3. Mutam cele n — 1 discuri de pe axa 3 pe axa 2 folosind axa 1 ca
intermediar, si obtinem

H,,_1 mutari il
|
— ST
U
J I
4 L
d - L
] j —
axa 1 axa 2 axa 3

Numarul minim de mutari pentru pentru acest pas este H, _1.

Insuméand numerele de operatii efectuate In cei trei pagi, obtinem relatia de
recurenta H, = H,—1 + 1+ H,_;. Deci pentru secventa {H),},>1 obtinem
relatia de recurenta H, = 2 H,,_1 + 1 cu conditia initiala H; = 1. O

Exemplul 3. O colonie de bacterii se dubleaza in fiecare ora. Daca colonia
are initial 5 bacterii, cate bacterii va avea colonia dupa n ore?

RAsPUNS: Fie b, numarul de bacterii din colonie dupa n ore. Initial, adica
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dupa 0 ore, avem by = 5 bacterii. Daca n > 0 atunci b, = 2 - b,_1. Deci
pentru secventa {b,},>0 am obtinut relatia de recurenta b, = 2 - b,_; cu
conditia initiala by = 5. O

Exemplul 4. Cate siruri de n biti nu contin subsirul 117

RAsPUNS: Fie secventa {an}n>1 unde a,, este numarul de siruri de n biti
care nu contin subsirul 11. Este evident ca a; = 2 si ao = 3. Daca n > 2,
fie s un gir de n biti care nu contine subgirul 11. Distingem doua cazuri:

1. s incepe cu bitul 0. In acest caz, s este un gir de forma

0 orice sir de n — 1 biti in care yunilér de posibilitati:
—

nu apare 11

2. s incepe cu bitul 1. In acest caz, s este un sir de forma

10 orice sir de n — 2 biti in care aNurgér de posibilitati:
nu apare 11 "

Conform regulii sumei, a,, = ap—1 + ap—2. Deci {ay}n>1 satisface relatia de
recurenta a, = a,—1 + an—o cu conditiile initiale a; = 2, as = 3. O
Exemplul 5. Cate giruri de n > 1 litere din multimea {a,b,c} nu contin
doua caractere consecutive identice?

RAspuUNs: Fie {a,}n>1 secventa de termeni a,, care reprezinta numarul de
siruri de n caractere din {a,b,c} fara caractere consecutive identice. Este

evident ca a; = 3. Dacd n > 2, fie s un sir de n caractere din {a,b, c} fara
caractere consecutive identice. Atunci s = ¢s’ unde

1. s este un gir de n — 1 caractere din {a,b, c} fard caractere consecutive
identice. Sirul s’ poate fi selectat in a,,_1 feluri.

2. ¢ € {a,b,c}—{c1} unde ¢; este primul caracter al sirului s’. Caracterul
c poate fi selectat in 3 — 1 = 2 feluri.

Conform regulii produsului a,, = 2 - ap—1. Am obtinut relatia de recurenta
an = 2an,—1 cu conditia initiala a; = 3. O

Exemplul 6. Fie {b,},>1 secventa in care b,, este numarul de feluri in care
poate fi pavata suprafata 2 x n ilustratda mai jos cu pavele 2 x 2 gi 2 x 1:

= _o.H

S S
pavele suprafata 2 x n
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Care sunt valorile lui by, by si b57

RASPUNS: Putem presupune, fara si pierdem din generalitate, cd pavarea
se face de la stanga la dreapta. Pentru n = 1 putem pava doar cu pavela
2 x 1, deci by = 1. Daca n = 2, putem pava suprafata 2 x 2 in 2 feluri: cu
doua pavele 2 x 1 sau cu o pavela 2 x 2, deci by = 2.

Daca n > 2, avem doar 2 posibilitati: sa incepem cu o pavela 2 x 2, sau
sa Incepem cu o pavela 2 x 1. Daca incepem cu pavela 2 x 2

suprafatd 2 x (n — 2)

avem b,,_o posibilitati sa terminam pavarea, iar daca incepem cu pavela 2 x 1

suprafata 2 x (n — 1)

avem b, 1 posibilitati si terminam pavarea. Aplicand regula sumei, obtinem
relatia de recurenta b, = b,_1 + b,—2 cu conditiile initiale by = 1, by = 2.
Rezulta ca

b3 = bo+b1=2+1=3,

by = bg+by=3+2=05,

bs = by+b3=5+3=8. O

Exemplul 7. Spunem ca un sgir de cifre zecimale este un cuvant de cod
valid daca contine cifra 0 de un numar par de ori. De exemplu 10987032 si
123 sunt cuvinte de cod valide, dar 109870302 nu este. Fie a,, numarul de
siruri de n cifre zecimale care sunt cuvinte de cod valide. Gasiti o relatie de
recurenta pentru secventa {an }n>1.

RASPUNS. Fie A, multimea cuvintelor de cod valide formate din n cifre
zecimale, gi C), multimea sirurilor de n cifre zecimale. Conform regulii pro-
dusului, |C] = 10™. Se observa ca a; = 9 fiindca multimea cuvintelor de cod
valide de lungime 1 are noua elemente: 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Dacan > 1si s
este un cuvant de cod de cod valid cu n cifre zecimale, distingem 2 cazuri:

1. s =05 cu s € C,_1 — A,_1. Conform principiului incluziunii si
excluziunii, acest caz se poate realiza in 10"~! — a,,_; feluri.

2. s =cs cuce {1,23,4,56,7,8,9} si & € A,_;. Conform regulii
produsului, acest caz se poate realiza in 9 a,_1 feluri.

Conform regulii sumei, obtinem relatia de recurenta a, = 10"~ ! — a,_1 +
9a,_1 = 10""! +8a,_; cu conditia initiald a; = 9. O
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Exemplul 8 (numere catalane). Fie ), numarul de posibilitati de a
adauga paranteze la produsul de numere xg-x1-x3-. .. T, pentru a determina
ordinea efectudrii inmultirilor. De exemplu, C'5 = 5 fiindca sunt 5 posibilitati
de a adauga paranteze la produsul zq - z1 - 3 - 3 pentru a determina ordinea
efectuarii inmultirilor:

((xo-z1) -22) 23 (w0 (21 -72)) 73 (20 21) " (T2 - 73)
zo - ((v1-22) - 23) @0+ (21 (72 73))

Gasiti o relatie de recurenta pentru calculul lui C),. Ce valoare are Cy?

RAsPUNS: Este evident ca Cy = C; = 1. xg-x1 23 ... T, contine n
operatii de Inmultire si putem alege pe oricare din ele pentru a fi ultima
efectuata, De exemplu, in ((zg- 1) - x2) - x3 ultima inmultire este a treia, iar
in (zg - 21) - (z2 - x3) ultima inmultire este a doua. Deci sunt n posibilitati
de a alege ultima inmultire efectuata. In cazul k (cand ultima inmultire
efecturata este a k-a), avem de detrminat ordinea efectuarii inmultirilor

pentru xg - ... Tp_1 sl pentru T - ... Ty:
(oo xp1) (T ooy )
N—— e e

Cl 1 posibilitati C'y— 1 posibilitati

Conform regulii produsului, cazul k se poate realiza in Cy_q - C),_ feluri,
Conform regulii sumei, pentru cele n cazuri rezulta relatia de recurenta

Cn = Z Ckfl : Cnfk
k=1

cu conditiile initiale Cy = 1 si C7 = 1. Cu aceasta recurenta putem calcula
Cy = Co-C1+C-Cy=2,

C3 = Cy-Co+C-C1+0Cy-Chp=241+4+2=05,

Cy = Cop-C3+C-Co+Cy-C14+C3-Co=5+2+2+5=14. [l

Exercitiul 9. Presupunem ca avem bancnote de 1 leu, 3 lei si 5 lei.
1. Folositi un rationament combinatorial ca sa aflati in cate feluri poate
fi platita suma de n lei cu bancnote de acest fel.
2. In cate feluri se pot plati 12 lei cu bancnote de 2, 3 si 5 lei?
RASPUNS:

1. Fie a, numarul de posibilitati de a plati n lei cu bancnote de 2 lei; b,
numarul de posibilitati de a plati n lei cu bancnote de 2 sau 3 lei; si
¢, numarul de posibilitati de a plati n lei cu bancnote de 2, 3 gi 5 lei.

Ni se cere sa gasim o formula de calcul pentru ¢,. Observam ca
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. a — 1 daca n este multiplu de 2 (inclusiv 0),
"1 0 in caz contrar.

e Pentru calculul lui b,, distingem 2 cazuri:

(a) Folosim o bancnota de 3 lei. Acest caz este posibil doar daca
n > 3, si mai raman de platit n — 3 lei in unul din b,,_3 feluri.

(b) Nu folosim bancnote de 3 lei, deci folosim doar banncnote de
2 lei si putem face plata in a,, feluri.

Conform regulii sumei

A daca n < 3,
" ay, +bnp—3 daca n > 3.

e Si pentru calculul lui ¢, distingem 2 cazuri:

(a) Folosim o bancnota de 5 lei. Acest caz este posibil doar daca
n > 5, gi mai raman de platit n — 5 lei in unul din ¢,,_3 feluri.

(b) Nu folosim bancnote de 5 lei, deci folosim doar banncnote de
2 gi 3 lei gi putem face plata in b, feluri.

Conform regulii sumei

o bn, daca n < 5,
"1 b, +cp_5 dacan>5.

2. cio= bia+cr=(a12+by)+ (by+c2) =1+bg+ by + by

= 1+ (ag+0bs)+ (a7 +bg) +az =2+ (az + b3) + (ag + b1)
= 24 04+a3+by)+(1+a1)=24a9+1=4.

Formule inchise

O solutie pentru o relatie de recurenta cu conditii initiale a unei secvente
{an}n>k este o formuld explicita a lui a, in functie de n care satisface
conditiile initiale gi relatia de recurenta. O astfel de solutie se numeste
formula inchisa a relatiei de recurenta.

De exemplu, a, = 3 -n pentru toti n € N este o formula inchisa pentru
relatia de recurenta cu conditiile initiale

ap=0,a1=3, ap=2-ap_1 —ap_o dacan >1

fiindca
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» 3-0=0=ap, 3-1=3=ay, deci conditiile initiale sunt satisficute de
formula inchisa.

» daca inlocuim a,, cu 3-n in relatia de recurenta obtinem 2-a,,_1—a,_o =
2-3-(n—1)—=3-(n—2) =3-n = ay, deci formula inchisa satisface si
relatia de recurenta.

De obicei, formulele inchise permit un calcul mult mai rapid al lui a,, decat
calculul progresiv al tuturor valorilor ag, & < n cu relatia de recurenta. De
exemplu, calculul lui a,, din secventa {a, }n>0 definita de relatia de recurenta

ap=0,a1=3, ap =2 ap_1 —apn_o dacan >1
necesita

e n — 2 inmultiri i n — 2 scaderi daca se calculeaza progresiv

a3 =2-a2 —QAly...,0p =2 Qp_1 — Gp_2.

e O singura inmultire daca se folosegte formula inchisa a, = 3 - n.

Din acest motiv, este important sa invatam metode de rezolvare a relatiilor
de recurenta cu conditii initiale.

Uneori, o formula inchisa poate fi ghicita dupa ce se calculeaza cativa
termeni ai secventei. De exemplu, daca calculam termenii Hjs, Hy, H5 ai
secventei {Hy,}n>1 pentru turnul din Hanoi, definita de H; = 1 §i H,, =
2-H, 1+ 1dacan > 1, observam ca

Hy=2-H+1=2-1+1=3=2%-1,
Hy=2 -Hy+1=2-3+1=7=23-1,
Hi=2-Hy+1=2-7T+1=15=2*—1

si putem ghici ca H, = 2" — 1. Apoi putem verifica daca formula ghicita
este solutie a relatiei de recurenta si a conditiilor initiale.

Aceasta metoda de rezolvare are dezavantajul ca se bazeaza pe capaci-
tatea de a ghici o solutie. Din fericire, exista clase importante de relatii de
recurenta pe care stim cum sa le rezolvam fara a trebui sa ghicim.

In restul acestei subsectiuni sunt prezentate metodele de rezolvare pen-
tru doua clase importante de relatii de recurenta: (1) relatii de recurenta
liniard omogena si (2) relatii de recurenta liniara neomogena. Pentru mai
multe detalii despre metodele de rezolvare a relatiilor de recurenta liniara,
recomandam sa se citeasca sectiunea 8.2 din [10].
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Rezolvarea relatiilor de recurenta liniara omogena

O relatie de recurentd liniard omogend de gradul k cu coeficienti constanti
este o relatie de recurenta de forma

ap =C1Ap—1 +C20p—2 + ...+ Ck Qp_k (1.19)

Cuc1,C,...,ck ERglcp #0

Relatia de recurenta este liniara fiindca a, este o suma de produse de
termeni precedenti inmultiti cu coeficienti care sunt functii de n, la care se
poate aduna un coeficient care este o functie de n. Recurenta este omogena
fiindca nu contine termeni care sa nu fie multipli de termeni precedenti.
Gradul recurentei este k atunci cand a,,_j, este termenul cu indicele cel mai
mic de care depinde valoarea lui a,. Recurenta are coeficienti constanti
fiindca toti coeficientii termenilor precedenti sunt numere reale.

De exemplu a, = 3a,-1 — 7Ta,_o este o relatie de recurenta liniara
omogeni cu coeficienti constanti, dar a,, = 2a,_1 +a2_, nu este liniara, iar
an = ap—1 + 1 nu este omogena.

Se observa usor ca, pentru a putea calcula termenii unei secvente {ay, }n>0
definita de relatia de recurenta (1.19), trebuie sa cunoagem k conditii initiale:

ag=Cy,a1 =C4,...,ap_1 = Cr_1.
Acest tip de relatii de recurenta este studiat din doua motive:
1. apare frecvent in modelarea problemelor, si
2. se poate rezolva usor.

Ecuatia caracteristica a relatiei de recurenta (1.19) este

kel -~ =0, (1.20)
Fie rq,...,r; radacinile distincte ale ecuatiei caracteristice
rk—clrkfl —...—c; =0

a unei relatii de recurenta liniard omogena cu coeficienti constanti pentru
secventa {an }n>0 si m1, ma, ..., m; multiplicitatile acestora. Orice solutie
a acestei relatii de recurenta este de forma

an =p1(n)ry +p2(n)ry + ...+ p(n)ry

unde, pentru 1 < i < ¢, p;(n) este un polinom in n cu coeficienti reali, de
grad mai mic ca m;.
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Exemplul 10. Sa se rezolve relatia de recurenta a, = 3a,-1 — 2a,_2 cu
conditiile initiale ag = 7, a1 = 5.

RASPUNS: Aceasta este o relatie de recurenta liniard omogena cu coeficienti
constanti. Ecuatia caracteristici a acesteia este 72 — 37 + 2 = 0, care are
radicinile distincte r1 = (3 — v/1)/2 = 1 5i 72 = (3 + V1)/2 = 2 cu mul-
tiplicitatile m; = 1, mo = 1. Rezulta ca solutia acestei recurente este
an = p1(n) r + p2(n) ry cu pi1(n), p2(n) polinoame de grad 1 —1 = 0 (adica
constante), deci a, = a-1"+b-2" = a+ b-2" unde a,b € R. Valorile
coeficientilor a, b sunt determinate de conditiile initiale:

apg=a+b=7,
a; = a + 2:-b=25
de unde rezultd a = 9,b = —2. Deci a, = 9 — 2"*! pentru toti n € N. O
Exemplul 11. Sa se rezolve relatia de recurenta

11
ap = ? ap—1—6ap_2— 5 Ap—3-

RASPUNS: Aceasta este o relatie de recurenta liniard omogena cu coeficienti
constanti. Ecuatia caracteristica a acesteia este

11
r3—?r2+6fr+g:Osau2r3—11r2+12r+9:0.

Se observa ca r; = 3 este radacina a acestei ecuatii fiindca
2-33—11-32+12-3+9=54—-99+36+9=0.

Deci 272 — 1172 + 127 +9 = (r — 3) - p(r) unde p(r) este un polinom de
gradul 2 care se obtine impéartind 273 — 1172 4+ 12r 4+ 9 la r — 3:

2r3 —11r% 4127 49|r—3
273 —672 272 —5r—3
/) =hr? 4+12r 49
—5r% 4157
/ =3r7 49
-37% +9
/)

Rezulti ci p(r) = 272 — 57 — 3. Ridicinile polinomului p(r) = 0 sunt
(5£7)/4, adica —1/2 si 3. Deci ecuatia caracteristica are radacinile r; =3
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cu multiplicitatea m; = 2, gi 7 = —1/2 cu multiplicitatea my = 1. Prin
urmare, solutia acestei recurente este

1 n
an:(a-n+b)‘3"+c-<2> unde a,b,c € R. O

Singurele ecuatii pentru care exista formule generale de calcul algebric?
al radacinilor doar sunt cele de grad n < 4. De exemplu, formulele de calcul
algebric al radécinilor ecuatiei ar? +br+c=0cua,b,c € R si a # 0 sunt

—b++Vb2 —4ac
2a '

12 =

Pentru ecuatiile de gradul 3 si 4, formulele algebrice sunt mai complicate,
iar pentru ecuatii de grad mai mare ca 4 nu exista.

Adesea avem de rezolvat ecuatii de forma a, r" +a,—1 " ' +...4a9 =0
CU Uy Ap—1y ..,y € Zy an,a0 # 0 i ged(ay, ..., a,). Daci aceasta ecuatie
are o radacina rationala, o putem gasi usor cu ajutorul urmatorului criteriu:

CRITERIUL DE TEST DE RADACINA RATIONALA. Se considerd ecuatia
anr™ +an_1r" 4+ dag=0 (1.21)
cu ay,ag,...,a, € Z, ged(ag,...,an) si aj,a, # 0. Orice radacina

rationald a lui (1.21) este de forma p/q cu p,q € Z, ged(p,q) = 1, p
este un factor al lui ag, iar ¢ este un factor pozitiv al lui a,,.

Exemplul 12. Si se determine toate radacinile rationale ale ecuatiei
7073 — 38572 + 4207 — 315 = 0.

REZOLVARE: gcd(70 — 315) = 35, deci daca impartim cu 35 toti coeficientii
ecuatiei date obtinem ecuatia 273 —11724+127r49 = 0 care satisface criteriul
de test de radacina rationala. Factorii pozitivi ai lui 2 sunt sunt 1 si 2, iar
factorii lui 9 sunt —9, —3,—1,1,3 si 9. Rezulta ca orice radacina rationala
a ecuatiei date este in multimea

a 1 3 9
{5 la€{-9,-3,-1,1,3,9},be {1,2}} = {il,i3,i9,i2,12,i2}.

Dupa verificarea tuturor celor 12 posibilitati rezulta ca singurele radacini
rationale sunt r; = 3 i ro = —1/2. O

2Adica, aplicand doar adunsri, scideri, inmultiri si extrageri de radicali de ordin cel
mult n asupra coeficientilor ecuatiei.
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Unele relatii de recurenta nu sunt liniare omogene dar se pot reduce la
relatii de recurenta liniara omogena cu coeficienti constanti. Urmatoarele
doud exemple ilustreaza astfel de situatii.

Exemplul 13. Calculati solutia relatiei de recurenta a, = 3an,—1 — 4 cu
ag = 1. Ce valoare are asg?

RASPUNS: Aceasta nu este o relatie de recurenta liniard omogena, dar se
poate transforma usor in o relatie de recurenta liniara omogena de gradul 2
cu coeficienti constanti daca observam ca a3 = ag —4 = —1 i

anp = 3an_1—4

= ap — Gp—1 = 30p-1 — 3an—2
p—1= 3ap_2—4

de unde rezulta ca a, — 4a,—1 + 3a,—o = 0. Ecuatia caracteristica este
r2 —4r +3 = 0 cu radacinile r; = 1 cu multiplicitatea m; = 1, si r9 = 3
cu multiplicitatea 1. Deci a, = a+b-3" cu a,b € R. Din conditiile initiale
ap=1,a3=—-1rezultaa+b=1sia+3b=—-1,decia=2,b=—1.

In concluzie, a, = 2 — 3" si ag = 2 — 320 = —3486784399. O
Exemplul 14*. Calculati solutiile relatiilor de recurenta pentru secventele
{an}TLZO si {bn}nZO daca ap, = ap—1+2bp—1 51 by = 2ap—1 +3by_1.

RASPUNS: Mai intai elimindm a,_1 ca sa obtinem o recurenti pentru by,
apoi eliminam b,_; ca sa obtinem o recurenta pentru a:

ap = Ap—1 + 2bn,1 ‘ (—2)
bn = 2ap-1+3 bn—l

—2a, +b, = —bp_1 = a,= (bn + bnfl)/Q
Ay = an—1+2b,_1 ‘ '(—3)
b, = 2an,-1+3by_1 ‘ -2
—3ap+2bp,=  an_1 = by, = (3an+ an—1)/2

de unde rezulta relatiile de recurenta liniara omogena de gradul 2

bn =2 (bn—l + bn—2)/2 +3 bn—l = 4bn—1 + bn—Za
ap = Ap_1 + 2 (3 an—1+ an72)/2 =4dap_1+ anp—2.

Ambele relatii de recurentd au ecuatia caracteristica r?> —4r —1 = 0 cu
radécinile r; = 2+ V6 sirg=2— \/5, deci

an =ary +bry,

by, =cri +dry
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cu a, b, c,d € R. Deasemenea, a, = ap—1 + 2b,—1 implica
(ar1—a—2¢)r 4 (brg —b—2d)ri ™ =0

pentru toti n € N, n > 0, deci ari—a—2c=0si bro—b—2d = 0. Deducem
cac=(r1—1)-a/2sid=(re—1)-b/2. In concluzie, solutiile relatiilor de
recurenta pentru secventele {ay }n>0 si {bn}n>0 sunt

an, =ary +bry,
rp—1

b, = 5 ary +

r9g — 1

n
bry

cua,beR. ]

Rezolvarea relatiilor de recurenta liniara neomogena

O relatie de recurentd liniard neomogend de gradul k cu coeficienti
constanti este o relatie de recurenta de forma

Qp =C1Ap—1 +C0p—2+ ...+ CkQp_k + F(n) (1.22)

cu cp,ca,...,cp € R ¢ # 0, si F(n) o functie diferita de 0 care depinde
doar de n. Relatia de recurenta

ap =Cl0p—1+C20n—2+ ...+ CrQp_j

se numese relatie de recurentd omogend asociata recurentei (1.22).

Relatiile de recurenta liniarda neomogena cu coeficienti constanti au doua
proprietati importante:

1. Daca a,(lp ) este o solutie particulara a recurentei (1.22) atunci orice alta

solutie a recurentei (1.22) este de forma a,, = a%p ) +a$1h) unde a%h) este
solutie a relatiei de recurenta omogene asociate.

2. In general, o solutie particulara ang ) pentru recurenta (1.22) este greu
de gasit, dar se poate obtine usor cand F'(n) este de forma p(n)-s™ cu

s € R gi p(n) un polinom in n cu coeficienti reali.

Teorema urmatoare ne da un criteriu simplu de calcul al unei solutii parti-

culare a%p ) cand functia F'(n) are forma speciala descrisa mai sus.
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Teorema. Fie relatia de recurenta liniara neomogena
ap =C1ap_1+C2ap—2+ ...+ Cpan_ + F(n)

cu c¢1,¢2,...,¢ € R, i F(n) = p(n) - s" unde p(n) este un polinom de
gradul ¢ in n cu coeficienti reali gi s € R.

1. Daca s nu este radacind a ecuatiel caracteristice a relatiei de
recurenti omogena asociate, adicd s” # ¢ s" 1 + " .+ o,
atunci exista o solutie particulara a acestei recurente, de forma
g(n) - s™ cu g(n) un polinom de grad <t cu coeficienti reali.

2. Daca s este radacina cu multiplicitatea m > 0 a ecuatiei caracteris-
tice a relatiei de recurenta omogena asociate, atunci exista o solutie
particulara a acestei recurente, de forma n™ - g(n) - s" cu ¢(n) un
polinom de grad < t cu coeficienti reali.

Exemplul 15. Sa se determine forma generala a unei solutii a relatiei de
recurenta a, = 6a,—1 — 12a,-2 + 8a,—3 + F(n) daca

(a) F(n) =n-2"  (b) F(n) =n (-2)"

RASPUNS: Aceasta este o relatie de recurenta liniara neomogena de gradul
3 cu coeficienti constanti. Ecuatia caracteristica r* — 6r2 + 127 — 8 =
(r—2)% = 0, deci solutia generald a a relatiei de recurenti omogene asociate

este a,(qh) =(en’+fn+g)2"cue, f,g €R.

(a) F(n) =n-2" = p(n)-s"” unde p(n) = n gi s = 2. Numarul s este
radacina cu multiplicitatea 3 a ecua’giei caracteristice. In acest caz
exista o solutie particulara a(p) n?-(an+0b)-2" cua,b € R. Rezulta
ci putem inlocui a, cu n® - (an + b) - 2" in relatia de recurenta, deci
are loc egalitatea

n® - (an+b)-2"=6(n—1)% (a(n—1)+b) 2"
—12(n =2 (a(n—2)+b)- 2"
+8(n—3)% (a(n—3)+b) 2"% 4 n2"

Dupa ce impartim ecuatia cu 2" obtinem
an*+bn® =3(n—-13@an+b—a)—3(n—2)>*an+b—2a)

+(n—=3)3an+b—3a)+n
=an*+bn+ (1 —-24a)n+36a—6b.
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Rezulta 1 —24a =0gi 36a —6b =0, adicd a = 1/24 si b = 1/4. Deci

1
a§{’> =n? (;1 + 4) 2" este o solutie particulara, iar
an = a?) + oM este solutia generala.

(b) F(n) = n3-(=2)" = p(n) - s" unde p(n) = n3 si s = —2. Numarul
—2 nu este radacina a ecuatiei caracteristice. In acest caz exista o
solutie particulara ol = (an®+bn?+cn+d)-(=2)" cua,b,c,d € R.
Rezultd ci putem inlocui a,, cu (an®+bn?+cn+d)-(—2)" in relatia
de recurenta, deci are loc egalitatea

(an®4+bn®+cn+d) - (=2)" =
6(a(n—13+bn—-1)>%+c(n—1)+d)(-2)""
—12(a(n—23+b(n—-2%+c(n—2)+d)(-2)" 2
+8(a(n—32+b(n—3>2+cn—3)+d) (=2)" 3 +n (-2)"

Dupa ce impartim ecuatia cu (—2)", obtinem

an®+bn® +en+d=
—3(a(n—-124+b(n—-17%+c(n—1)+d)
—3@n—-224+b(n—-22+c(n—-2)+d
—(a(n =33 +b(n—-32+c(n—3)+d) +n’=
(1—=7a)n+ (36a —7b)n® + (=72a+24b—Tc)n
+ (54a—24b+ 12¢ — 7d).

Rezulta
1—-7a =a
36a—T7b =0b 1 9
—72a+24b—T7¢ =c¢ j“_g’b_c_ﬁ’d_o
54 —24b+12¢c—7d =d

3 2
9 9
alP) = (T; + % + 12) (—=2)" este o solutie particulara, iar

apn = agp) =+ a;h) este solutia generala.

0
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Exemplul 16. Si se calculeze o formuld inchisa pentru secventa {ay, }n>0
unde a, = > p_o k3.

RASPUNS. Din a, = Y }_, k? rezultd

0 n—1
a0:Zk3:O3:O§i an = (Zak> +nd=a,_14+n® dacin>0
k=0 k=0

Ecuatia caracteristica a recurentei omogene asociate este r —1 = 0, care are
radacina 71 = 1 cu multiplicitatea m; = 1, iar termenul liber al recurentei
este F(n) =n3 =p(n)-1" cu p(n) = n>.

Rezulta ca
: o . o . ()
1. solutia generala a a relatiei de recurenta omogene asociate este a,’ =

a-1"=acuaé€R,

2. o solutie particulara este de forma al?) =n (bn3+cn?+dn+e)l” cu
b,c,d,e € R. Rezulti ca putem inlocui a,, cu n(bn® +cn? 4+ dn + €)
in relatia de recurenti a, = a,—_1 + n3, deci are loc egalitatea

bnt+end+dn?+en
=bn—D*+cn—-13+dn-12+e(n—-12+n
=bn*4+(1—4b+c)n®+ (6b—3c+d)n?
+(—4b+3c—2d+e)n+(b—c+d—e).

Rezulta
1—4b+c =0 b =1/4
6b—3c+d =c L)c =1/2
—4b+3c—2d+e =d d =1/4
b—c+d—e =ce e =0.

Solutia generala este

1 1 1 1
an=aP +a" =a+n <4n3+2n2+4n> :a~|—1nQ(n+1)2

iar conditia initiala ag = 0 implica a = 0. Deci

n
1
an = st = Zn2(n+ 1)2.
k=0
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1.5.2 Concluzii

e Regulile de baza ale rationamentului combinatorial in teoria numararii
sunt:

— regula bijectiei,
— regula sumei,

— regula produsului
si principiul incluziunii si excluziunii.

e Adesea, raspunsul produs de un rationament combinatorial este o
relatie de recurenta. O relatie de recurenta permite calculul progresiv
al unei secvente de termeni pornind de la niste valori initiale, pana
cand se obtine termenul dorit.

e Numeroase clase de relatii de recurenta pot fi rezolvate. O solutie a
unei relatii de recurenta pentru o secventa de termeni {ay, }r>n, este o
formula a,, = F(n) unde F'(n) este o expresie care depinde doar de n
si permite calculul direct al lui a,, pentru toti n > ng, fara a fi nevoiti
sa calculam toti termenii precedenti a,, Gng+1,- .-, An—1-

e Au fost prezentate metode de rezolvare pentru doua clase largi de
relatii de recurenta:

1. relatii de recurenta liniarda omogena de gradul k£ cu coeficienti
constanti,

2. relatii de recurenta liniara neomogena de gradul k£ cu coeficienti
constanti, in care termenul neliniar F'(n) este de forma p(n) - s
cu p(n) un polinom in n si s € R.

1.5.3 Exercitii

1. Determinati o relatie de recurenta pentru calculul numarului de posi-
bilitati de a plati n lei cu bancnote ipotetice de 1, 3, 5, 10, 25 si 50 lei.
Scrieti un program care calculeaza acest numar. Ce valoare are acest
numar pentru suma de 100 lei?

2. Un mesaj este o secventa finita de semnale de trei feluri care urmeaza
imediat unul dupa altul: semnalul A dureaza 1 microsecunda, iar sem-
nalele B si C dureaza 2 microsecunde. Fie a, numarul de mesaje
diferite care dureaza n microsecunde.
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calculul lui a,,.
(b) Cate semnale diferite dureaza 25 microsecunde?
Rezolvati urmatoarele relatii de recurenta impreuna cu conditiile lor
initiale:
(a) ap=1,a1 =0, ap, =5a,-1 — 6a,—2 daca n > 1.
(b) ap=0,a1 =1, ap =4ap_1 —4a,_o daca n > 1.

(¢) ap=2,a1 =1, a, =Tap—1 —10a,_o dacd n > 1.

. Secventa {f,}n>0 a numerelor Fibonacci este definita de relatia de

recurenta cu conditiile initiale
fO = 07 fl - 17 fn - fn—l +fn—2 dacan > 1.

(a) Rezolvati aceasta relatie de recurenta.

(b) Demonstrati ca f,, este intregul cel mai apropiat de numarul

1 145\
V5 2 '

. Rezolvati relatia de recurenta a,, = 2a,,_1+a,_s—2 a,_3 cu conditiile

initiale ag = 3, a1 =6 si ag = 0.

. Calculati o formuld inchis& pentru secventa {a,}n>0 cu a, = ;o k.

Calculati o formuld inchisd pentru secventa {an }n>0 ct a, = > p_o k2.

. Rezolvati relatiile de recurenta

(a) ap =5ap—1 —6ap—2+ 7"
(b) an =2ap—1 +3-2"
(c) ap=4an—1 —4apn—o+ (n+1)2".

Rezolvati relatiile de recurenta mutual recursive a, = 3an—1 +2bnp—1,
bn =ap—1+2b,_1 cuag=1siby=2.



