Curs 3: Principiul porumbelului.

Principiul incluziunii si excluziunii

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Recapitulare
Aranjamente combinatoriale

Sunt 2 tipuri de aranjamente combinatoriale ale elementelor unei
multimi finite:
@ ordonate (sau permutdri):
© r-permutdri (fara repetitie):
ExempLE: (1,3,2),(3,1,2)
@ r-permutdri cu repetitie:
EXEMPLE: (2,2,3),(3,3,3)
@ neordonate (sau combindri):
© r-combindri (fara repetitie):
ExempLE: {1,2,4}, {2,3,4}
@ r-combinari cu repetitie:
ExemrLE: {1,1,2}, {1,3,1}
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Recapitulare Curs 1: tehnici de numarare

Cate aranjamente de un anumit tip exista?

Formule utile pentru S = {a1,...,ap}:

. i
r-permutari P(n,r) = =)
r-permutari cu repetitie n"

o TP [ _ 3l
r-permutari cu repetitie In care (rl,rz,-..,m) = gl

a1 apare de r; ori
az apare de 7y ori
a, apare de 7, ori
(se observa cd ri +ro+ ...+ 1y =7)

. v e '
r-combinari C(n,r) = (TTL) = 7r'(:$r)'
combinari 2n

. o - L. — Y
r-combindri cu repetitie (rzrll 1) = WT)).
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Recapitulare Curs 2: tehnici de enumerare

Ordonare lexicograficd si binard. Ranking si unranking.

O ordonare a unui tip de aranjament combinatorial este o
enumerare a tuturor aranjamentelor de acel tip.

EXEMPLE

@ ordonarea lexicografica a 3-combindrilor lui {a, b, ¢, d}:
{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}

@ ordonarea lexicograficad a submultimilor lui {a, b, c}:
0.{a},{a, b},{a,b,c},{a c},{b}.{b,c} {c}

@ ordonarea binard a submultimilor lui {a, b, c}:
0,{c},{b},{b,c},{a}.{a,c},{a b} {a,b,c}

@ ordonarea lexicografica a 2-combindrilor lui {a, b, c}:

{a,a},{a, b},{a,c}, {b,b},{b,c}, {c, c}
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Recapitulare Curs 2: tehnici de enumerare

Ordonare lexicograficd si binard. Ranking si unranking.

O ordonare a unui tip de aranjament combinatorial este o
enumerare a tuturor aranjamentelor de acel tip.

EXEMPLE

@ ordonarea lexicografica a 3-combindrilor lui {a, b, ¢, d}:
{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}

@ ordonarea lexicograficad a submultimilor lui {a, b, c}:
0.{a},{a, b},{a,b,c},{a c},{b}.{b,c} {c}

@ ordonarea binard a submultimilor lui {a, b, c}:
0.{c}.{b},{b,c},{a}.{a,c},{a, b}, {a, b, c}

@ ordonarea lexicografica a 2-combindrilor lui {a, b, c}:
{a,a},{a, b},{a,c}, {b,b},{b,c}, {c, c}

Rangul unui aranjament in o anumita ordonare este pozitia acelui
aranjament in enumerarea respectiva (incepand de la 0).
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Recapitulare Curs 2: tehnici de enumerare

Ranking si unranking

Au fost prezentate metode de
Ranking: la ce pozitie apare un aranjament in o enumerare?

Unranking: Ce aranjament apare la on anumita pozitie Tn o
enumerare?

Enumerare: Ce aranjament urmeaza dupa un aranjament in o
enumerare?
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Principiul porumbeilor (sau Principiul lui Dirichlet)

Fie n un numar intreg pozitiv.
@ Dac3 mai mult de n obiecte sunt distribuite in n containere,
atunci un container trebuie s3 contin3 cel putin 2 obiecte.
@ Generalizare: Daca mai mult de m - n obiecte sunt distribuite
n n containere, atunci un container trebuie s3 contina cel
putin m + 1 obiecte.
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Principiul porumbeilor (sau Principiul lui Dirichlet)

Fie n un numar intreg pozitiv.

@ Dac3 mai mult de n obiecte sunt distribuite in n containere,
atunci un container trebuie s3 contin3 cel putin 2 obiecte.

@ Generalizare: Dacd mai mult de m - n obiecte sunt distribuite
n n containere, atunci un container trebuie s3 contina cel
putin m + 1 obiecte.

Permite stabilirea existentei unei anumite configuratii sau
combinari Tn diverse situatii.
EXEMPLU: 13 porumbei intrd in 12 adaposturi.

@ Numarul de ad3posturi este mai mic decat numarul de porumbei =
cel putin un ad3post va fi ocupat de cel putin 2 porumbei.
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Principiul porumbeilor

Aplicatii

© Intr-un grup de 367 studenti, cel putin 2 studenti au aceeasi zi
de nastere.
DEMONSTRATIE. Numarul de studenti este mai mare decat
numarul de zile calendaristice. Conform pricipiului porumbeilor,
cel putin 2 studenti sunt nascuti in aceeasi zi calendaristica.

@ n pugilisti concureaza intr-un turneu care prevede un meci
intre fiecare pereche de pugilisti. Fiecare pugilist a pierdut cel
putin un meci. Atunci cel putin 2 pugilisti au obtinut acelasi
numar de victorii.

DEMONSTRATIE. Sunt n pugilisti, si fiecare pugilist are intre 0
si n — 2 victorii. (Observati c3 nici un pugilist nu are n — 1
victorii deoarece stim c3 fiecare a pierdut cel putin un meci.)
Conform principiului porumbeilor, cel putin 2 pugilisti au
acelasi numar de victorii.
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

1. Subsecvente monotone

Definitie (Secventda monotond)

O secventa ay, ao, ..., a, este
@ crescatoare dacd a1 < a» < ... < a,
strict crescatoare dacd a1 < a» < ... < a,

(]
@ descrescatoare dacd a3 > a» > ... > a,
(]

strict descrescatoare dacda a; > a» > ... > a,

Fie secventa 3,5,8,10,6,1,9,2,7,4.
Care sunt subsecventele crescatoare de lungime maxima?

@ Care sunt subsecventele descrescatoare de lungime maxima?
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

1. Subsecvente monotone

Definitie (Secventda monotond)

O secventa ay, ao, ..., a, este
@ crescatoare dacd a1 < a» < ... < a,
strict crescatoare dacd a1 < a» < ... < a,

(]
@ descrescatoare dacd a3 > a» > ... > a,
(]

strict descrescatoare dacda a; > a» > ... > a,

Fie secventa 3,5,8,10,6,1,9,2,7,4.
Care sunt subsecventele crescatoare de lungime maxima?

(3,5,8,10), (3,5,8,9),(3,5,6,7), (3,5,6,9)

@ Care sunt subsecventele descrescatoare de lungime maxima?
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

1. Subsecvente monotone

Definitie (Secventda monotond)

O secventa ay, ao, ..., a, este
@ crescatoare dacd a1 < a» < ... < a,
strict crescatoare dacd a1 < a» < ... < a,

(]
@ descrescatoare dacd a3 > a» > ... > a,
(]

strict descrescatoare dacda a; > a» > ... > a,

Fie secventa 3,5,8,10,6,1,9,2,7,4.
Care sunt subsecventele crescatoare de lungime maxima?

(3,5,8,10), (3,5,8,9),(3,5,6,7), (3,5,6,9)

@ Care sunt subsecventele descrescatoare de lungime maxima?

(10,9,7,4)
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

1. Subsecvente monotone (continuare)

Teorema

Presupunem c3 m,n € N— {0}. O secventd cu mai mult de m- n numere
reale trebuie sa contina fie o subsecventa crescatoare de lungime cel putin
m+ 1, sau o subsecventa strict descrescatoare de lungime cel putin n+ 1.

DEMONSTRATIE.
n,rn,...,mns1

Pentru fiecare 1 < /i< m-n+1, fie

a; :=lungimea celei mai lungi subsecvente crescatoare ce incepe cu r;
d; :=lungimea celei mai lungi subsecvente strict descrescatoare ce
Tncepe cu r;

De exemplu, daca secventa este 3,5,8,10,6,1,9,2,7,4 atunci

a, = 3 (pentru subsecventa 5, 8,10 sau 5, 8,9)
dr = 2 (pentru subsecventa 5,1 sau 5,2 sau 5,4)
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

1. Subsecvente monotone (DEMO. continuatd)

@ Presupunem ca teorema este falsi = 1 < a; < msi
1 g d,' S n
= perechea (a;, d;) are m- n valori posibile.
° Existé_m N+ 1 perechi = 3i < cu_(a,-, di) = (aj, d;).
e Dacd i <jsi(aj,d;) = (aj, d;) atunci
© Lungimea maxim3 a subsecventelor crescitoare ce pornesc din
ri si din r; este a;.
@ Lungimea maxim3 a subsecventelor strict descrescatoare ce
pornesc din r; si din r; este d;.
Acest lucru este imposibil fiindca
lungime a;
o . ——
Q dacdr;<rjatunci < <Ll
—_—
lungime a;+1
lungime d;
v . ——
@ Dacarp>rjatunci ;> rp> ... .

—_—
lungime dj+1
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

2. Aproximarea cu numere rationale

Pentru fiecare numar real x € R definim:
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

2. Aproximarea cu numere rationale

Pentru fiecare numar real x € R definim:

@ |x] := cel mai mare intreg m astfel incat m < x.
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

2. Aproximarea cu numere rationale

Pentru fiecare numar real x € R definim:
@ | x| := cel mai mare intreg m astfel incat m < x.

@ [x| := cel mai mic intreg m astfel incat x < m.
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

2. Aproximarea cu numere rationale

Pentru fiecare numar real x € R definim:
@ |x] := cel mai mare intreg m astfel incat m < x.
@ [x| := cel mai mic intreg m astfel incat x < m.

@ Partea fractionard a lui x:

{x} :=x—|x]
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

2. Aproximarea cu numere rationale

Pentru fiecare numar real x € R definim:
@ |x] := cel mai mare intreg m astfel incat m < x.
@ [x| := cel mai mic intreg m astfel incat x < m.
@ Partea fractionard a lui x:
{x}:=x—Ix]
@ Un numar irational este un numar care nu este rezultatul
Tmpartirii a doi intregi.
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

2. Aproximarea cu numere rationale

Pentru fiecare numar real x € R definim:

@ |x] := cel mai mare intreg m astfel incat m < x.

@ [x| := cel mai mic intreg m astfel incat x < m.

@ Partea fractionard a lui x:

{x}:=x—Ix]

@ Un numar irational este un numar care nu este rezultatul
Tmpartirii a doi intregi.
Exemple: m = 3.14159265..., e = 2.7182818.. ., etc.
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

2. Aproximarea cu numere rationale

Pentru fiecare numar real x € R definim:

@ |x] := cel mai mare intreg m astfel incat m < x.

@ [x| := cel mai mic intreg m astfel incat x < m.

@ Partea fractionard a lui x:

{x}:=x—Ix]

@ Un numar irational este un numar care nu este rezultatul
Tmpartirii a doi intregi.
Exemple: m = 3.14159265..., e = 2.7182818.. ., etc.

Dacd « este un numar irational si Q@ € N — {0}, cat de bine
putem aproxima « cu un numar rational g unde 1 < g < Q7
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Principiul porumbeilor: Aplicatii remarcabile

2. Aproximarea cu numere rationale

Pentru fiecare numar real x € R definim:

@ |x] := cel mai mare intreg m astfel incat m < x.

@ [x| := cel mai mic intreg m astfel incat x < m.

@ Partea fractionard a lui x:

{x}:=x—Ix]

@ Un numar irational este un numar care nu este rezultatul
Tmpartirii a doi intregi.
Exemple: m = 3.14159265..., e = 2.7182818.. ., etc.

Dacd « este un numar irational si Q@ € N — {0}, cat de bine
putem aproxima « cu un numar rational g unde 1 < g < Q7

o Cat de mic poate deveni cand 1 < g < Q?

p
o— =
q
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Principiul porumbeilor

Aplicatia 2: Aproximarea cu numere rationale (2)

Teoremd (Teorema de aproximare a lui Dirichlet)

Dac3d « este un numdr irational si @ un intreg pozitiv, atunci
exista un numar rational p/q cu 1 < g < Q astfel incat

‘Q_P‘<1
gl = g (Q+1)

DEMONSTRATIE. Imp3rtim intervalul [0,1] in Q + 1 subintervale de
lungimi egale:

Pon) larrars) ol
"Q+1) |[Q+1'Q+1)7 T+

si urmatoarele @ + 2 numere reale:

n = 0, = {O[}7{204}, .. .,I’Q+1 = {QG{}, I’Q+2 = 1
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Principiul porumbeilor

Aplicatia 2: Aproximarea numerelor rationale (2)

@ Avem Q@ + 2 numere in @ + 1 intervale

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Principiul porumbeilor

Aplicatia 2: Aproximarea numerelor rationale (2)

@ Avem @ + 2 numerein @ + 1 intervale
= exista / < j cu r;, r; in acelasi interval

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Principiul porumbeilor

Aplicatia 2: Aproximarea numerelor rationale (2)

@ Avem @ + 2 numerein @ + 1 intervale
= exista | < j cu ri, rj in acelasi interval
= |ri — ;| < 37 Se observa ca (i,)) # (1,Q +2)

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Principiul porumbeilor

Aplicatia 2: Aproximarea numerelor rationale (2)

@ Avem @ + 2 numerein @ + 1 intervale
= exista / < j cu r;, r; in acelasi interval
= |r—rj| < ﬁ Se observa ca (i,)) # (1, Q@ + 2)

Deasemenea

n= 0 «a— 0

= (i-1) «a= [(i-1)a] dacd2<i<Q+1
rQ+2 = 0 a— (=1
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Principiul porumbeilor

Aplicatia 2: Aproximarea numerelor rationale (2)

@ Avem @ + 2 numerein @ + 1 intervale
= exista | < j cu ri, rj in acelasi interval

= |ri — ;| < 37 Se observa ca (i,)) # (1,Q +2)
Deasemenea
n= 0 «a— 0
= (i—-1) -a= [(i—1)a] daci2<i<Q+1
rQ+2 = 0 a— (—1)

= fiecare r; este u; - — v; cu u;, v; € Z, si
o dacd i < j atunci u; = uj numai dacd (i,j) = (1, Q + 2).

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Principiul porumbeilor

Aplicatia 2: Aproximarea numerelor rationale (2)

@ Avem @ + 2 numerein @ + 1 intervale
= exista | < j cu ri, rj in acelasi interval

= |ri — ;| < 37 Se observa ca (i,)) # (1,Q +2)
Deasemenea
n = 0 -«a— 0
= (i—1) «a— [(i—1)a] dac82<i<Q+1
rQ+y2 = 0 a— (-1)
= fiecare r; este u; - — v; cu u;, v; € Z, si
e dacd i < j atunci u; = uj numai dacd (i,j) = (1, Q + 2).
Vi
= 11—l = (o = g = (v = ) = |us = gl Ja = T2 < ghy.
N—— uj uj
q€[1,Q] —

q
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Principiul porumbeilor

Aplicatia 2: Aproximarea numerelor rationale (2)

@ Avem @ + 2 numerein @ + 1 intervale
= exista | < j cu ri, rj in acelasi interval

= |ri — ;| < 37 Se observa ca (i,)) # (1,Q +2)
Deasemenea
n = 0 -«a— 0
= (i—1) «a— [(i—1)a] dac82<i<Q+1
reqr2= 0 a— (1)
= fiecare r; este u; - — v; cu u;, v; € Z, si
e dacd i < j atunci u; = uj numai dacd (i,j) = (1, Q + 2).
Vi
= 11—l = (o = g = (v = ) = |us = gl Ja = T2 < ghy.
N—— u; UJ
q€[1,Q] —
. p 1
@ Deci |l — —| < ————.
q‘ q-(Q+1)
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Principiul Incluziunii si Excluziunii

Exemple ilustrative

Presupunem c3 un sertar contine 50 de margele: 25 sunt de sticla, 30
sunt rosii, 20 sunt sferice, 18 sunt de sticla rosie, 12 sunt sferice de sticl3,
15 sunt sferice rosii, si 8 sunt sferice de sticl3 rosie. Cate margele exista
care nu sunt nici rosii, nici de sticld si nici sferice?

RASPUNS: Desend3m o diagram3 Venn cu 3 multimi: multimea G a
margelelor de sticld, R a margelelor rosii, si S a margelelor sferice.

AN
NAULY,
.

OBSERVATIE.
|[GURUS| = |G|+ |R|+|S|-|GNR|—|GNS|—]RNS|+|GNRNS].
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Q1: Cati elevi trebuie sa fie Intr-o clasa pentru a fi siguri ca cel
putin doi dintre ei au primit aceeasi not3? Se presupune c3
notele acordate sunt de la 0 la 107

Q2: Cate carti trebuie luate din un pachet de 52 carti de joc
pentru a fi siguri ca avem cel putin 3 carti de aceeasi culoare?

Q3: Cate carti trebuie luate din un pachet de 52 carti de joc
pentru a fi siguri cd avem cel putin 2 carti de culoare rosu?
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Principiul Incluziunii si Excluziunii

Ipoteze:
@ U: o multime universala cu N elemente
@ aj,...,a,. proprietati ale elementelor multimii U
e N(ajaj, .. .aj,): numarul obiectelor din U care au simultan
proprietatile a;, aj,, ..., aj,-
@ Ny: numarul obiectelor din U care nu au nici una din aceste
proprietati.

Teorema (Principiul Incluziunii si Excluziunii)

No=N — ZN )—i—ZN(a,aj)—Z N(ajajax) + ...

i<j i<j<k
> Ny -.a,)+ .+ (-1) N(araz ... a).

i1 <-<im
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Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

1. Numere divizibile cu numere relativ prime

@ Spunem c3 a, b € N sunt relativ prime dac3 ged(a, b) = 1.
e Dacd a, b sunt relativ prime, atunci a|c si b|c daca si numai
dacd (a- b)|c.
ExeEMpPLU: Numerele 5 si 12 sunt relativ prime pentru ca
gecd(5,12) = 1. Rezultd cd, dacd c este un intreg pozitiv,
atunci 5|c si 12|c dac3 si numai dacd 60|c.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu




Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

1. Numere divizibile cu numere relativ prime

@ Spunem c3 a, b € N sunt relativ prime dac3 ged(a, b) = 1.

e Dacd a, b sunt relativ prime, atunci a|c si b|c daca si numai
dacd (a- b)|c.
ExeEMpPLU: Numerele 5 si 12 sunt relativ prime pentru ca
gecd(5,12) = 1. Rezultd cd, dacd c este un intreg pozitiv,
atunci 5|c si 12|c dac3 si numai dacd 60|c.

Observam ca, dacda A,B,D € N, A< Bsi D > 0, atunci
@ Intervalul [A, B] contine B — A+ 1 numere intregi, dintre care

A R fa e
D D
sunt multipli de D.

ExemMpLU: Cate numere cuprinse intre 50 si 213 sunt
divizibile cu 127

213 50
28] (2] iy s
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Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

1. Numere divizibile cu numere relativ prime (continuare)

Cate numere cuprinse intre 50 si 213 sunt divizibile cu 5 sau 127

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

1. Numere divizibile cu numere relativ prime (continuare)

Cate numere cuprinse intre 50 si 213 sunt divizibile cu 5 sau 127

U={n|50<n<213} are N =213 — 50 + 1 = 164 elemente.
@ aj: proprietatea ca 50 < n < 213 si n este divizibil cu 5.
@ ap: proprietatea ca 50 < n < 213 si n este divizibil cu 12.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

1. Numere divizibile cu numere relativ prime (continuare)

Cate numere cuprinse intre 50 si 213 sunt divizibile cu 5 sau 127

U={n]|50 < n<213} are N =213 — 50 + 1 = 164 elemente.
@ aj: proprietatea ca 50 < n < 213 si n este divizibil cu 5.
@ ap: proprietatea ca 50 < n < 213 si n este divizibil cu 12.
@ Primul num3r din U divizibil cu 5 este =5 [50/5] =5 - 10 = 50.
Ultimul num3r din U divizibil cu 5 este 5- [213/5] =542 = 210
= N(a;) =42 — 10+ 1 = 33.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu




Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

1. Numere divizibile cu numere relativ prime (continuare)

Cate numere cuprinse intre 50 si 213 sunt divizibile cu 5 sau 127

U={n]|50 < n<213} are N =213 — 50 + 1 = 164 elemente.
@ aj: proprietatea ca 50 < n < 213 si n este divizibil cu 5.

ap: proprietatea cd 50 < n < 213 si n este divizibil cu 12.

Primul num3r din U divizibil cu 5 este =5 - [50/5] =5 10 = 50.

Ultimul num3r din U divizibil cu 5 este 5- [213/5] =542 = 210

= N(a;) =42 — 10+ 1 = 33.

@ Similar, rezultd c3
N(a2) = |213/12] — [50/12] +1 =17 -5+ 1 =13,

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu




Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

1. Numere divizibile cu numere relativ prime (continuare)

Cate numere cuprinse intre 50 si 213 sunt divizibile cu 5 sau 127

U={n|50<n<213} are N =213 — 50 + 1 = 164 elemente.
@ aj: proprietatea ca 50 < n < 213 si n este divizibil cu 5.
ap: proprietatea cd 50 < n < 213 si n este divizibil cu 12.
Primul num3r din U divizibil cu 5 este =5 - [50/5] =5 10 = 50.
Ultimul num3r din U divizibil cu 5 este 5- [213/5] =542 = 210
= N(a) =42—10+1=33.
@ Similar, rezult3d ca
N(ap) = |213/12] — [50/12] +1=17-5+1=13.

@ Un numadr are simultan proprietatile a; si a; daca este divizibil cu
5.12 = 60. Deci
N(a;ap) = [213/60] — [50/60] +1=3—-1+1=3.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

1. Numere divizibile cu numere relativ prime (continuare)

Cate numere cuprinse intre 50 si 213 sunt divizibile cu 5 sau 127

U={n|50<n<213} are N =213 — 50 + 1 = 164 elemente.
@ aj: proprietatea ca 50 < n < 213 si n este divizibil cu 5.
ap: proprietatea cd 50 < n < 213 si n este divizibil cu 12.
Primul num3r din U divizibil cu 5 este =5 - [50/5] =5 10 = 50.
Ultimul num3r din U divizibil cu 5 este 5- [213/5] =542 = 210
= N(a) =42—10+1=33.
@ Similar, rezult3d ca
N(ap) = |213/12] — [50/12] +1=17-5+1=13.

@ Un numadr are simultan proprietatile a; si a; daca este divizibil cu
5.12 = 60. Deci
N(a;ap) = [213/60] — [50/60] +1=3—-1+1=3.

= Numarul cautat este
N(a1) + N(az) — N(a1a2) =33+ 13 —3 =43,

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

2. Functia ¢ a lui Euler

@(n):= numarul intregilor 1 < m < n cu ged(m, n) = 1.

Exemplu: ¢(24) = 8 deoarece sunt 8 intregi intre 1 si 23 care
nu au factor comun cu 24: 1,5,7,11,13,17,19,23.

©(n) joacd un rol important in teoria numerelor.

©(n) poate fi calculatd cu Principiul Incluziunii si Excluziunii:
o Presupunem cd n= pi*...p" unde py,...,p, sunt numere
prime distincte, si n; > 0 pentru 1 </ <'r.
o Fie a; proprietatea “mai mic decat n si divizibil cu p;”

1<i<r)
= ¢(n) = No =
n— Z N(ai)+ > N(aiaj) + ...+ (=1)'N(ay ... a,).
i<j
° N(a,1 ..., a;,) este num3rul de elemente < n divizibile cu
n

Pi - Pin = N(aj ... a;,) = —————.

Piy v Pip

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

2. Functia ¢ a lui Euler

o Exemplu: p(24) = (23 -3) = 24- <1 - ;) : (1 — ;) =8.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Cate numere prime sunt intre 1 si 1207

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Cate numere prime sunt intre 1 si 1207
OBSERVATIE: Daca n nu este prim atunci n=a- b cu
l<a<b=a%<n, decia< \/n si n trebuie s3 fie divizibil
cu un numar prim p < +/n.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Cate numere prime sunt intre 1 si 1207

OBSERVATIE: Daca n nu este prim atunci n=a- b cu
l<a<b=a%<n, decia< \/n si n trebuie s3 fie divizibil
cu un numar prim p < +/n.

= CRITERIU de numarare a numerelor prime < n:

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Cate numere prime sunt intre 1 si 1207

OBSERVATIE: Daca n nu este prim atunci n=a- b cu
l<a<b=a%<n, decia< \/n si n trebuie s3 fie divizibil
cu un numar prim p < +/n.
= CRITERIU de numarare a numerelor prime < n:
o incepem cu multimea N = {1,...,n} si numardm
No = numarul de elemente ramase dupa ce se elimina din
multimea N multiplii de numere prime p < /n.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Cate numere prime sunt intre 1 si 1207

OBSERVATIE: Daca n nu este prim atunci n=a- b cu
l<a<b=a%<n, decia< \/n si n trebuie s3 fie divizibil
cu un numar prim p < +/n.
= CRITERIU de numarare a numerelor prime < n:
o incepem cu multimea N = {1,...,n} si numardm
No = numarul de elemente ramase dupa ce se elimina din

multimea N multiplii de numere prime p < /n.
o Numarul obtinut nu este tocmai cel dorit deoarece

@ nu am numd3rat numerele prime < /n
@ am numdrat 1

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Cate numere prime sunt intre 1 si 1207

OBSERVATIE: Daca n nu este prim atunci n=a- b cu
l<a<b=a%<n, decia< \/n si n trebuie s3 fie divizibil
cu un numar prim p < +/n.
= CRITERIU de numarare a numerelor prime < n:
o incepem cu multimea N = {1,...,n} si numardm
No = numarul de elemente ramase dupa ce se elimina din

multimea N multiplii de numere prime p < /n.
o Numarul obtinut nu este tocmai cel dorit deoarece

@ nu am numd3rat numerele prime < /n
@ am numdrat 1

o Numadrul cautat este
NO +r — ].

unde r este num3rul numerelor prime < +/n.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Cate numere prime sunt intre 1 si 1207

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Cate numere prime sunt intre 1 si 1207
@ Cel mai mare numar prim < /120 este 7

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Céate numere prime sunt intre 1 si 1207

@ Cel mai mare numar prim < /120 este 7
o Considersm multimea universald N ={n e N |1 < n <120} si

eliminam din N toate elementele divizible cu un numar prim
< 7. Altfel spus, eliminam din N toate elementele care au una
din proprietatile urm3toare:

a1 = "este divizibil cu py = 2"

a, = "este divizibil cu pp = 3"

a3 = "este divizibil cu p3 = 5"

as = "este divizibil cu ps = 7"

si obtinem o multime M cu Ny elemente.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Céate numere prime sunt intre 1 si 1207

@ Cel mai mare numar prim < /120 este 7
o Considersm multimea universald N ={n e N |1 < n <120} si
eliminam din N toate elementele divizible cu un numar prim
< 7. Altfel spus, eliminam din N toate elementele care au una
din proprietatile urm3toare:

@ a; = "este divizibil cu py = 2"
@ a» = "este divizibil cu pp = 3"
e a3 = "este divizibil cu p3 = 5"
@ as = "este divizibil cu ps = 7"

si obtinem o multime M cu Ny elemente.

~

I: Este Ng numarul pe care-l cautam?

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Céate numere prime sunt intre 1 si 1207

@ Cel mai mare numar prim < /120 este 7
o Considersm multimea universald N ={n e N |1 < n <120} si
eliminam din N toate elementele divizible cu un numar prim
< 7. Altfel spus, eliminam din N toate elementele care au una
din proprietatile urm3toare:

@ a; = "este divizibil cu py = 2"
@ a» = "este divizibil cu pp = 3"
e a3 = "este divizibil cu p3 = 5"
@ as = "este divizibil cu ps = 7"

si obtinem o multime M cu Ny elemente.

I: Este Ng numarul pe care-l cautam?
R: Nu tocmai, fiindca:
e M contine toate numerele prime intre 1 si 120, cu exceptia lui

pr=2,pp=3,p3=5 ps=T7.
e M contine 1, care nu este numar prim.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numararea numerelor prime

Céate numere prime sunt intre 1 si 1207

@ Cel mai mare numar prim < /120 este 7
o Considersm multimea universald N ={n e N |1 < n <120} si
eliminam din N toate elementele divizible cu un numar prim
< 7. Altfel spus, eliminam din N toate elementele care au una
din proprietatile urm3toare:

@ a; = "este divizibil cu py = 2"
@ a» = "este divizibil cu pp = 3"
e a3 = "este divizibil cu p3 = 5"
@ as = "este divizibil cu ps = 7"

si obtinem o multime M cu Ny elemente.

I: Este Np num3rul pe care-l c§utim?
R: Nu tocmai, fiindca:
e M contine toate numerele prime intre 1 si 120, cu exceptia lui
pr=2,pp=3,p3=5 ps=T7.
e M contine 1, care nu este numar prim.

@ Numarul numerelor prime < 120 este Ny + 4 — 1.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numdrarea numerelor prime (continuare)

Cate numere prime sunt Tntre 1 si 1207

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numdrarea numerelor prime (continuare)

Cate numere prime sunt Tntre 1 si 1207

4
o Np= 120—2 N(a;)+z N(ajaj) — Z N(ajajax) + N(ai1azasas)
i=1 i<j i<j<k

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numdrarea numerelor prime (continuare)

Céate numere prime sunt intre 1 si 1207

o Np= 120—2 N(a;)+z N(ajaj) — Z N(ajajax) + N(ai1azasas)
i=1 i<j i<j<k
@ Observdm c3 N(aj, ...a;,) = {%J (de ce?)
De exemplu: T
o N(ai) = [120/2] = 60, N(ay) = |120/3] = 40,
N(a3) = |120/5] = 24, N(as) = |120/7| = 17
o N(aya) = [120/(2-3)] =20, N(ayas) = [120/(2-5)] = 12,

o N(avarasas) = [120/(2-3-5-7)] = |120/210] = 0

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numdrarea numerelor prime (continuare)

Céate numere prime sunt intre 1 si 1207

o Np= 120—2 N(a;)+z N(ajaj) — Z N(ajajax) + N(ai1azasas)
i=1 i<j i<j<k
@ Observdm c3 N(aj, ...a;,) = {%J (de ce?)
De exemplu: T
o N(ai) = [120/2] = 60, N(ay) = |120/3] = 40,
N(a3) = |120/5] = 24, N(as) = |120/7| = 17
o N(aya) = [120/(2-3)] =20, N(ayas) = [120/(2-5)] = 12,

o N(ajazazas) = [120/(2-3-5-7)] =[120/210] =0
= Np=120— (60 +40+24+17)+(20+12+8+8+5+3) —
(4+2+1+1)4+0=27.

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Aplicatii ale Principiului Incluziunii si Excluziunii

3. Numdrarea numerelor prime (continuare)

Céate numere prime sunt intre 1 si 1207

o Np= 120—2 N(a;)+z N(ajaj) — Z N(ajajax) + N(ai1azasas)
i=1 i<j i<j<k
@ Observdm c3 N(aj, ...a;,) = {%J (de ce?)
De exemplu: T
o N(ai) = [120/2] = 60, N(ay) = |120/3] = 40,
N(a3) = |120/5] = 24, N(as) = |120/7| = 17
o N(aya) = [120/(2-3)] =20, N(ayas) = [120/(2-5)] = 12,

o N(avarasas) = [120/(2-3-5-7)] = |120/210] = 0

= Np=120— (60 +40+24+17)+(20+12+8+8+5+3) —
(4+2+1+1)4+0=27.

@ Numarul pe care-l cautam este 27 +4 — 1 =30

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu



Q1: Ce arie are octogonul gri din figura de mai jos?
A M B

D 0] C

Se presupune ca ABCD este un p3trat cu latura 1 si c3
M, N, O, P sunt mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA.

Q2: O parol3 este un sir de 7 caractere ASCII care contine o literd
mare si o cifrd zecimal3. Se stie c3 multimea de caractere
ASCII are 128 caractere dintre care 26 sunt litere mari iar 10
sunt cifre zecimale. Cate astfel de parole se pot forma?

Q3: Cate solutii are ecuatia x1 + x» + x3 = 11 dacd x3, x0, x3 € N,
x1 <3, x0<4six3<67

Curs 3: Principiul porumbelului. Principiul incluziunii si excluziu




