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1.3 Principiul porumbelului

Principiul porumbelului (engl. pigeonhole principle) este o regula simpla de
rationament in combinatorica existentiala:

PRINCIPIUL PORUMBELULUI. Daca k + 1 sau mai multe obiecte sunt puse
in k£ cutii atunci cel putin o cutie contine cel putin doua obiecte.

Exemplul 1. Intr-un grup de 367 persoane sunt cel putin 2 persoane cu
aceeasi zi de nagtere.

DEMONSTRATIE: Orice an (bisect sau nu) are cel mult k = 366 zile. Grupul
are k + 1 persoane deci cel putin 2 persoane au aceeaai zi de nastere. O

Exemplul 2. Cati elevi trebuie sa fie Intr-o clasa pentru a fi siguri ca cel
putin doi dintre ei au primit aceeasi nota? Se presupune ca notele acordate
sunt de la 0 la 10.

RASPUNS: Sunt k = 11 posibilitati de dat o notd. Conform principiului
porumbelului, trebuie sa fie cel putin £+ 1 = 12 elevi in clasa pentru a avea
cel putin 2 elevi cu aceeasi nota. O

Principiul porumbelului poate fi generalizat:

PRINCIPIUL GENERALIZAT AL PORUMBELULUI. Daca N obiecte sunt puse
in k cutii, atunci cel putin o cutie contine cel putin [N/k] obiecte.

Exemplul 3. Intr-un grup de 100 persoane sunt cel putin 9 persoane
nascute in aceeasi luna.

DEMONSTRATIE: Anul are 12 luni, deci sunt cel putin [100/12] = 9 per-
soane nascute in aceeasi luna. O

Exemplul 4. Cate carti trebuie luate din un pachet de 52 carti de joc
pentru a fi siguri ca avem cel putin 3 carti de aceeasi culoare?

RASPUNS: Presupunem ca sunt 4 cutii in care punem cartile luate din pa-
chet, cate o cutie pentru fiecare culoare de carte de joc. Conform principiu-
lui generalizat al porumbelului, daca luam N carti atunci cel putin o cutie
contine [N/4] carti. Cel mai mic numar N pentru care [N/4] = 3 este
N =9, deci trebuie luate 9 carti din pachet. O

Exemplul 5. Cate carti trebuie luate din un pachet de 52 carti de joc
pentru a fi siguri ca avem cel putin 2 carti de culoare rogu?

RASPUNS: Sunt 52/4 = 13 carti de fiecare culoare. In cel mai riu caz, nici
una din primele 3-13 = 39 carti selectate nu este rogu. Pentru a fi siguri ca



1.3. PRINCIPIUL PORUMBELULUI 37

avem cel putin 2 carti rosu, trebuie luate 39 + 2 = 41 carti din pachet. [

1.3.1 Aplicatii remarcabile

Teorema 1. Presupunem ca m,n € N — {0}. O secventa cu mai mult
de m - n numere reale trebuie sa contina fie o subsecventa crescatoare de
lungime cel putin m + 1, sau o subsecventa strict descrescatoare de lungime
cel putin n + 1.

DEMONSTRATIE: Fie S’ secventa respectiva si
S = 1,72y« -y T'mn+1

secventa primelor m-n—+1 elemente ale lui §’. Pentru fiecare 1 < i < m-n+1,

fie a; lungimea celei mai lungi subsecvente crescatoare ce incepe cu r;, si d;

lungimea celei mai lungi subsecvente strict descrescatoare ce incepe cu 7.
De exemplu, daca S = 3,5,8,10,6,1,9,2,7,4 atunci

as = 3 (pentru subsecventa 5,8, 10 sau 5, 8,9)
dy = 2 (pentru subsecventa 5,1 sau 5,2 sau 5,4)

Demonstram teorema prin reducere la absurd. Daca Teorema 1 ar fi falsa,
am avea 1 <a; <msil<d; <n pentrutotiie {1,2,...,m-n+ 1}, deci
multimea de perechi {(a;,d;) | 1 < i < m-n+ 1} ar avea cel mult m - n
elemente. Conform principiului porumbelului, exista 1 <i<j<m-n+1
cu (a;,d;) = (aj,d;). Deducem ca (1) lungimea maxima a subsecventelor
crescatoare ce pornesc din r; si din 7; este a;, i (2) lungimea maxima a
subsecventelor strict descrescatoare ce pornesc din r; si din r; este d;.
Acest lucru este imposibil fiindca
lungime a;
. ’dh .
1. daca r; < rjatunci r; < r; < ..., ceea ce contrazice (1).
lungime a;+1
lungime d;
2. daca r; > rj atunci r; > 7; > ..., ceea ce contrazice (2).
lungime d;+1

Rezulta ca Teorema 1 are loc. OJ

Inainte de a indica aplicatia urmatoare, reamintim cateva notiuni de baza
despre numere reale: daca x € R atunci

o |z | este cel mai mare intreg m € Z astfel incat m < z, iar [z] este cel
mai mic intreg m € Z astfel incat x < m,
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e partea fractionara a lui = este {z} =z — |z].
e un numar irational este un numar din multimea R — Q.

Teorema urmatoare dovedeste ca numerele irationale pot fi aproximate oricat
de bine cu un numar rational.

Teorema 2 (Teorema de aproximare a lui Dirichlet). Daca a este un
numar irational si ) un intreg pozitiv, atunci exista un numar rational p/q
cul < ¢q < Q astfel incat

P 1
a—‘ < m (1.18)

DEMONSTRATIE. Impirtim intervalul [0,1] in @ + 1 subintervale disjuncte
de lungime < 1/(Q +1):

1 1 2 Q
LH=|10,—— ), b=|—"7 ——|,..., I =|=—-:1
1 [ Q+1> ’ [QH Q+1> o [QH ]
Deasemenea, definim urmatoarele () + 2 numere reale:

r1=0,ro ={a}t,rs ={2a}, ..., rg41 = {Qa}, rg42 = 1.

Cele @ + 2 numere sunt in @) + 1 subintervale disjuncte, deci exista indicii
1 <@ <j <@+ 2 astfel Incat r;,r; sunt in acelasi subinterval, adica
i —7j] <1/(Q+1). Se observa ca (i,7) # (1,Q + 2), pentru ca acest lucru
ar implica |r; — | = |11 —rg42| =1 > 1/(Q + 1). Deasemenea

T = 0 c«a—0
re,= (k—1) c«a—|(k—1)a] daca2<i<Q@Q+1
TQ+2 = 0 o —(—1)

Deci fiecare numar rj este de forma uy - o + vy cu ug, vy € Z, si u; # uj
fiindca (7, j) # (1,Q + 2). Rezulta ca

Vi — Uy 1
Iri = 7l = 1(ui = uj) - @+ (0 = v5)| = |ui — w4l a—u:_ujj <Ol
q€[1,Q] M
q
deci (1.18) are loc pentru un numar rational p/q cu 1 < ¢ < Q. O

Teorema 3. Daca n € N gi A este o multime de n + 1 numere cuprinse
intre 1 i 2n, atunci existd a,b € A, a # b astfel incat a divide b.



1.3. PRINCIPIUL PORUMBELULUI 39

DEMONSTRATIE: Fie A = {a1,aq,...,an+1}. Fiecare numar a; se scrie in
mod unic sub forma a; = 2% - ¢; cu k;, ¢; € N si ¢; numar impar. Rezultd ci
q1,92, - - -, qn+1 sunt numere impare cuprinse intre 1 gi 2-n — 1. Deoarece
intervalul [1,2n — 1] contine n numere impare, exista ¢ < j astfel incat
¢i = g5, deci a; = q; - Qki,(zj =q - 2% cu k; # kj. Fie a = min{a;,a;} si
b = max{a;,a;}. Este evident cd a,b € A, a # b si a divide b. O

1.3.2 Concluzii

Principiul porumbelului este un criteriu simplu si puternic de analiza in com-
binatorica existentiala, adica de determinare a existentei unor aranjamente
cu anumite proprietati.

1.3.3 Exercitii

1. Intr-un grup de 6 persoane, orice pereche de indivizi sunt prieteni sau
dusmani. Demonstrati ca grupul respectiv contine fie 3 indivizi care
sunt prieteni intre ei, fie 3 indivizi csre sunt dusmani intre ei.

2. Un sertar contine 12 ciorapi maro si 12 ciorapi negri.

(a) Cati ciorapi trebuie scogi din sertar pentru a fi siguri ca au fost
scosi cel putin 2 ciorapi de aceeasi culoare?

(b) Cati ciorapi trebuie scosi din sertar pentru a fi siguri ca au fost
scosi cel putin 4 ciorapi negri?

3. Cate numere trebuie selectate din multimea {1,2,3,4,5,6} pentru a fi
siguri cd am selectat cel putin 2 numere a caror suma este 77

4. n pugilisti concureaza intr-un turneu care prevede un meci intre fie-
care pereche de pugilisti. Fiecare pugilist a pierdut cel putin un meci.
Demonstrati ca cel putin 2 pugilisti au obtinut acelagi numar de vic-
torii.
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1.4 Principiul incluziunii si excluziunii

Principiul incluziunii si excluziunii este o generalizare a regulii sumei din
teoria numararii:

Daca A, B sunt multimi finite, atunci numarul de posibilititi de a alege
un element din AU B este |A| + |B| — |AN B].

Versiunea generala a principiului incluziunii si excluziunii este

Daca A1, Ao, ..., Ay sunt multimi finite atunci numarul de posibilitati
de a alege un element din (J;' ; A; este

|A1UA2U...UAn’ = |A1—|—|A2|—|——|—|An|
— A1 N As| — A1 N As| —...  (toate perechile)
+]A1NANAs|+ ... (toate triplurile)

+(=1)" A N AN ... N Al

Exercitiul 1. Un sertar contine 50 margele: 25 sunt de sticla, 30 sunt rosii,
20 sunt sferice, 18 sunt de sticla rosie, 12 sunt sferice de sticla, 15 sunt sferice
rosii, si 8 sunt sferice de sticla rogie. Cate margele exista care nu sunt nici
rosii, nici de sticla gi nici sferice?

RAsPUNS: Fie multimea A; a margelelor de sticla, As a margelelor rosii,
si As a margelelor sferice. Numarul cautat este 50 — |A; U A U As|. Din
datele problemei stim ca |A;| = 25, |Az| = 30, |As] = 20, |A; N Ag| = 18,
|A1 N As| =12, |Ay N As| = 1551 |A; N Ay N As| = 8. Deasemenea, stim ca
‘Al U As UAg‘ = ’Al‘ + ‘AQ’ + ’Ag‘ - ’Al ﬂAQ‘ — ‘Al ﬁAg‘ - ‘AQ N Ag‘
+|A1ﬂA2ﬂA3| =254+304+20—18—-12—-15+8 =38

deci numarul cautat este 50 — 38 — 12. O

Exercitiul 2*. Ce arie are octogonul gri din figura de mai jos?

A M B

P N
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Se presupune ca ABCD este un patrat cu latura 1 gi ca M, N,O, P sunt
mijloacele laturilor AB, BC,CD, DA.
RAspPUNS: Fie {F; | 1 <14 < 8} multimea triunghiurilor echilaterale { ABP,
ABN,BCO,BCM,CDP,CDN,DAM,DAO}, si S octogonul gri din fi-
gura. In cele ce urmeazi vom folosi notatia a(F) pentru aria unei figuri
geometrice F'. Ni se cere sa calculam a(.S).

Se observa usor ca a(F;) =1/4 pentru 1 <14 <8, si

8 8
a(S) = a(ABCD) —a (U F) =1l-a <U F) .

=1 =1

Conform principiului generalizat al incluziunii si excluziunii, avem

8 8
a(UFZ):Za(Fi)— Yo aFENF)+ Y aF;NFNF)

=1 =1 1<i<j<8 1<i<j<k<8
=2- > aFENF)+ > aBNFiNE).

1<i<j<8 1<i<j<k<8

Doua figuri diferite F;, F; se pot suprapune in trei feluri, indicate prin zonele
gri in figurile de mai jos:

So
S

iar trei figuri diferite F;, F;, F}, se pot suprapune in un singur fel:

S

Rezulta ca

Y awFENF)+ > a(F;NFjNF) =4-(a(S2) + a(Ss)).

1<i<j<8 1<i<j<k<8

Insd a(Sy) = a(Fy)/2 = 1/8. Deasemenea, din figura de mai jos
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D

rezultd ca |PB| = \/|]AB]2 + |AP]2 = V5/2 si
PB|

e G este centrul de greutate al lui ABD, deci |PG| = S5+

V5
3 6

e distanta de la A la PB este d(A, PB) = % = %

Prin urmare a(S3) = 2 - a(APG) = |PG| - d(A, PB) = §. Asadar

4-(a(S2) + a(S3)) = 4- (; + é) = g

7 5

Inainte de a ilustra exercitiul urmator, reamintim cate notiuni i proprietati
elementare din teoria numerelor.

» Doud numere a,b € N sunt prime intre ele daca cel mai mare divizor
comun al lor este 1: ged(a,b) = 1. De exemplu, 5 si 2 sunt prime intre
ele fiindca ged(5,12) = 1.

» Daciaa,b,m € Nsiged(a,b) = 1 atunci m este multiplu de a si multiplu
de b daca si numai daca este multiplu de a - b.

» Daca A,B,d € N, A < B i d > 0 atunci intervalul [A, B] contine
B — A+ 1 numere intregi, dintre care | 2| — [4] + 1 se divid cu d.

Exercitiul 3. Cate numere intregi cuprinse intre 50 si 213 sunt divizibile
cu b sau 127

RAspuUNs: Fie A multimea intregilor din intervalul [50,213] divizibili cu 5,
si B multimea intregilor din intervalul [50,213] divizibili cu 12. Avem de
calculat |AUB|. ged(5,12) = 1, deci AN B este multimea intregilor divizibili
cub-12 = 60.

A B

ANB

multipli
de 5-12

multipli
de 5

multipli
de 12
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Conform principiului incluziunii si excluziunii: |[AUB| = |A|+|B|—|ANB|.
Deasemenea, stim ca

213 50
Al=|— |- |—=|+1=42—-10+1=33,
- 5 - 5_
213 (50
‘B’__ﬁ__ E_+1_17_5+1_13’
213 (50
ANBl=|—| - | — 1=3-1+1=
|AN B 60 | 60_+ 3 + 3
deci numarul cautat este 33 + 13 — 3 = 43. O

Exercitiul 4. O parola este un gir de 7 caractere ASCII care contine o
litera mare si o cifra zecimala. Se stie cd multimea de caractere ASCII are
128 caractere dintre care 26 sunt litere mari iar 10 sunt cifre zecimale. Cate
astfel de parole se pot forma?

RAsPUNS: Fie A multimea caracterelor ASCII, S multimea parolelor posi-
bile si S’ multimea sirurilor de 7 caractere ASCII. Ni se cere sa calculam
|S]. Se observa ca S C S’. Deci, conform regulii sumei: |S’| = |[S|+]S"—S].
Rezultd ci |S| = |S'| — |S" — S| = 1287 — |§' — S|.

Pe de altd parte, S’ — S = X UY unde X este multimea sirurilor de
7 caractere ASCII in care nu apare nici o litera mare, iar Y este multimea
sirurilor de 7 caractere ASCII in care nu apare nici o cifra zecimald. Conform
principiului incluziunii §i excluziunii

1S —S|=|XUY|=|X|+]|Y]|-|XNY]|
= (128 — 26)7 + (128 — 10)7 — (128 — 26 — 10)”
= 1027 + 1187 — 927,

Deci numarul de parole posibile este 1287 — 1027 — 1187 4 927. ]

1.4.1 O notatie convenabila

In general, daca A este o multime finita iar Py, Ps, ..., P, sunt proprietati
pentru elementele din A, vom folosi notatia A; pentru multimea de elemente
din A cu proprietatea P;, N(P;, P;, ... P;,) pentru numarul de elemente din
A care au proprietatile P;,, Py, ..., P, si N(P{ P/, ... P/ ) pentru numarul
de elemente din A care nu au nici una din proprietatile 7, P;,, ..., F;, . Deci

N(PyPiy... Py) = Ay N Ay, 0. NA ],
N(P.’P.’ "'Pi/k):‘A’_|Ai1UAi2U---UAz’k‘

17 12
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iar din principiul incluziunii si excluziunii rezulta ca

N(P{Py...P))=]A|=Y N(P)+ > N(P,Py,)
=1

1<i1<i2<n

— ). N(Py,P,Py)+...+ (-1)"N(PiP,...Py).

1<i1<ia<iz<n
Exercitiul 5. Cate solutii are ecuatia
1+ xo+x3 =11

daca x1,x2,23 €N, 21 <3, 19 < 4 si x5 <67

RAsPUNS: Fie A = {(z1,22,73) € N® | 21 + 29 + 23 = 11}, i proprietitile
urmatoare: P; daca x1 > 3, P daca xo > 4, si Py daca x3 > 6. Ni se cere
sa calculam N (P{PyP3).

N(P[P;P3) = |A| = N(P1) — N(P2) — N(Ps)
+ N(Plpg) + N(Plpg) + N(P2P3) — N(P1P2P3)

Insi |[A| = C(34 11 — 1,3 — 1) = 78 (vezi Exercitiul 21 de la pagina 14) si

e (x1,29,73) € A1 este echivalent cu 71 = 4 +u si (u, 2, 23) € N3 astfel
incat u+ a9+ 23 =11—-4=7,deci N(P) = (7+3 1) ():

o (x1,29,13) € Ay este echivalent cu xo = 5 +u si (z1,u,z3) € N3 astfel
incat o1 +u+a3=11-5=71, dec1NP2z(+3 N=() =28

o (r1,m2,x3) € Ag este echivalent cu x3 = 74 u si (21, T2, u)

€ N3 astfel
incat o1 +x2+u=11—-7=4, deci N(P,) = (4+3 1) ():

o (r1,x9,23) € A; N Ay este echivalent cu 7 = 4+ u, 29 = 5+ v

si (u,v,23) € N astfel incat u +v + 23 = 11 —4 — 5 = 2, deci
2+43—1 4

N(PPy) = ( 3—1 ): (2) =6,

o (x1,x9,23) € A1 N A3 este echivalent cu 9 = 4 4+ u, 23 = 7+ v
si (u,r9,v) € N? astfel incat u + 22 +v = 11 —4 — 7 = 0, deci

C043—1y _ (2 _

N(PLP3) = ( 3-1 )— (0) =1,

o (r1,x9,x3) € Ay N Ag este echivalent cu 9 = 5+ u, 3 = 7+ v i
(x1,u,v) € N3 astfel incat x1 +u+v = 11 —5 — 7 = —1. Deoarece nu
exista un astfel de tuplu, N(P1P2) =0,
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o (x1,xz9,23) € A1 N Ay N Az este echivalent cu 1 =4+ u, 9 =5+ v,

r3 = T4w, si (u,v,w) € N? astfel incat u+v+w = 11-4—5-7 = —5.
Deoarece nu exista un astfel de tuplu, N(P; P> P3) = 0.

Rezulta ca N(P{PyP;) =78 —-36—-28—15+6+14+0—0=6. O

Exercitiul 6**. La o conferinta de presa participa 200 jurnalisti vorbitori
de germana, francezéa, engleza si japoneza, dintre care: 175 vorbesc germana,
150 vorbesc franceza, 180 vorbesc engleza, si 160 vorbesc japoneza. Care
este numarul minim de jurnaligti participanti la conferinta care vorbesc toate
cele patru limbi?

RAsSPUNS: Fie A multimea celor 200 de jurnalisti, si Py, Py, P, Py calitatile
lor de a putea vorbi germana, franceza, engleza si japoneza. Fie

x = N(PP2PsPy),

y1 = N(P{P,P3Py),y2 = N(PPyPsPy),

ys = N(P PyPiPy),ys = N(P P, P3Py),

219 = N(PLPLP3Py), 215 = N(PLPsPLPy), 214 = N(P| P P3P},
295 = N(PIPLPLPy), 204 = N(PLPyPsP)), 231 = N(PL P PLP)),
w1 = N(P,P,PLP)), us = N(P,PsPP)),

ug = N(P{PyP3Py),us = N(P{ P3Py Py).

A diagrama Venn a intersectiilor multimilor A; este ilustrata mai jos:

234( Y4 |224 Uy 234| Y4 |224 Ui Y4 |224
de A1
Ys | x | Y2 |223 unde Ys | T | Y2 |223 T |Y2
Az
213| Y1 |Z12| U4 Y1 |2z12
234| Y4
214| U3 214| U3
Ys| x
U2
Ao |713| W1
Ys| x | Y2 |Z23
214 Ay
— 213| Y1 |Z12| U4
Uz

Observatie: o diagrama Venn pentru 4 multimi nu se poate desena cu cer-
curi, dar se poate desena cu dreptunghiuri.
Ni se cere sa aflam valoarea minima a lui x In prezenta constrangerilor

3
Al =2 + Z(yz + i) + 212 + 213 + 214 + 223 + 224 + 234 = 200,
i=1

|Ai| = N(P1) =2+ y2+ y3 + ya + 203 + 224 + 234 + u1 = 175,
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|Ag| = N(P2) = o+ y1 +y3 + ya + 213 + 214 + 234 + up = 150,
|A3| = N(P3) = 2+ y1 + Y2 + ya + 212 + 214 + 224 + uz = 180,
|A4| = N(Py) = x4+ y1 +y2 + y3 + 212 + 213 + 223 + ug = 160,

Z,Y1,Y2, Y3, Ul, U2, U3, 212 + 213 + 214, 223 + 224 + 234 € N.

Aceasta este o problema de programare liniara cu intreagi (engl. integer
linear programming), care este dificila.!. In schimb, aflarea valorii minime a
lui € R in prezenta constrangerilor

4

2+ Y (i +wi) + 212 + 213 + 214 + 223 + 224 + 234 = 200,
i=1

T+ Y2+ Y3+ ya+ 223 + 224 + 234 +up = 175,

T +y1 +y3+ys+ 213 + 214 + 234 + u2 = 150,

T+ y1+y2+ys+ 212 + 214 + 204 + uz = 180,

T+ y1+y2+ys+ 212+ 213 + 223 + ug = 160,

T, Y1, Y2, Y3, U1, U2, U3, 212 + 213 + 214, 223 + 224 + 2314 > 0

este o problema de programare liniara care se poate rezolva usor cu algo-
ritmul simplex. Algoritmul simplex este implementat In numeroase sisteme
software de calcul. In Mathematica [13], poate fi apelat cu comanda

[] Untitled-2 * - Wolfram Mathematica 12.0 - O X

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
nizj= LinearProgramming [
{1,8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,89, 90, 0},
{{1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1},

{1,,1,1,1,1,90,0,90,0,0,0,1,1, 1},
{1,1,0,1,1,0,1,0,90,0,1,1, 8,9, 1},
{1,1,1,8,1,0,90,1,0,1,9,1,8,1, @},
{1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,0, 1,0, 8}},

{{2ee, e}, {175, e}, {15e, @}, {180, @}, {16e, 8}}]

oupz- (65, 25, 50, 20, 48, @, 0,0, 0, 0,0, 0, 0, 8, 0]

v
130% =~

care confirma ca minimul este atins cand x = 65, y; = 25, y» = 50, y3 = 20,
ya = 40, 219 = 213 = 214 = 2Z23 = 224 = 234 = 0. Deoarece aceste valori
sunt numere naturale, rezulta ca numarul minim posibil de jurnalisti care
vorbesc toate cele patru limbi este x = 65. [l

1Se stie programarea liniari cu intregi este o problems NP-complets.
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1.4.2 Aplicatii remarcabile
Functia totient

In 1763, Euler a definit functia ¢ : N — {0} — N, unde ¢(n) este numérul
intregilor 1 <m < n cu ged(m,n) = 1. De exemplu, ¢(24) = 8 fiindca sunt
8 intregi 1 < m < n cu ged(m,24) = 1: 1.5,7,11,13,17,19,23.

© se numeste functia totient a lui Euler. Aceasta functie joacd un rol
important in teoria numerelor.

In cele ce urmeazi vom descoperi o formul simpli de calcul al lui o(n)
cu ajutorul principiului generalizat al incluziunii si excluziunii.

Fie n = p|* - ... p descompunerea unica a lui n in produs de puteri
de numere prime distincte, cu n; > 0 pentru 1 < ¢ < r, gsi A multimea
numerelor 1 < m < n cu ged(m,n) = 1. Pentru fiecare 1 < i < r definim
multimea A; = {m € N | 1 < m < n si p; divide n}. Se observa usor ca
A =J;_, A;. Conform principiului incluziunii si excluziunii

r

U4

p(n) = n—|A] =n—

i=1
T
=n=Y JAl+ D Ay NAyl— .+ (D)"MAIN. N4,

i=1 1<i1<i2<r
Deoarece numerele pq, ..., p, sunt prime intre ele, rezulta ca daca 1 < k <r
sil < <2 < ... < i < r atunci multimea A4;, N ... N A;, contine
toate numerele 1 < m < pi* - ... pp" divizibile cu p;, - ... - p;,. Elementele
acestei multimi sunt numerele u - p;; - ... p;, cu 1l < u < o .”'p_ , deci

iy Py

|A1;1 N Aig n...N A'Lk:| = m de unde rezulta ca

,
n n n

pn)=n-— — 4+ +.. 4+ (-1 —

m=n=d gt 2 v

i q<iy<ig<r PPz
.
1
=n- 1—-—.

De exemplu, numarul de intregi strict pozitivi m < 24 cu ged(m,n) = 1 este

@(24)290(23-31):24-(1—;)-(1—:1))):24-;;:8.
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Numararea numerelor prime

Ne punem problema numararii numerelor prime mai mici sau egale ca n,
unde n € N. Daca n nu este prim atuncin =a-ncua,b € Ngil<a<b,
ceea ce implica a? < n, deci a < y/n. Altfel spus, n trebuie sa fie divizibil cu
un numar prim p < y/n. Rezulta criteriul urmétor de numéarare a numerelor
prime mai mici sau egale ca n:

Fie N = {1,2,...,n} si np numarul de elemente ramase dupa ce eli-
mind din N multiplii de numere prime p < y/n. ng nu este numarul
cautat fiindca (1) nu am numarat numerele prime mai mici sau egale
can, si (1) am numarat 1. Deci numarul cautat este ng — r + 1 unde
r este numarul numerelor prime mai mici sau egale ca y/n.

Exercitiul 6. Cate numere prime sunt mai mici sau egale ca 1207

RAsPUNS: Multimea numerelor prime p < /120 este {2, 3,5, 7}, deci numarul
cautat este ng —4+ 1 =ng + 3 unde

no ={n € N|1<n <120} si n nu este multiplu de 2,3,5,7}
=120—{n e N| 1 <n <120} si n este multiplu de 2,3,5 sau 7}
=120 — ’AQUAgUA5UA7|

unde A, = {n € N| 1 <n <120 si n este multiplu de p}. Conform princi-
piului generalizat al incluziunii si excluziunii, avem ca

| Ay U A3 U A5 U Aq| = |As| + |As| + |As| + | Ar|

— A2 N Az| — A2 N As| — A2 N A7
— A3 N As| — [As N A7 — |As N A7
+ A2 N AsN A5+ |As N A3 N A7+ [Aa N As N Ay
+|As N A5 N A7| — A2 N A3 N As N A7

= |As| + |A3| + | 45| + |A7]
— |Ae| — |A1o| — [Ara] — [A15| — [A21] — [Ass]
+ |Aszo| + |As2| + |A7o| + |A10s] — |A210]

=60 +40+24+ 17— (20 + 12+ 8+ 8+ 5+ 3)
+(4+2+141)—0=141—56+8 =93

deci numarul cautat este (120 — 93) + 3 = 30. O
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1.4.3 Concluzii

Principiul incluziunii i excluziunii este un criteriu simplu si puternic de
numarare in combinatorica enumerativa, care generalizeaza regula sumei:

e Daca A, B sunt doua multimi finite atunci

|AUB|=|A|+|B|—|AUB|.
o In general, dacd Aq, Ao, ..., A, sunt multimi finite atunci

Ay UAs U ... UA,| = |A1L + |A2| + ... + |As|
— A1 M A —|A1NAs| —...  (toate perechile)
+]AiNANAs|+... (toate triplurile)

+ (D" A N AN ... N A,

1.4.4 Exercitii
1. Cate siruri de 7 biti incep cu 00 sau se termina cu 0007
2. Céate numere Intregi cuprinse intre 50 si 1500 inclusiv

se divid cu 37
se divid cu 77

se divid cu 7 dar nu se divid cu 37

a
b
c

d

(e) nu se divid nici cu 3 si nici cu 77

—~ o~ —~

)
)
)
)

se divid cu 3 sau cu 77

—

3. Cate numere intregi de la 1 la 999 inclusiv

(a
(b
(c
(d
(e
(f

(g) sunt pare si au cifre distincte?

) se divid cu 77

) se divid cu 7 gi nu se divid cu 117

) se divid cu 7 si 117

) se divid cu 7 sau 117

) se divid cu doar unul din numerele 7, 117
)

au cifre distincte?

4. Cate numere prime sunt mai mici sau egale ca 1017
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5. Intr-o clasi sunt 14 fete si 16 baieti. Stim cd 22 persoane din clasa
respectiva sunt blonde. Care este numarul minim de fete blonde din
clasa respectiva?

6. Se considera multimea celor 50 de steaguri ale SUA. Stim ca

30 steaguri au fundal albastru,

12 steaguri au dungi,

pe 26 steaguri apare o planta sau un animal,

9 steaguri au fundal albastru si dungi,

23 steaguri au fundal albastru si o planta sau animal,
3 steaguri au dungi si o planta sau animal,

un singur steag (California) are dungi si o planta sau animal, dar
nu are fundal albastru.

Cate state din SUA au steaguri fara fundal albastru, fara dungi, si
fara planta sau animal?

7. Cate submultimi ale multimii {a, b, c,d,e, 1,2,3,4} contin cel putin o
litera si cel putin o cifra?



