Curs 2: Permutari si combinari

Tehnici de generare si enumerare




Cursul 1: recapitulare

@ Principiile rationamenului combinatorial sunt: regula
produsului si regula sumei.
@ Cele mai importante aranjamenet combinatoriale ale unei
multimi A cu n elemente sunt:
o r-permutdrile: (ai,...,a,) cu a; # a;. A are
n! o
P(n,r)= T [-permutdri.

(n—r)!

e r-permutdrile cu repetitie: (ay, ..., a,) unde elementele pot fi
egale. A are n" r-permutari cu repetitie.
o r-combindrile {a1,...,a,} cu a; # a;. Aare

[
C(n,r)= <n) = T combiniri.

ri(n—r)!

o r-combindrile cu repetitie {a1,...,a,} unde elementele pot fi
egale. Aare C(n+ r—1,r) r-combindri cu repetitie.
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Cursul 1: recapitulare

Alte aranjamente combinatoriale importante:
@ r-permutarile cu repetitie ale unei multimi A= {a1,...,a,} In

care a; apare de r; ori, ap de rp ori, ..., a, de r, ori. Numarul
r!
rilrnl. !

@ Cate siruri cu cel mult 3 elemente diferite din {a, b, ¢, d} sunt?

acestora este

@ n cate feluri putem alege 5 bile dintr-o urna cu bile rosii, galbene,
albastre si verzi? Urna are cel putin 5 bile de fiecare culoare.

© Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are {a, b, ¢, d, e}?

@ Cate siruri se pot forma rearanjand literele sirului ALAMA?
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Cursul 1: recapitulare

Alte aranjamente combinatoriale importante:
@ r-permutarile cu repetitie ale unei multimi A= {a1,...,a,} In
care a; apare de r; ori, ap de rp ori, ..., a, de r, ori. Numarul

|
acestora este ——+—
rnimnt...rp:

@ Cate siruri cu cel mult 3 elemente diferite din {a, b, ¢, d} sunt?
P(4,1) + P(4,2) + P(4,3) =44+ 4-34+4-3.2 =40

@ In cate feluri putem alege 5 bile dintr-o urnad cu bile rosii, galbene,
albastre si verzi? Urna are cel putin 5 bile de fiecare culoare.

© Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are {a, b, ¢, d, e}?

@ Cate siruri se pot forma rearanjand literele sirului ALAMA?
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Cursul 1: recapitulare

Alte aranjamente combinatoriale importante:
@ r-permutarile cu repetitie ale unei multimi A= {a1,...,a,} In
care a; apare de r; ori, ap de rp ori, ..., a, de r, ori. Numarul

|
acestora este ——+—
rnimnt...rp:

@ Cate siruri cu cel mult 3 elemente diferite din {a, b, ¢, d} sunt?
P(4,1) + P(4,2) + P(4,3) =44+ 4-34+4-3.2 =40

@ In cate feluri putem alege 5 bile dintr-o urnad cu bile rosii, galbene,
albastre si verzi? Urna are cel putin 5 bile de fiecare culoare.

C(4+5—1,5)= C(8,5) =56

© Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are {a, b, ¢, d, e}?

@ Cate siruri se pot forma rearanjand literele sirului ALAMA?
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Cursul 1: recapitulare

Alte aranjamente combinatoriale importante:
@ r-permutarile cu repetitie ale unei multimi A= {a1,...,a,} In
care a; apare de r; ori, ap de rp ori, ..., a, de r, ori. Numarul

|
acestora este ——+—
rnimnt...rp:

@ Cate siruri cu cel mult 3 elemente diferite din {a, b, ¢, d} sunt?
P(4,1) + P(4,2) + P(4,3) =44+ 4-34+4-3.2 =40

@ In cate feluri putem alege 5 bile dintr-o urnad cu bile rosii, galbene,
albastre si verzi? Urna are cel putin 5 bile de fiecare culoare.

C(4+5—1,5)= C(8,5) = 56
© Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are {a, b, ¢, d, e}?
C(5,0) + C(5,1) + C(5,2) + C(5,3) =1+5+10+ 10 =26

@ Cate siruri se pot forma rearanjand literele sirului ALAMA?
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Cursul 1: recapitulare

Alte aranjamente combinatoriale importante:
@ r-permutarile cu repetitie ale unei multimi A= {a1,...,a,} In
care a; apare de r; ori, ap de rp ori, ..., a, de r, ori. Numarul

|
acestora este ——+—
rnimnt...rp:

@ Cate siruri cu cel mult 3 elemente diferite din {a, b, ¢, d} sunt?
P(4,1) + P(4,2) + P(4,3) =44+ 4-34+4-3.2 =40

@ In cate feluri putem alege 5 bile dintr-o urnad cu bile rosii, galbene,
albastre si verzi? Urna are cel putin 5 bile de fiecare culoare.

C(4+5—1,5) = C(8,5) = 56
© Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are {a, b, ¢, d, e}?
C(5,0) + C(5,1) + C(5,2) + C(5,3) =1+5+10+ 10 =26
© Cate siruri se pot forma rearanjand literele sirului ALAMA?
3o = 20
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Continutul Cursului 2

Tehnici de generare si enumerare

Vom considera aranjamente combinatoriale de elemente din o
multime ordonata

A={a1,a,...,an}

Cuag <ax<...<ay.

@ Tn ordine lexicografica:
e r-permutari cu si fard repetitie
e r-combinari
e r-combinari cu repetitie

@ in ordine binara
e combindri (adicd submultimi)
o r-combindri (adicd submultimi cu r-elemente)
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Ordonarea lexicografica a aranjamentelor combinatoriale

Consideram aranjamente combinatoriale cu elemente din
S={aj,a,...,ap}cuar <ap<...<ap

@ Orice r-combinare C (cu sau far3 repetitie) a lui S are o
reprezentare lexicografica unicd C = {s1,...,s/} cu
51<s <...<s.

» Exemple: {d,a,c} si {a,b,a,d,b} au reprezentarile
lexicografice {a,c,d} si {a,a, b, b, d}

» De acum Tncolo scrie toate combindrile Tn reprezentare
lexicografica.

e Doud siruri s1...5, si 5] ... sé, se compara lexicografic ca si
cuvintele din dictionar: s ...s, <je 51 ... s, dacd

Q s1...s, este un prefix al lui s] . ..5:7, sau

Q existd 1 < i < min(p, q) astfel incat s;...si_1 =s]...5/_; si
sp < s..

© {s1,. .., Sp} <fex {51, 55} dacd s1...5p <jex 57 - - Sg-
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Q1: S3 se enumere n ordine lexicograficd permutarile
(d,a,c,b),(b,c,a,d),(b,a,c,d).

Q2: S3 se enumere n ordine lexicograficad submultimile
A={d,a, e}, B={c,e,b}, C={d,b,c}.
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Q1: S3 se enumere n ordine lexicograficd permutarile
(d,a,c,b),(b,c,a,d),(b,a,c,d).

R1: (b,a,c,d) <jex (b,c,a,d) <jex (d,a,c, b).

Q2: S3 se enumere n ordine lexicograficad submultimile
A={d,a, e}, B={c,e,b}, C={d,b,c}.
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Q1:

R1:
Q2:

R2:

Sa se enumere Tn ordine lexicografica permutarile
(d,a,c,b),(b,c,a,d),(b,a,c,d).

(bya, c,d) <jex (b,c,a,d) <jex (d,a,c,b).

S3 se enumere n ordine lexicograficd submultimile
A={d,a, e}, B={c,e,b}, C={d,b,c}.

Mai intdi scriem toate submultimile folosind reprezentarea
lexicografica: A= {a,d,e}, B={b,c,e}, C ={b,c,d}.
Apoi le ordondam lexicografic:

{a,d, e} <jex {b,c,d} <jex {b,c, e}, deci A <jex C <jex B.
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Ordonarea lexicografica

Enumerare, ranking si unranking

Daca enumeram in ordine lexicograficd toate aranjamentele
combinatoriale de un anumit tip si le numerotam incepand cu O,
obtinem rangul lexicografic al fiecarui aranjament.

NOTATII FOLOSITE: Dacd S = {a1,...,ap} cu a1 < ... < a, este
multimea de elemente folosite Tn aranjamente, atunci

o rk(p,S)=1i—1dacd p=a;
o rkLexs(C) este rangul lexicografic al aranjamentului
combinatorial C

@ nextLexs(C) este aranjamentul combinatorial care urmeaza
imediat dupd C Tn ordine lexicografica.
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Ordonarea lexicografica a aranjamentelor combinatoriale

Exemple ilustrate pentru A= {a,b,c} cua<b<c

r-permutari ale lui A

rang lexicografic | permutare | 2-permutare | 1-permutare
0 (a,b,c) (a,b) (a)
1 (a,c, b) (a,c) (b)
2 (b,a,c) (b, a) (c)
3 <b7 c, a> <ba C> -
4 <C7 a, b> <C7 a> -
5 <C7 b7 a> <C’ b>

r-permutari cu repetitie ale lui A

rang lexicografic | 2 — permutare cu repetitie

0 (a, a)
1 (a, b)
2 (a, c)
3 (b, a)
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Ordonarea lexicografica a aranjamentelor combinatoriale

Exemple ilustrate pentru A= {a,b,c,d} cua<b<c<d

r-combinari ale lui A

rang lexicografic | 3-combinare | 2-combinare
0 {a, b, ¢} {a, b}
1 {a, b, d} {a,c}
2 {a,c,d} {a,d}
3 {b,c,d} {b,c}
4 - {bv d}
5 - {c,d}
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Ordonarea lexicografica

Probleme de ranking, unranking si enumerare

Vom prezenta metode de rezolvare a urmatoarelor probleme:

Ranking: S3a se calculeze rangul rkLexs(C) al unui anumit tip
de aranjament combinatorial.

Unranking: Se d3 un numar k € N. S3 se determine C pentru
care rkLexs(C) = k.

Enumerare: S3 se calculeze nextLexs(C).

Curs 2: Permutari si combinari



r-permutari

Ranking, unranking si enumerare pentru ordonarea lexicografica

Considerdm S = {a1,...,an} si r-permutarea ™ = (p1, p2, ..., Pr).

e Ranking: rkLexs(m) =0 daci 7 = (ay,...,a,). In caz contrar,
rkLexs(m) =i-P(n—1,r — 1)+ rkLexs_py ((P2,-- -, Pr))
unde i = rk(p1, S)

e Unranking: dacd k = rkLexs(m) atunci

o Dacd k=0, atunci m = (a1, ..., a,).
e Dacd k >0, fiei= |k/P(n—1,r —1)]. Atunci
7w ={p1,P2s--.,Pr) unde rk(p1,S) =i si

k—i-P(n—=1,r—1) = rklexs_p({p2,...,pr))

e Enumerare pentru permutdri: Dacd © = (a,, ap—1,...,a1)
atunci nextlLexs(m) nu exist3. Altfel, fie
i=min{j| pj > pj11 > . >pn} si k—max{j\p, 1< pj}-
nextlLexs(m) se obtine d|n m n 2 pasi:
© Se permut3d locurile lui a;_1 si ax in m, apoi
@ Se inverseaza ordinea elementelor p;, piy1,...,pp n 7.
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Exemple pentru r-permutari
Ranking lexicografic

01234
Q: Ce rang lexicografic are (4,2,1,3) dac3 S = {1,2,3,4,5}7

R:

rkLeX5(<472a 17 3>) =3 P(47 3) + rkLeX{1,2,3,5}(<27 ]-7 3))
= 72 + rkLeX{o 12 3}((2, 1, 3>)

1439

== 72 + ]. . P(3, 2) + rkLeX{1’375}(<l, 3>)
=724+6+0=78
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Exemple pentru r-permutari
Unranking lexicografic

01234
Q: Care 4-permutare a lui S = {1,2,3,4,5} are rangul 787

R: Fie m = (p1, p2, p3, pa) 4=permutarea respectiva.
n=5r=4, decii=|78/P(4,3)| = |78/24] = 3 si
rk(p1,S) = 3. Deci py = 4 si
78 — 324 = 6 = rklLexs/((p2, p3, p4)) unde S’ = {1,2,3,5}.
n=4,r=3,decii=|6/P(3,2)] =(6/6] =1si
rk(pz,S’) = 1. Deci pp =2 si
6=1-6=0= rkLexss((p3, ps)) unde S” = {1,3,5}.
Rezultd ca (p3, pa) = (1,3), deci m = (4,2,1,3).
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Exemple pentru permutari

Enumerare cu nextlLexs(m)

Q: Care permutare a lui S ={1,2,3,4,5,6,7} urmeazd dupa
(3,2,5,7,6,4,1) in ordine lexicografic3?

R: Fie m = (3,2,5,7,6,4,1) = (p1, p2, P3, P4, Ps, Ps, P7)- Cel mai
lung sufix descrescator al lui 7 este 7,6,4,1, si incepe cu
ps =7, deci min{j | pj > pjy1> ... > pr} =i =4
Cel mai din dreapta element din # mai mare decat p;_; =5
este ps = 6, deci max{j | pj > pi—1} = k = 5.

nextlexs((3,2,5,7,6,4,1)) se calculeazs in 2 pasi:
© Schimbam locurile lui pi—1 si px in ™ = (3,2,6,7,5,4,1).
@ Inversam ordinea elementelor pq4, ps, ps, p7 in
7= (3,2,6,1,4,5,7).
Deci nextlexs((3,2,5,7,6,4,1)) = (3,2,6,1,4,5,7).
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r-permutari cu repetitie

Ranking si unranking pentru ordonarea lexicografica

Consideram S = {ai,...,a,} si r-permutarea cu repetitie
™= <p1ap2>"'7pr>'

e Ranking: rkLexs(m) = \_q rk(pi, S) - n"™'

e Unranking: Dacd @ = (p1,...,p,) este o r-permutare cu
repetitie a lui S cu rkLexs(m) = k, atunci putem afla valorile
componentelor pi,..., p, In felul urmator:

© Calculam reprezentarea lui k in baza n cu r cifre: did>...d,
@ Fiecare p; satisface conditia rk(p;, S) = d;.
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Exemple pentru r-permutari cu repetitie

Ranking si unranking lexicografic

2 3

01 4
S={a,b,c,d,e}cua<b<c<d<e.

Q1:

R1:

Q2:

R2:

Ce rang lexicografic are 3-permutarea cu repetitie (d,d,a) a
lui S7

rkLexs((d,d,a)) = rk(d,S) 52 +rk(d,S)-5' +rk(a,s)-5° =
3:-26+3-5+0-1=090.

Care 5-permutare cu repetitie a lui S are rangul lexicografic
5167

Fie m = (p1, p2, p3, pa, ps) 5-permutarea cu repetitie cu rangul
lexicografic 516.

516 = 040315

Deci m = (a,e,a,d,b)
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Submultimi

Ranking si unranking pentru ordonarea lexicografica

Exemplu pentru S = {a,b,c} cua<b<c:

submultime C | 0 {a} {a,b} {a,b,c} {a,c} {b} {b,c} {c}
rkLexs(C) |0 1 2 3 4 5 6 7
e Ranking: Dacad S ={a1,a2,...,an} si {s1,5,...,5 } este

reprezentarea lexicograficd a lui C atunci

o dacd C = 0 atunci rkLexs(C) = 0.

o dacd rk(s;,S) =i (adicd s; = a;j4+1) atunci
rkLexs(C) = 142" — 2"/ 4 rkLexga, s, ...an ({82, - -5 5r}).

e Unranking: Dacd rkLexs(C) = k atunci

o dacd k=0 atunci C = 0.

o dacj i satisface conditia 2" — k < 277" < 2. (2" — k), atunci
C ={ai;1}U C" unde rklex,,,,, . .3 (C') =k —1—2"42"
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Exemple pentru submultimi
Ranking lexicografic

S={a,b,c,de,flcua<b<c<d<ec<ft.
Q1: Ce rang lexicografic are submultimea {b,d,f} a lui S?

12345
R1: S = {g,b, g,d, é,f} are 6 elemente si rk(b,S) = 1, deci
rkLexs({b,d, £}) = 1 +2° — 2° + rkLex(c 4 0.5} ({d, £})
= 33 + rkLeX{&é’é’;}({d, f})
=33414+2% -2+ rkLex{o %}({f})

=42 4+14 2% - 21 4 rkLexy()
= 45 + rkLexy(0) = 45 + 0 = 45.
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Exemple pentru submultimi
Unranking lexicografic

S={a,b,c,de,flcua<b<c<d<e<f.
Q1: Care submultime a lui S are rangul lexicografic 457
R1: Fie C submultimea cautata.

012345 .
S={a,b,c,d,e,f} are n =6 elemente si
2" —45 =19 < 2° =32 <2-(2"—45), deci i pentrucare n—i =5
este i =1,si C ={b}UC’ unde
rkLex(c ae3(C') =45 —1—204+20"1 =12,

{g,cll, g,%} are n = 4 elemente si

2" —12=4<2%=8<2-(2"—12), deci i pentru care n — i = 3
este i =1,si C' ={d}UC” unde

rklexqe sy (C') =12 —1—24 4 24-1 =3,

{g,%} are n=2elementesi 2" —3=1<2! =2<2.(2"-3),
deci i pentrucare n—i=1estei=1,si C" ={£f} U C"” unde
rkLexp(C") =3 —1-22 42271 =0.

Rezults c3 C" =0 si C = {b,d, £}
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Submultimi

Ranking si unranking pentru ordonarea binara

Presupunem cd S = {aj,a2,...,ap} cuar < ax < ... < ap.
Ranking: rangul binar al unei submultimi S’ C S este

1 dacia €8,

! n— I
rkBins(S") Zb .2 unde b; _{ 0 dack o ¢ S

Scriem S1 <pin S2 dacd rkBins(S1) < rkBins(Sz). De
exemplu, rkBing,p . q1({2,c}) = 1010, = 10 i

0 <pin {d} <pin {C} <bin {C,d} <pin - - - <bin {aaba C, d}

Unranking: dac3 rkBins(S’) = k si reprezentarea lui k in baza
2 pe n biti este byby ... b,, atunci

={a|1<i<nsib=1}
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Exemple pentru submultimi
Ranking si unranking binar

Q1:

R1:
Q2:

R2:

Ce rang binar are submultimea {b,d, e} a lui
S ={a,b,c,d,e, f}?

rkBins({b,d, e}) = 010110, = 2* + 2% 4 2" = 22.

Care submultime a lui {a,b, c,d, e, £} are rangul lexicografic
437

43 = 101011,, deci submultimea cu rangul 43 este {a, c,e, f}.
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