Teoria Grafurilor si Combinatorica

Curs 1: Introducere. Tehnici de numarare




Structura cursului

Curs saptamanal: Luni, 11:20-12:50.
e Combinatoric3 (7 sdptamani):

o Familiarizarea cu notiunile de baza ale combinatoricii si cu
rationamentul combinatorial.

e Cuprins: Tehnici de numarare, de generare si enumerare;
principiul incluziunii si excluziunii; principiul porumbelului;
tehnici avansate de numarare; teoria lui Pdlya; probleme de
ocupare

e Teoria Grafurilor (7 sdptdmani):

e Familiarizarea cu vocabularul teoriei grafurilor, moduri de
reprezentare, algoritmi relevanti, aplicatii practice.

e Cuprins: Vocabularul teoriei grafurilor; conectivitate; algoritmi
de traversare: aplicatii; drumuri de lungime minim3d; arbori de
acoperire; grafuri euleriene si hamiltoniene; retele de transport;
cuplaje; colorabilitate.
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Aspecte organizatorice

Curs & seminar/laborator: Mircea Marin

o Classroom: Meet link:
https://meet.google.com/lookup/gdu3wh3s7j

@ Pagina web:
https://staff.fmi.uvt.ro/ " mircea.marin/lectures/TGC
@ Evaluare: o medie ponderata
o 40%: examindri din partea de combinatoricd: teme + un
examen partial (s3ptdméana 7)
o 40%: examindri din partea de teoria grafurilord: teme + un
examen partial (sdptdména 14)
o 20%: examen final din ambele parti
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Referinte bibliografice

@ M. Marin. Combinatorica si Teoria Grafurilor. Manuscris.
e Parti din manuscris vor fi distribuite la fiecare curs.
@ J. M. Harris, J. L. Hirst, M. J. Mossinghoff. Combinatorics
and Graph Theory. Second Edition. Springer. 2008.
© Capitolul 5: Graphs din

e R. Sedgewick, K. Wayne. Algorithms, 4th Edition.
Addison-Wesley Professional. 2011.
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https://algs4.cs.princeton.edu/home/

Teoria numararii

Cauta raspuns la intrebarea ,,Cat de multe?” fara s3 enumere
toate alternativele posibile.

REMARCA: Metode de enumerare a alternativelor posibile vor
fi prezentate in Cursul 2.

Exemple tipice

@ Cate numere diferite se pot reprezenta cu n biti?

@ Cate parole distincte de 7 caractere se pot forma, daca este
permisa doar folosirea cifrelor zecimale si a literelor din
multimea {a,b,c,d,e,f g,h,i,j,k,l,m,n,0,p,q,rs,t,uv,wxyz}?

© Cate ordonari ale unei multimi cu n elemente distincte exista?

© Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are o multime cu 10
elemente distincte?
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Principii fundamentale de numarare

1. Regula produsului

Regula produsului. Daca o procedurad poate fi descompusa in o secventa
de 2 proceduri astfel incat

@ prima se poate efectua in ny feluri
@ a doua se poate efectua in np feluri

atunci exista ny - ny feluri de a efectua acea procedura.
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Principii fundamentale de numarare

1. Regula produsului

Regula produsului. Daca o procedurad poate fi descompusa in o secventa
de 2 proceduri astfel incat

@ prima se poate efectua in ny feluri
@ a doua se poate efectua in np feluri

atunci exista ny - ny feluri de a efectua acea procedura.

Regula generalizatd a produsului. Dac3 o procedurd poate fi descompusa
n o secventd de m proceduri astfel Tncat

@ prima se poate efectua n ny feluri
@ a doua se poate efectua Tn ny feluri
° ...

@ a m-a se poate efectua in n, feluri

atunci exista ny - no - ... - ny, feluri de a efectua acea
procedura.
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Aplicatii ale regulii produsului

(1) O companie are 12 birouri si 2 angajati: Gheorghe si lon. Tn
cate feluri se pot aloca birouri diferite celor doi angajati?
Raspuns

o Alocarea se poate descompune in 2 operatii distincte: alocarea

unui birou pentru Gheorghe, urmata de alocarea unui birou
pentru lon.

e Exista 12 alternative pentru prima operatie, deoarece sunt 12
birouri Tn total.

o Exista 11 alternative pentru operatia a doua, deoarece biroul
alocat lui Gheorghe nu mai este liber.

= conform regulii produsului, sunt 12 - 11 = 132 variante.
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Aplicatii ale regulii produsului

(2) Tntr-o sal3 de laborator, scaunele sunt etichetate cu o liters
mare urmata de un numar ntre 1 si 50. Cate scaune pot fi
numerotate diferit in felul acesta? Sunt 26 litere mari.

Raspuns: Eticheta = LN cu 26 posibilitati pentru L si 50
posibilitati pentru N = 26 - 50 = 1300 etichete.

(3) Cate siruri diferite de 7 biti exist3?
Raspuns: biby ... by cu b; € {0,1} = 27 siruri de 7 biti.

(4) Cate functii f :{a1,...,am} — {b1,..., bp} existd?
Raspuns: Avem de efectuat o secventa de m operatii: de
fixat valoarea lui f(a;1), apoi ... apoi valoarea lui f(ap)
=n-...-n=n" functii.

——
m ori
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Aplicatii ale regulii produsului

Numararea functiilor injective dintre 2 multimi finite

(5) Cate functii injective f : {a1,a2,...,am} — {b1,b2,..., bn}
existd? Observati ca trebuie sa avem m < n.
Raspuns: Avem de efectuat o secventd de m operatii: de fixat
valoarea lui f(a1), apoi ... apoi de fixat valoarea lui f(a,).

o Pentru fiecare i: f(a;) € {b1,...,ba} — {f(a1),...,f(ai-1)}
= operatia i poate fi efectuatd in n — (i — 1) feluri

= conform regulii produsului, existd n-(n—1)-...-(n—m+1)

astfel de functii.
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Aplicatii ale regulii produsului

Numararea submultimilor unei multimi finite

(6) Numdrul de submultimi al unei multimi finite
S=1{a,a,...,a,} este 2".
Demonstratie
o Fiecare submultime B a lui A are o reprezentare binara

. . 1 dacid a; € B
=sirul de biti b1by... b, cu b; = { 0 dack a; ¢ B

De exemplu, dacd A= {a; = 1,a, = 2, a3 = 3, a, = 4} atunci
Submultime  Reprezentare binarad

0000
{2} 0100
{2,4} o101

{1,2,3,4} 1111
e Numarul de submultimi al lui A = numarul de reprezentari
binare bib, ... b, = 2".
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Principii fundamentale de numarare

2. Regula sumei

Regula sumei. Dacd o procedura se poate efectua in 2 feluri, pentru felul
i sunt n; variante, si nici una din variantele de primul fel
nu coincide cu vreo variant3 de felul 2, atunci exist3
ny + no variante de a efectua procedura.

Regula generalizatd a sumei. Presupunem c3 o procedura poate fi
efectuata in m feluri, pentru felul i sunt n; variante, si
variantele efectuate n feluri diferite sunt diferite.

Atunci exista ny + np + ...+ np, variante de a efectua
procedura respectiva.
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Aplicatii ale regulii sumei

(1) Un student trebuie s3 aleagd un proiect de programare din 3
liste. Prima lista contine 9 proiecte, a doua 8, iar a treia 12.
Nici un proiect nu apare Tn mai multe liste. Cate proiecte
posibile exista?

Raspuns
e Proiectul poate fi ales independent din una din cele 3 liste

e Deoarece nici un project nu apare Tn mai multe liste, putem
aplica regula sumei = 9 4 8 4+ 12 = 29 posibilitati.
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Probleme mai complexe de numarare

Multe probleme de numarare nu pot fi rezolvate folosind doar regula
sumei sau doar regula produsului, Tnsa pot fi rezolvate dac3 folosim
ambele reguli.

EXEMPLE

(1) Se stie c3 o parol3 este un sir intre 6 si 8 caractere lungime, si c3
fiecare caracter este fie o litera mare sau o cifra zecimala. Fiecare
parola contine cel putin o cifra. Cate parole posibile sunt?

Raspuns
e Fie P numarul total de parole, si Ps, Py si Pg numarul de
parole cu lungimea 6, 7, sau 8.
e Conform regulii sumei, P = Ps + P7 + Pg.
o Calculul lui P, pentru m € {6,7,8}, se poate face astfel:
o Fie Wy, numarul de siruri de litere mari si cifre cu lungimea m.
Conform regulii produsului, W, = (26 4+ 10)™ = 36"
o Fie Ny, numarul de siruri de litere mari cu lungimea m.
Conform regulii produsului, N, = 26™.
e Se observa usor ca P, = W,, — N,, (explicati de ce!).

= P = Ws—Ng+Ws— Ny +Ws— Ng = 365266 1+367 2674368 —268.
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Exemple mai complexe de numarare

(2) in cate feluri putem alege 2 carti scrise n limbaje diferite
dintr-o colectie de 5 carti scrise in romana, 9 scrise n engleza,
si 10 Tn germana?

Raspuns
R&E =5x 9=145 cf. regulii produsului
R&G =5x10=50 cf. regulii produsului
E&G =9x10=90 cf. regulii produsului

= 45 + 50 4 90 = 185 feluri (cf. regulii sumei).
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Demonstratii combinatoriale

@ O demonstratie combinatoriald este o demonstratie care
foloseste argumente de numarare, precum regula sumei si
regula produsului pentru a demonstra ceva.

@ Demonstratiile ilustrate mai devreme sunt combinatoriale.
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Tipuri de aranjamente combinatoriale

Permutari si combinari

Presupunem c3 A este o multime finit3 cu n elemente.

@ Un r-aranjament ordonat (sau r-permutare) al lui A este un tuplu

@ O permutare a lui A este o n-permutare (aj, a,, ..., a,) al tuturor
elementelor |ui A.

@ Un r-aranjament neordonat (sau r-combinare) a lui A este o
submultime {a1, a0, ..., a,} cu r elemente a lui A.

@ O r-combinare cu repetitie a lui A este un multiset {a;,a,,...,a,}
de r elemente din A care se pot repeta.

Teoria Grafurilor si Combinatoricd



Permutari si combinari (cu si fara repetitie)

Exemple

Fie A= {1,2,3}.
e (3,1,2) si (1,3,2) sunt permutdri ale lui A.
@ (2,3,2,3) si (3,3,3,1) sunt 4-permutdri cu repetitie ale lui A.
e (3,1) si (1,2) sunt 2-permutari ale lui A.
@ 2-combindrile lui A sunt submultimille {1,2}, {1,3}, {2, 3}.
@ 2-combindrile cu repetitie ale lui A sunt {1,1}, {1,2}, {1, 3},
{2,2},{2,3},{3,3}.
Notatii folosite:
enl=1-2.-...-n
e P(n,r):=

@ C(n,r):= nr. de r-combindri ale unei multimi cu n elemente.
: o (n
Notatie alternativd: (7).

nr. de r-permutari ale unei multimi cu n elemente.

Teoria Grafurilor si Combinatoricd



Permutari

Care este valoarea lui P(n,r)?

Teorema
P(n,ry=n-(n—1)-...-(n—r+1).

DEMONSTRATIE

A={a,...,an}

r-permutare = (p1,p2,...,pr) CU P1,P2,...,Pr € A
elemente distincte.

subprobleme distincte de selectie

prEApeEA—{p}|...|pr€EA—{P1,--,Pr—1}
nr. de posib. n n—1 n—r—+1

Teoria Grafurilor si Combinatoricd



Permutari si Combinari
Propertati

Teorema
P(n,r) = C(n,r)- P(r,r).

DEMONSTRATIE COMBINATORIALA

@ Enumerarea r-combinarilor unei multimi cu n elemente poate
fi descompus3 Tn o secventa de 2 activitati:

@ Se selecteazi r elemente din multimea cu n elemente
@ Se aranjeaz3 elementele selectate.

@ Existd C(n, r) moduri de a selecta r elemente din o multime
cu n elemente = activitatea (1) se poate face in C(n, r)
moduri.

@ Existd P(r,r) moduri de aranjare a celor r elemente selectate
= activitatea (2) se poate face in P(r, r) moduri.

= conform regulii produsului, existd P(n,r) = C(n,r)- P(r,r)
moduri.
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Combinari
Numararea combinarilor

C(n,r)="

e Stimcd P(n,r) = (nfi'r),
@ Am demonstrat deja cd P(n,r) = C(n,r) - P(r,r)
P(n,r) n! o n!

= Cln,r) = P(r,r) - (n—n)t rt ri(n—r)!

Teoria Grafurilor si Combinatoricd



Proprietati ale combinarilor

Teoremd
C(n,r)=C(n—1,r —1)+ C(n—1,r) pentru toti n > r > 0.

DEMONSTRATIE COMBINATORIALA
e Fie S ={a1,as,...,an}. Existd C(n, r) moduri de a selecta r
elemente din S. Avem 2 cazuri distincte:
@ Selectia celor r elemente din S contine a;. Fie Ny numarul de

astfel de selectii.
@ Selectia celor r elemente din S nu contine a;. Fie N numarul

de astfel de selectii.
Conform regulii sumei, C(n,r) = Ny 4 No. ins:
o Ny = C(n—1,r—1) deoarece Nj reprezintd numarul de

selectii de submultimi de r — 1 elemente din {a,...,a,}
o Ny = C(n—1,r) deoarece N, reprezintd numarul de selectii de
submultimi de r elemente din {a,,...,an}

= C(n,r)=Ny+No=C(n—1,r—1)+C(n—1,r).
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Permutari si combinari cu repetitie

Fie A= {a1,...,a,} o multime finitd cu n elemente.

@ Numarul de r-permutdri cu repetitie al lui A este n” (conform
regulii produsului).

@ Orice r-combinare cu repetitie C a lui A poate fi codificatd in

mod unic ca un Sir *...% |[*x... k| ... |*%...%
—— N~ ——
ki1 ori ko ori kp ori

unde k; este numarul de aparitii al lui a; in C.
De exemplu, dacd A= {a; = 1,a, = 2, a3 = 3} atunci
» {1,1,2,3,3} are codificarea % x | % | % *
» {2,2,2,2,2} are codificarea |  * x |
@ Numarul de r-combinari cu repetitie = numarul de siruri care
contin x de r ori si | de n — 1 ori
= numarul de siruri de lungime r + n — 1 Tn care trebuie s3
alegem r pozitii unde sa apara x
= C(n+r—1,r)
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r-permutari cu repetitie

Un caz special

Q: Cate r-permutdri cu repetitie ale lui A= {a1,az,...,an}
satisfac urmatoarea conditie:

a; apare de ry ori, a, apare de r, ori, ..., a, apare de r, ori?
Observatican+n+...+r,=r.

R: O r-permutare cu repetitie care satisface aceastd conditie se
produce cu Tn n pasi: pornim cu o r-permutare cu repetitie
necompletatd (., _,..., ) si

e n pasul 1 alegem r; din cele r pozitii libere, unde sa apara a;:
C(r, r) posibilitati.

e Tn pasul 2 alegem r, din cele r — r; pozitii libere ramase, unde
sa apard ap: C(r — r1, rp) posibilitati.

o n pasul n alegem r, din cele r — (r; + ... + r,_1 pozitii libere

ramase, unde s apard a,: C(r—r —...—r,_1, ry) posibilitdti.
Conform regulii produsului, raspunsul este
n—1 _ r!
C(ryn)-Clr—n,r)-...-C(r—=>_1"1 ri,m) = ol
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Quiz

Q1:

R1:

Q2:

n cate feluri putem forma un buchet cu 5 trandafiri, daca avem
trandafiri de 3 culori: rosu, galben si alb?

Orice buchet este o 5-combinare cu repetitie a multimii {R, G, A},
de exemplu {R, R, R, R, R} (buchet cu 5 trandafiri rosii), etc. =
nr. buchete = nr. de 5-combinari cu repetitie ale multimii
{R,G,A} = C(3+5—1,5) = C(7,5) = 2L.

Un robot poate executa doar doua comenzi: s3 se deplaseze 1 metru
la dreapta, sau 1 metru Tn fata. Presupunem ca robotul este pus cu
fata Tn sus Tn coltul din stanga jos al unui teren dreptunghiular de
dimensiune 6 x 5 = 30 metri patrati. In cate feluri poate fi
comandat robotul s3 ajunga in coltul din dreapta sus al terenului?

(?) Ra&spunsuri: orice 11-permutare cu repetitie cu
5 deplasari in fata (F) si 6 la dreapta (D).
Exemple:

(F,F,F,D,F,D,D,D,D,D,F)
(F,F,D,D,F,F,F,D,D,D,D)
11I 4

® Numdr posibilitati: g5 =
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Q3:
R3:

Q4:

R4:

Cate siruri distincte se pot obtine reordonand literele sirului SUCCES?

Orice reordonare a sirului SUCCES este echivalenta cu o 6-permutare
cu repetitie a lui {S,C,U,E} in care S apare de 2 ori, C de 2 ori, U si
E o dat3. Sunt ﬁ{ll, = 180 asfel de permutdri, deci 180 siruri
distincte.

Cate solutii (x1,%2,...,%,) € N" are ecuatia
X1+xo+...+x,=7r

daca re Ny r > 17

Orice solutie (my, my, ..., m,) a acestei ecuatii corespunde unei
r-combindri cu repetitie a lui X = {x1,%,...,x,} Tn care fiecare
element x; are multiplicitatea m; = C(r + n— 1, n— 1) solutii.
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Aranjamente combinatoriale
Rezumat

[ Tip | Repetitii | Ordonate? | Formul3 \
n!
r-permutari Nu Da P(n,r) = (n—r)!
n!
r-combingri Nu Nu C(n,r) = Aln—rn)!
r-permutari cu Da Da n"
repetitie
r
r-permutari cu Da Da _
n'nl.. . r,
a; de n; ori,
a, de r, ori.
n+r—1)!
r-combinri cu | Da Nu Cln+r—1r)= (,|(,,1).)
repetitie
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Numere binomiale si multinomiale

@ Dacd m +ny+ ...+ ng = n, definim

< n > n!
ny,..., Nk n1!n2!...nk!

Acestea se numesc numere multinomiale.
| . .
o Numerele (}) = (AR S€ numesc numere binomiale.
Observati cd (1) = (, 7 ,)-

Motivul acestor denumiri este dat pe slide-urile urmatoare.
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Numere binomiale si multinomiale

@ Numerele binomiale sunt coeficientii din formula binomului

(x+y)" = Zn: <Z> xRk

k=0

@ Numerele multinomiale sunt coeficientii din formula

n
n
(x14...+x)"= Z <k1 k>'xflx2k2...xrk’

ki+...+kr=n T

(x+y)P=1-x34+3-x%y+3.xy?4+1.y8
(xi+x+x3)?=1-x2+1-x34+1-x2+
2-x1X0 +2-x1x3 + 2 - X0x3
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Numere binomiale si multinomiale
Formule de calcul

n

n!
n ki k: k,
(x1+...+x)" = E P k'-x11x22...xr
katotko=n =

DEMONSTRAI‘IE COMBINATORIALA
n paranteze

Cat+.o o+ x)"=0a+.. %) (a .+ x)
in cate feluri poate fi produs monomul xlk1 e xke?
> Alegem k; paranteze din care provine x; = C(n, k1) posibilitati.

> Alegem ky paranteze din care provine xo = C(n— kq, kp) posibilitsti.

> Alegem k, paranteze din care provine x, = C(n — 2:11 ki, k)

posibilitati.
= cf. regulii produsului, nr. de aparitii al lui Xfl <...-x in partea
n!
dreapt3 este C(n, k1)C(n— ki, ko) -...- C(n—S20_) ki, k,) = PR
leo. kd
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Q1: Ce coeficient are x?y3z in expansiunea lui (2x — y — 32)%7?

6
R1: 2x—y—3z)° = 2 )kt (ke (3 7)k3
exy-32P= ¥ (0 J@okne3a)
ki+ko+k3=6
Singurul termen n care apare x?y3z se obtine pentru k; = 2,
ko =3, k3 =1 si este

(5,91 )@RP32 = 552 (1) (-3) %

2,3,1
720-4-3
= sz)ﬁz =720x%y3z

deci coeficientul lui x?y3z este 720.

Q2: Ce coeficient are x3y* in expansiunea binomului (2x +3y)"?
7

7
R2: 2x+3y) = ; <k> (2x)"k (3 y)k.
Singurul termen n care apare x3y* se obtine pentru k = 4 si

este ...
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