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1.1 Tehnici de numarare

Teoria numararii cauta raspuns la intrebarea ,,Cat de multe?” fara sa enu-
mere toate alternativele posibile. Exemple de intrebari de acest gen sunt:

e (Cate numere diferite se pot reprezenta cu n biti?

Cate parole distincte de 7 caractere se pot forma, daca este permisa
doar folosirea cifrelor zecimale si a literelor din multimea {a,b,c,d,e,f
g7h?i7j7k717m7n707p?q7r7s7t7u?v7w7x7y7z}?

Cate ordonari ale unei multimi cu n elemente distincte exista?

Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are o multime cu 10 elemente
distincte?

In aceasta sectiune sunt prezentate

1. Principiile de numarare ale combinatoricii, cu exemple de utilizare a
acestora in rationamentul combinatorial.

2. Tipuri de aranjamente combinatoriale: permutari si combinari cu si
fara repetitie.

3. Formule de calcul al numarului de aranjamente combinatoriale de di-
ferite tipuri, si exemple de probleme care se rezolva cu aceste formule.

Deoarece o parte din materialul prezentat in aceasta sectiune necesita nigte
cunostinte de baza despre multimi, puteti incepe prin a citi Anexa A.

1.1.1 Regula produsului si regula sumei

Regula produsului spune ca daca o procedura poate fi descompusa in o
secventa de 2 proceduri astfel incat prima se poate efectua in ny feluri iar
a doua In no feluri, atunci exista nq - no feluri de a efectua acea procedura.
Mai general, daca o procedura p poate fi descompusa in o secventa de m
proceduri pq,...,pm si fiecare procedura p; se poate efectua in n; feluri,
atunci p se poate efectua in ny - ng - ... - n,, feluri.

In particular, daca Aq, As, ..., A, multimi finite, atunci alegerea unui
element (a1, az,...,an) din Ay X Ay X ... X Ay, (sau a unui gir ajaz ... an
cuay € Ay, ag € Ay, ..., aym € Ap) se descompune in o secventd de n
operatii: se alege a1 din Ay, apoi as din As, si aga mai departe pana se alege
am din A,,. Conform regulii produsului, {(aj,as,...,a,;,) se poate alege in
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|A1| - |A2| - ... |Ap| feluri. De aici deducem ca |Ay X Ay X ... X Ap,| =
|Ar] - [Ag] - [Am].

Exemplul 1. Scaunele unei sali de seminar sunt etichetate cu o litera din
alfabetul A de 26 litere al limbii engleze, urmata de un numar intreg pozitiv
mai mic sau egal ca 100. Care este numarul maxim de scaune ce pot fi
etichetate cu etichete diferite?

RASPUNS: O etichetd de scaun este de forma #n cu £ € A sin € N, unde
N este multimea Intregilor de la 1 la 100. Conform regulii produsului, sunt
|A| - |N| = 26-100 = 2600 de etichete diferite. Deci raspunsul este 2600. [

Exemplul 2. Cate siruri diferite de 7 biti se pot forma?

RAsPUNS: Un astfel de gir este de forma bybabsbsbsbgbr cu b; € {0,1} pentru
1 <4 < 7, Conform regulii produsului, sunt |{0,1}|7 = 27 = 128 astfel de
siruri. O

Exemplul 3. O serie a unui bilet de tombola este o secventa de trei litere
din multimea {a,b,c,x,y,z} urmatd de o secventd de trei cifre zecimale.
Care este numarul maxim de bilete de tombola care pot fi marcate cu serii
diferite de acest fel?

RASPUNS: O serie de bilet este un sir de forma ¢14203d1dads cu 1,4, 03 € A
i dy,da,ds € D, unde A = {a,b,c,x,y,z} si D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Conform regulii produsului, sunt |A]* - |D|?> = 62 - 103 = 216000 astfel de
serii. Deci numarul cautat este 216000. Il

Exemplul 4. Cate functii f: A — B exista daca A si B sunt finite?

RASPUNS: Deoarece A, B sunt multimi finite, putem presupune ci A =
{ay,a9,...,an} unde m = |A|. Pentru a defini f : A — B trebuie si alegem
valoarea lui f(a1), apoi pe a lui f(az), pana la valoarea lui f(a,,). Altfel
spus, trebuie ales un sir b1bs ... b, € B™ care pentru fiecare 1 < i < m ne
indicd faptul ca f(a;) = b;. De exemplu, dacd A = {a; = a,as = b,a3 = ¢}
si B =1{1,2,3,4}, atunci functia

fla) = fla1) =3, f(b) = flaz) =1, flc)= flaz) =4

este reprezentata de sirul bibobs = 314.

Conform regulii produsului, sunt |B|™ = |B|l4l siruri diferite de acest fel.
Deci exista |B|A4! functii f: A — B. O
Exemplul 5. Presupunem ci A si B sunt multimi finite gi |A| > |B|. Céte
functii injective f : A — B exista?

RAspUNS: Fie |[A| = m, |B] = nsi A = {a1,...,an}. Pentru a defini o
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functie injectiva f : A — B trebuie sa alegem

f(al) S Bl = B,
flaz) € By =B —{f(a1)},

f(am) €Bn=B= {f(al)vf(QQ)v s 7f(am*1)}

Conform regulii produsului, sunt |By|-|Ba|-...-|By| posibilitati de a defini
f in acest fel. Se observa ca |B;| = n—i+1 pentru 1 <17 < m. Deci numarul
de functii injective f: A — B este n(n—1)...(n —m+1). O

Exemplul 6. Ce valoare va avea k dupa ce se executa fragmentul de pro-
gram de mai jos?

k:=0;
for i1 :=1tony
for i9 := 1 to ny

for i,, :=1 to n,,
k=k+1

RASPUNS: Acest fragment de program este format din m bucle for cuibarite.
Fiecare incrementare a lui £ se produce pentru o valoare diferitd a tu-
plului de valori (i1,42,...,4my). Deci, numarul de incrementari ale lui k
coincide cu numarul de m-tupluri (i1,42,...,4y) cu 49 € {1,2,...,n1},
i € {1,2,...,n9}, ..., im € {1,2,...,np,}, adicd nyngy...n,y. Doarece
valoarea initiald a lui k este 0, valoarea lui finald va fi nyng...ny,. O

Exemplul 7. Céte submultimi are o multime finita 57?7

RAspuUNS: Fie S = {aj,as,...,a,} unde n = |S|, §i B, mul{imea sirurilor
de n biti. Definim functia f : 2% — B, f(A) = bibs...b, unde pentru fie-
care i € {1,2,...,n} avem b; = 1 daci a; € A si b; = 0 dacd a; € A. Functia
f este bijectivd, deci numéarul de submultimi ale lui S este ’25‘ = |B,|.
Conform regulii produsului, numarul de siruri de n biti este

|Bp|=2-2-...2=2"
~—
n ori
Deci multimea S are 2" = 2%l submultimi. O

Regula sumei spune ca daca o procedura se poate efectua in 2 feluri, pentru
felul ¢ sunt n; variante, si nici una din variantele de primul fel nu coincide cu



6 1. COMBINATORICA

vreo varianta de felul 2, atunci exista nj+no variante de a efectua procedura.
Mai general, daca o procedura poate fi efectuata in m feluri, pentru felul ¢
sunt n; variante, si variantele efectuate in feluri diferite sunt diferite, atunci
exista ny + ng + ... + n,, variante de a efectua procedura respectiva. O

Exemplul 8. Un student igi poate alege un proiect din una din trei liste:
prima lista contine 21 propecte, a doua 12 proiecte, si a treia 18 proiecte.
Se presupune ca cele listele nu ai proiecte in comun. Céte posibilitati de a
alege un proiect are studentul respectiv?

RAsPUNS: Conform regulii sumei, sunt 21 4+ 12 + 18 = 51 posibilitati. O

Exemplul 9. Ce valoare are k dupa ce se executa fragmentul de program
de mai jos?

k= 0;

for i :=1tony
k=k+1

for is :=1 to no
k:=k+1

for i,, :=1 to n,,
k=k+1

RASPUNS: Fragmentul de program este o secventd de m bucle for. Pentru
fiecare j € {1,2,...,n}, fie Tj multimea de executii a buclei pentru variabila
ij. Se observa ca |T};| = n; pentru toti j € {1,2,...,m} si ca fiecare executie
a unei bucle incrementeaza valoarea lui k. Deci numarul de incrementari a
variabilei k coincide cu numarul N de posibilitati de a executa o bucla.
Conform regulii sumei

N=|T1|+|Te|+ ...+ |Tm| =11+ 02+ ... + 0.
k are valoarea initiala O gi este incrementat de N ori, deci valoarea lui k va
AN=ni+no+...4+nm. Il

Numeroase probleme de numarare se pot rezolva combinand regula sumei
cu regula produsului.

Exemplul 10. Un elev are de citit doua carti in limbi diferite, si poate
alege cartile respective din o colectie care contine 10 carti in limba engleza,
11 carti in limba franceza si 12 carti in limba germana. Cate posibilitati de
a-si Indeplini sarcina are elevul respectiv?

RASPUNS: Sarcina elevului este un gir de 2 operatii: (1) si aleagid doua
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limbi diferite din mulgimea de limbi disponibile L = {E,F,G} unde E, F,
G reprezinta limbile engleza, franceza si germana, si (2) si aleagd céte o
carte pe care s-0 citeasca in fiecare limba aleasa. Pentru prima operatie
are 3 posibilitati: {E,F}, {E,G} si {F,G}. Conform regulii sumei, numéarul
de posibilitati de a-si indeplini sarcina este Nigry + Nyg,qy + Nyr,q) unde
Nix,yy este numarul de posibilitati de a citi o carte in limba X si alta carte
in limba Y. Conform regulii produsului N{X,y} = Nx - Ny unde Nx este
numarul de carti in limba X si Ny este numarul de carti in limba Y. Rezulta
ca N{E,F} =10- 11, N{E,G} =10-12 §i N{F,G} = 11-12. Deci elevul are
110 + 120 4 132 = 362 posibilitati sa-si indeplineasca sarcina. O

Exemplul 11. Parolele de acces la un calculator sunt siruri de 6, 7 sau 8
caractere care pot fi litere din alfabetul englez A de 26 de litere, sau cifre
zecimale din multimea D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Fiecare parold trebuie
sa contina cel putin o cifra. Cate parole diferite de acest fel se pot forma?

RAspuUNs: Fie P, multimea parolelor de lungime m. Stim c& m € {6,7,8}.
Conform regulii sumei, numarul de parole care se poate forma este |Ps| +
|P7| + |Ps]. Fie S,, multimea girurilor de m caractere din AU D. Conform
regulii produsului, |Sp,| = [AU D|™ = (|A| + |D|)™ = 36™. Deasemenea,
|Sm| = | Pl +|Sm — P fiinded Sy, = P U(Sp— Prn) s1 PN (S — Pr) = 0.
Rezultd ca |Py,| = |Sm| — |Sm — Pm| = 36™ — |Sp, — Pl

Sm — P, este multimea sirurilor de m caractere care nu sunt parole,
adica nu contin nici o cifra. Altfel spus, S,, — P,, este multimea sirurilor de
m caractere din A. Conform regulii produsului S,,, — P,,, are 26™ caractere.

Asadar P, = 36™ — 26™ pentru m € {6, 7,8}, deci numarul cdutat este
|Ps| + |P7| + | Ps| = (365 + 367 + 36%) — (26% + 267 + 26%). O

1.1.2 Tipuri de aranjamente combinatoriale

In aceasta sectiune presupunem ca S este o multime finitd cu n elemente, si
vom considera urmatoarele tipuri de aranjamente:

e un aranjament ordonat (sau permutare) al elementelor lui S este
un n-tuplu 7™ = (p1,p2,...,pn) € S™ cu p; # p; pentru orice i,j €
{1,2,...,n}, i # j. De exemplu, (a,c,b) si (b,a,c) sunt permutari ale
multimii {a, b, c}.

e Dacd r < n, un r-aranjament ordonat (sau r-permutare) al ele-
mentelor lui S este un r-tuplu 7 = (p1,p2,...,px) cup; € S si p; # pj
pentru orice i,j € {1,2,...,7}, i # j. De exemplu, (2,1,4) si (4,2,1)
sunt 3-permutari ale multimii {1, 2, 3,4}.
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e un r-aranjament ordonat cu repetitie (sau r-permutare cu re-
petitie) al elementelor lui S este un r-tuplu (s, s9,...,s.) € S".

e un aranjament neordonat (sau combinare) al lui S este o submul-
time a lui S. De pild4, combinarile lui {1, 2} sunt 0, {1}, {2}, {1,2}.

e Dacd r < n, un r-aranjament neordonat (sau r-combinare) a lui
S este o submultime cu r elemente a lui S. De exemplu, 2-combinarile

lui {a,b,c} sunt {a, b}, {a,c}, {b,c}.

e un r-aranjament neordonat cu repetitie (sau r-combinare cu
repetitie) al elementelor lui S este un multiset {s1, s2,...,8.} cus; €
S pentru toti 7 € {1,2,...,r}.

Reamintim faptul cd un multiset este o structura de date asemanatoare
cu o multime, nsa in care fiecare element poate sa apara de mai multe ori.
Numarul de aparitii al unui element intr-un multiset se numeste multiplici-
tatea elementului respectiv. De exemplu, {1,1,2,4} este un multiset in care
elementul 1 are multiplicitatea 2, iar elementele 2 si 4 au multiplicitatea
1. Doua multiseturi sunt egale daca contin aceleasi elemente, iar elemen-
tele au aceeagi multiplicitate. De exemplu. {1,2,2,4} = {2,1,4,2}, dar
{1,2,4} #+{1,2,2,4}.

In subsectiunile urmatoare vom determina formule de calcul al numarului
de aranjamente de fiecare tip. Reamintim faptul ca in combinatorica se
foloseste notatia n! pentru a denota produsul de numere 1-2-...-n pentru
orice n € N, n > 1. Deasemenea, se considers ¢ 0! = 1. In general, valoarea
lui n! pentru n € N se numeste factorialul lui n.

Permutari si r-permutari

Orice r-permutare (p1,po,...,pr) a elementelor unei multimi finite S cu n
elemente corespunde unei functii 7 : {1,2,...,7} — S cu 7(i) = p;. Am
demonstat in Exemplul 5 de la pagina 4 ca numarul de astfel de functii =
esten(n—1)---(n—7r+1). Deci

Numarul de r-permutari al unei multimi cu n elemente este

P(n,r):n(n—l)'-~(n—r+1):m (1.1)

Orice permutare a lui S este o n-permutare, deci

Numarul de permutari al unei multimi cu n elemente este

P(n,n)=n(n—-1)---1=n!
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Exemplul 12. Se considera alfabetul A de 26 litere latine mici de la a la
z. Cate siruri diferite de trei litere din A se pot forma?

RASPUNS: P(26,3) = 26!/(26 — 3)! = 26 - 25 - 24 = 15600. O

Exemplul 13. In cate feluri pot fi pusi intr-un rand n barbati si n femei
astfel incat sd nu fie doua femei una langa alta?

RAsPUNS: Un astfel de rand fie incepe cu un b#rbat, adicd este un sir
de forma by fibofo...byfn, sau incepe cu o femeie, adica este de forma
fibifaba ... fuby, unde B = {b1,ba,...,b,} este multimea celor n barbati,
iar F = {f1, fo,..., fn} este multimea celor n femei. Fiecare gir de acest
fel este determinat de In mod unic de o pereche de permutari (71, 72) unde
m = (b1,ba,...,by) a lui B, iar my = (fi1, fa,..., fn) este o permutare a
lui F. Conform regulii produsului, sunt n! - n! = (n!)? siruri de forma
bifibafa...byfn, sin!-n! = (n!)? siruri de forma fiby fobs ... fnby.
Conform regulii sumei, numérul ciutat este (n!)? + (n!)? =2 (n)2. O

r-permutari cu repetitie

O r-permutare cu repetitie a elementelor unei multimi finite S cu |S| = n ele-
mente este un r-tuplu (s1, s2,...,8,) cu s; € S pentru toti u € {1,2,...,r}.
Conform regulii produsului

O multime cu n elemente are n” r-permutari cu repetitie. ‘

O versiune constransa a r-permutéarilor cu repetitie apare in rezolvarea pro-
blemei urmatoare:

Fie r1,7ro, ...y, € N astfel incat r; +ro + ...+ r, = r. Cate r-permutari
cu repetitie w satisfac constrangerea ca fiecare a; apare in 7 de r; ori?

Vom folosi notatia ( pentru a ne referi la acest numar.

7’17"'27~~ﬂ”n)
De exemplu, dacd S = {a,b}, r = 4 gi r1 = ro = 2, atunci 4-permutarile
cu repetitie ale lui S care contin a de 2 ori si b de 2 ori sunt
(a,a,b,b),{(a,b,a,b),{a,b,b,a),(b,a,a,b), (b,a,b,a),(bb,a,a)

deci (1) = 6. Vom demonstra ci, in general
2,2 )

|

r r

( > Iry! ! (1)
T1,72y...,Tn r1irg: s ... Tpt

DEMONSTRATIE COMBINATORIALA. Fie S = {aj,az,...,a,} o multime
finitd cu n elemente, si m = (s1,82,...,8,) 0 n-permutare cu repetitie in
care fiecare a; apare de r; ori. 7 se poate determina in mod unic efectuand
un sir 0109 . . .0, de n operatii:




10 1. COMBINATORICA
o1: se alege o ri-combinare Cq a lui {1,2,...,7} pentru pozitiile lui a; in
m. Operatia o1 se poate face in C(r,r) feluri.

02: se alege o ry-combinare Cy a lui {1,2,...,r} — Cy pentru pozitiile lui
ag In 7. Operatia oy se poate face in C(r — ry, ) feluri.

o03: se alege 0 rg-combinare C3 a lui {1,2,...,7}—(C1UC%) pentru pozitiile
lui ag in w. Operatia o3 se poate face in C(r — r; — 1o, r3) feluri.

on: se alege o rp-combinare C, a lui {1,2,...,r}—(C1U...UC,_1) pentru
pozitiile lui a,, In w. Se observa c& {C1,Cy,...,Cy} este o partitie a
lui {1,2,...,7}, deci C,, ={1,2,...,n} — (C1 U...UCp_1), de unde
deducem ca operatia o, se poate efectua intr-un singur fel.

1
TiyTn | =
1

7! . (r—mr)! o (n - 7’1')! - 7!

ril(r —r)! ml(r—rp —m)! T rpl0! RS

T

Conform regulii produsului, (rl,rz,...,rn

) este egal cu

C(ryry)-C(r—ry,me) - C(r —r1 —royr3)-...-C (r—

2

O

Exemplul 14. Numerele de inventar al obiectelor din un depozit sunt
siruri de trei litere diferite din multimea {A,B,C,D,E} urmate de doua cifre
zecimale. Cate numere de inventar de acest fel se pot forma?

RAsPUNS: Un numaér de inventar este Ly Lo L3 N1 Ny unde (Lq, Lo, L3) este o
3-permutare a lui {A,B,C,D,E} iar (N7, Na2) este o 2-permutare cu repetitie a
multimii cifrelor zecimale. (L1, Lo, L3) se poate alege in P(5,3) =5-4 =20
feluri, iar (N1, No) in 10? = 100 feluri. Conform regulii produsului, se pot
forma 20 - 100 = 2000 de astfel de numere de inventar. O

Exemplul 15. Cate siruri diferite se pot forma daca se permuta literele
sirului SUCCES?

RAsPUNS: Fiecare sgir este de forma s15253548556 unde (s1, S2, 83, S4, S5, S6)
este o 6-permutare cu repetitie a lui {S,U,C,E} in care S,C apar de 2 ori, si
U,E apar o data. Sunt (2 261 1) = ﬁi,l, = 90 astfel de siruri. g

Exemplul 16. Un robotel poate executa doar doua comenzi: sa se deplaseze
1 metru la dreapta, sau 1 metru in fata. Presupunem ca robotelul este pus cu
fata in sus in coltul din stanga jos al unui teren dreptunghiular de dimensiune
6 x5 = 30 metri patrati. In cate feluri poate fi comandat robotelul sa ajunga
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in coltul din dreapta sus al terenului?

RASPUNS. Situatia descrisi in problem# este ilustratd in figura de mai jos:

?

R

Dreptunghiul caroiat de dimensiune 6 x 5 este terenul, iar ® este robotelul
dn coltul stanga jos. Robotelul poate fi comandat sa ajunga in coltul dreapta
sus cu un gir de 11 comenzi 0109 ...011 care trebuie sa contina 6 deplasari
la dreapta (D) si 5 deplaséri in fata (F). Altfel spus, (0102,...,011) este o
11-permutare cu repetitie a lui {D,F} in care D apare de 6 ori i F apare de 5
ori. Numarul total de astfel de giruri de comenzi este 51,—%)', = C(11,5) = 462.
De exemplu, (D,F,D,D,F,D,F,F,F,D,D) si (D,D,F,D,F,D,F,F,D,F,D) sunt
11-permutari cu repetitie de acest fel, iar traiectoriile parcurse de robotel
cand primeste aceaste secvente de comenzi sunt cele ilustrate mai jos:

Traiectorie determinata de Traiectorie determinata de
secventa de comenzi secventa de comenzi
<D’ FJ D? D? F? D7 F? F? F’ D7 D> <D7 D’ FJ D? F? D? F7 F? D? F’ D>

R

t
1

Combinari si r-combinari

Am demonstrat in Exemplul 7 de la pagina 5 ca

’O multime cu n elemente are 2" submultimi.

In cele ce urmeaza vom determina o formula de calcul a numarului de r-
combinari al unei multimi cu n elemente. Notatia folosita pentru a ne referi
la acest numar este C(n,r) sau (). Mai intai demonstram c&

P(n,r)=C(n,r) - P(r,r). (1.3)

DEMONSTRATIE: Fie S o multime cu n elemente, A multimea submultimilor
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cu r elemente ale lui S, si B¢ multimea permutarilor unei submultimi C' a
lui A. Orice r-permutare 7 a unei multimi S cu n elemente este determinata
in mod unic de un sir 0102 de doua operatii:

01: se alege o submultime C cu r elemente din A. A are n elemente, deci
sunt C(n,r) posibilitati de a efectua operatia o;.
02: ™ se obtine alegdnd o r-permutare a multimii C. C' are r elemente,

deci sunt P(r,r) posibilitati de a efectua operatia os.

Conform regulii produsului, numarul de r-permutari 7 ale elementelor lui S
coincide cu C(n,r) - P(r,r), adica, P(n,r) = C(n,r) - P(r,r). a
O consecinta imediata a acestui rezultat este ca

Numarul de r-combinari al unei multimi cu n elemente este

P(n,r) n!
C = = 14
(n, ) P(r,r)  rl(n—r)! (14)
De exemplu, 2-combinarile multimii S = {a, b, ¢} sunt {a, b}, {a,c} si {b, ¢},
iar formula (1.4) ne spune ca numéarul de 2-combindri ale multimii S este
!

3!
Exemplul 17. Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are multimea S =

{a,b,c,d,e}?

RAsPUNS: Comform regulii sumei, acest numér este Ny -+ N1+ No+ N3 unde
N, este numarul submultimilor lui S cu r elemente, adica al r-combinarilor

5!
lui S. Deoarece N, = C(5,r) = 05 =) rezultd ca numaérul cautat este
ri(5 —r)!
5! 5! 5! 5!
®+M+T3!+ﬁ:1+5+10+10:26 Il
Exemplul 18. La o tombola cu biletele numerotate de la 1 la 100 se alege
un bilet castigator de 1000 lei si doua bilete castigatoare de 300 lei.

a) In cate feluri se pot alege biletele castigatoare?

b) In cate feluri se pot alege biletele cagtigatoare daca se stie ca se acorda
300 lei unui bilet cu numéar mai mic ca 117

RASPUNS: Fie N multimea numerelor de la 1 la 100.

a) Orice alegere de bilete cagtigatoare este unic determinata de un sir
de operatii 0102, unde: (1) oy selecteazd un numar de bilet n € N
pentru castigul de 1000 lei. oy se poate efectua in 100 feluri; (2) oo
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selecteazd doud numere de bilet din N — {n} (adicd o 2-combinare

a lui N — {n}) pentru castigurile de 300 lei. o0y se poate efectua in
C(99,2) =98 -99/2 = 4851 feluri.

Conform regulii produsului, biletele castigatoare se pot alege in 100 -
4851 = 485100 feluri.

b) Distingem doué cazuri distincte:

1) Ambele castiguri de 300 lei sunt pentru bilete cu numéar mai mic
ca 11. In acest caz alegem doua numere be bilet n1,n9 mai mici
ca 11 pentru castigurile de 300 lei, si apoi alegem un numar de
bilet ng din multimea N — {n1,n2} pentru castigul de 1000 lei.
Multimea {n1, no} poate fi aleasd in C(10,2) = 9-10/2 = 45 feluri,
iar ng poate fi ales in 98 feluri. Conform regulii produsului, acest
caz se poate produce in 45 - 98 = 4410 feluri.

2) Al doilea castig de 300 lei se acordd unui bilet cu numar mai
mare sau egal ca 11. In acest caz alegem mai intai un numar
n1 mai mic ca 10 pentru un castig de 300 lei, apoi alt numar ns
intre 11 gi 100 pentru un céstig de 300 lei, si in final un numar
ng € N — {ny,n9} pentru castigul de 1000 lei. Conform regulii
produsului, avem 10 - 90 - 98 = 88200 posibilitati.

Conform regulii sumei, numarul cautat este 4410 + 88200 = 92610. [

Exemplul 19. Cate 4-combinari ale multimii de numere de la 1 la 50 au
doua elemente mai mici ca 6 si un element mai mare ca 457

RAsPUNS, O astfel de 4-combinare este de forma C'U {ni,ny} unde

e (' este 0 2-combinare a multimii {1,2,3,4,5}, deci poate fi aleasd in
C(5,2) = 10 feluri.

e n1 este Intre 6 gi 45, deci poate fi ales In 45 — 6 + 1 = 40 feluri.
e no este Intre 46 si 50, deci poate fi ales in 50 — 46 + 1 = 5 feluri.

Conform regulii sumei, avem 10 + 40 4+ 5 = 55 astfel de 4-combinéri. O

r-combinari cu repetitie

Fie S = {ai,...,a,} o multime cu n elemente, si M or r-combinare cu
repetitie a multimii S. Fie m; multiplicititile elementelor a; In M. Atunci
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mi + mg + ...+ m, = r iar r-combinarea M poate fi reprezentatd in mod
unic cu sirul de biti

spq=0...010...01---10...0

mq ori  mg ori My, Ori

De exemplu, dacd S = {a1 = a,as = b,ag = ¢} atunci codificirile 6-
combindrilor cu repetitie {a,a,a,b,c,c} si {a,c, ¢, c, c, c} sunt 00010100 si
01100000. Se observa ca fiecare codificare a unei r-combinari cu repetitie este
un sir de biti In care numarul de aparitii al lui 0 este my+ma+...+m, =r,
iar numarul de aparitii al bitului 1 este n — 1. Deci multimea codificarilor
posibile ale unei r-combinari cu repetitie coincide cu multimea girurilor de
lungime r +n — 1 in care 0 apare de r ori iar 1 apare de n — 1 ori. Fie C
aceasta multime de siruri. Rezulta ca numarul r-combinarilor cu repetitie
al lui S este |C], i maii raméne sa gasim o formula de calcul pentru |C|.

Orice sir s € C' are lungimea r+n — 1, gi pentru a-1 determina trebuie sa
alegem doar pozitiile din sir unde apare bitul 1. Avem de ales n — 1 pozitii
unde sa apard 1 in s. Altfel spus, avem de ales o (n — 1)-combinare din
multimea de pozitii {1,2,...,7 +n — 1} a girului s. Numéarul de (n — 1)-
combindri al acestei multimi de pozitii este C(r4+n—1,n—1), deci s poate fi
determinat in C'(r+n—1,n—1) feluri. Altfel spus, |C|=C(r+n—1,n—1).
Prin urmare

O multime cu n elemente are C(r +n — 1,n — 1) r-combinari cu repetitie. ‘

Exemplul 20. In cate feluri putem alcitui un buchet de 7 trandafiri daci
avem la dispozitie trandafiri rosii, albi si galbeni?

RASPUNS: Avem n = 3 culori posibile: rosu (R), alb (4) si galben (G). Un
buchet este o 7-combinare cu repetitie a multimii {R, A, G} de culori posibile
ale trandafirilor. Rezulta ca putem forma

9!
C’(7+3—173—1):2'—7':36 buchete. 0O

Exemplul 21. Cate solutii {(x1,zo,...,2,) € N” are ecuatia
I 7 S S B (1.5)

daca r € Nyr > 17

RAsPUNS: Orice solutie (mq,ma,...,m,) a acestei ecuatii corespunde unei
r-combinari cu repetitie a lui X = {x1,29,...,2,} In care fiecare element
x; are multiplicitatea m;. Numarul de r-combinari cu repetitie ale lui X
care satisfac aceasta conditie este C'(r +n — 1,n — 1), deci ecuatia (1.5) are
C(r+mn—1,n—1) solutii. O
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1.1.3 Coeficienti binomiali
Notatia C'(n,r) reprezinta numarul de r-combinari (adica submultimi cu r
n!

rl(n —r)l
Se observa ugor ca aceasta formula este simetricd in r gi n — r, adica

elemente) ale unei multimi cu n elemente. Am vazut ca C(n,r) =

C(n,r)=C(n,n—r). (1.6)

Numerele C'(n,r) se numesc coeficienti binomiali fiindca apar in formula
de calcul al expansiunii binomului (z + y)™:

(z +y)" ZC’nT Ty (1.7)

De exemplu

(z+y)* ny C(3,0)y> + C(3, Dzy? + C(3,2)z%y + C(3,3)y°
=y +3xy + 322y + 2.
O demonstratie combinatoriald simpla a formulei (1.7) este urmatoarea:

@+y) =@+y) - (@+y)-...-(x+y)

n ori

Expansiunea acestui produs are termeni de forma uq - us - ... - u, unde

uy € {z,y} este ales din primul termen z + y al produsului,
uz € {z,y} este ales din al doilea termen x + y al produsului,

un € {z,y} este ales din ultimul termen = + y al produsului.

Fiecare astfel de produs este egal cu un termen z"y"™" cu 0 < r < n.

Deasemenea, uj-ug-... - u, = 2"y" " daca si numai daca x apare de r ori in
n-tuplul (u1,us, ..., u,). Sunt C(n,r) posibilitati de a alege r pozitii unde sa
apard « in (ui,usg,...,u,). Deci "y"~" apare de C(n,r) ori in expansiunea

binomului (z 4 y)™, si prin urmare coeficientul lui "y"~" este C'(n,r). O

Proprietati ale coeficientilor binomiali

n!
181 C(n,r) =C(n,n—r).

Stim deja ca C(n,r) = rln—r)!
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ZC(TL,T) =2" (1.8)
r=0

Aceasta egalitate se obtine din formula binomiala (1.7) pentru x =y = 1.

Cn,r)=C(n—1,r)+C(n—1,7r—1) dac& n > r > 0. (1.9)

DEMONSTRATIE COMBINATORIALA. Fie S = {1,2,...,n} si C o r-combi-
nare a lui S. C(n,r) este numarul de r-combinari ale lui S, adicd numarul
de posibilitati de a alege o r-combinare a lui S. Pe de alta parte, C' poate fi
aleasa in unul din urmatoarele doua feluri:

1. cun e C. In acest caz C = C'U{n} unde C’ este o (r — 1)-combinare
a lui {1,2,...,n — 1}, Numarul de posibilitidti de a alege C coin-
cide cu numarul de posibilati de a alege (r — 1)-combinarea C” a lui
{1,2,...,n—1}, adicd C(n —1,r — 1).

Rezulta c& sunt C'(n — 1,7 — 1) r-combinari C' cu n € C.

2. cun ¢ C. In acest caz C este o r-combinare a lui {1,2,...,n — 1},

deci existda C(n — 1,r) de astfel de r-combinari C.

Conform regulii sumei, r-combinarea C' poate fi aleasd in C(n — 1,r — 1) +
C(n —1,r) feluri. Deci C(n,r) =C(n—1,r—1)+C(n—1,r). a

Triunghiul lui Pascal

Cu formula (1.9) si formulele C(n,0) = C(n,n) = 0 pentru toti n € N
putem calcula recursiv toate valorile lui C'(n,r), completand cu numere un
tabel triunghiular, numit triunghiul lui Pascal, ale carui randuri sunt
numerotate crescator incepand cu n = 0. Completarea se face astfel:

e Randul 0 se completeaza cu numarul 1, care este C(0,0).

e Presupunénd cd randul n a fost completat cu numerele P[n, 0], P[n, 1],
..., P[n,n], vom completa randul n+1 cu n+1 numere: P[n+1,0] =1,
P[n+1,n+1] = 1si Pln+1,r] = P[n,r—1]+P[n,r| pentrul <r < n.

De exemplu, primele 6 randuri ale triunghiului lui Pascal sunt

1 < randul n =0

1 1 < randul n =1

1 2 1 < randul n =2

1 3 3 1 < randul n =3

1 4 6 4 1 < randul n =4

1 5 10 10 5 1 < randuln =5
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Triunghiul lui Pascal are urmatoarele proprietati:
e Contine 1 la capetele fiecarui rand.
e Toate celelalte numere se obtin ca suma a numerelor de deasupra lor.

e Fiecare rand n contine secventa de numere binomiale C(n,0), C(n, 1),
C(n,2), ..., C(n,n). Altfel spus, intrarile din tabel satisfac conditia
Pln,r] = C(n,r) pentru totin e Ngi 0 <r < mn.

Triunghiul lui Pascal ne oferd a metoda alternativa de calcul al lui C(n,r):

!
e Cu metoda directa calculam ﬁ cu O(n) iInmultiri si o impéartire.
rl(n —r)!
e Cu triunghiul lui Pascal calculam valoarea lui C(n,r) in P[n, r| ficand
O(r - n) aduniri pentru a calcula valorile PJi, j] pentru i € {0,...,n}

sije{l,...,rh

1.1.4 Coeficienti multinomiali

Numerele ( n ) definite la pagina 9 se numesc coeficienti multino-
n1,Mn2,...,;Np

miali fiindca apar in calculul expansiunii polinomului (z1 + z2+ ...+ x,)™

n
($1+$2+...+$,«)n: Z ( >Jj?1x32,..$:}r, (110)
_ ny,n2,...,Ny
ni+n2+..4+n,=n
De exemplu
(x1 + 22+ 1?3)2 = Z zyxy?wy®

ni+na+nz=2

2 2 2 2 2 2
:<2,0,0> Tt <0,2,0)9€2 + (0,0,2)‘@34r
2 2 P
* <1,1,0>Wc2 * <1,07 1>x1x3 * (0,1,1)””23”3

:x% + -T% + 37% + 22129 + 22123 + 2 2973.
O demonstratie combinatoriald a formulei (1.10) este urmatoarea:

(t1+z2+...+x)" =@ +a2+...4+2) ... (11 + 22+ ...+ 2)

n ori

= E UL -U2 ... Up

(u1,u2,...;un) €E{x1,.... T+ }7
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iar fiecare termen uj-us-. . .-uy, este de forma ' z3% - - - 2" cuny, no, ..., n, €
Nsing+no+...+n, = n. Deasemenea, uj-ug-...-uy = x7 z5? - - 2w daca
si numai daca (uy, us, . .., u,) contine n; aparitii ale lui z1, ns aparitii ale lui
X2, ..., si n, aparitii ale lui z,. Rezulta ca coeficientul lui z}*a5? - - - 2" in
expansiunea produsului (x1 +xz2+...+x,)" este (n1 m” nr), deci egalitatea
(1.10) are loc. O
Exemplul 22. Si se demonstreze ci daci n > 1 atunci ) _,_,(—=1)*(}) = 0.
DEMONSTRATIE: Pentru x = 1,y = —1 in formula binomiala (1.7) obtinem
" /n
1 _ 1 n — _1 k‘]_nfk
1= =% (1)
k=0
< x k

de unde rezultd c& Y, _o(—1)*(}) = 0. O

Exemplul 23. Ce coeficient are z2y%2 in expansiunea lui (3 + y + 22)5?

RASPUNS: Stim ca

5
3 22)° = 32)172(2 )3
oty = ¥ (0 Jearres
r1+ra+r3=>5
_ Z ( 5 > . 37’1 . 21"3 . le yTQZT:s.
r14ratrs=5 T1,7T2,T3
Rezults ca x%y%z are coeficientul (2 g 1) -32.21=30-9-2 = 540. g

1.1.5 Concluzii

e Principiile de baza ale teoriei numararii sunt Regula Produsului si
Regula Sumei. Cu aceste reguli se pot da solutii combinatoriale simple
la numeroase probleme de numarare. Exemple de astfel de probleme
sunt:

— Numarul de giruri diferite de n biti este 2.

— Daci A gi B sunt multimi finite, |[A| = m, |B| = ngin > m atunci
(1) numarul de functii de la f : A — B este n™, gi (2) numérul
de functii injective f : A — B este P(n,m) =n!l/(n —m)!.

— Numiirul de submultimi ale unei multimi finite S este 2!,

e Cele mai importante aranjamente combinatoriale a elementelor unei
multimi finite S sunt: aranjamentele ordonate (numite permutari),
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si aranjamentele neordonate (numite combinéri). Aceste aranjamente
pot fi cu sau fara repetitie. Tabelul de mai jos contine formulele de
calcul al numarului de aranjamente combinatoriale de diferite tipuri

ale elementelor unei multimi S = {a1, aq,...,a,} cu n elemente:
. T
r-permutari P(n,r) = (nr_L'r),
r-permutari cu repetitie n"
VD) S T
r-permutari cu repetitie in care (r1 7,; ., ) Sl |
sT25.Tn T2ie Ty

a1 apare de 71 ori
as apare de Ty ori

a, apare de r, ori
(se observa cd ry + 1o+ ...+ 1y =7)

. v . '
r-combinari C(n,r) = (Z) = ﬁ
combinari 2"

R . — —)
r-combindri cu repetitie ("t = 7(:!?:,1))1

T . _
e Numerele (""177’27~~~77"n) cu r,ri,re,...,rtn ENgiri+ro+...4r, =7

se numesc numere multinomiale pentru ca apar ca gi coeficienti ai ter-
menilor din expansiunea polinomului (x1 + 22+ ... + x,)":

r
(x1+$2+...+$n)7": E (r . . >1.71“1m£2m:ln
rbldro b =r 1,72y--457Tn

e In particular, numerele (Z) coincid cu numerele multinomiale (T TZT).
:

Fle se numesc numere binomiale pentru ca apar ca si coeficienti ai
termenilor din expansiunea binomului (1 + z2)™:

n
n
@rra) =Y (1)aay

r=0

1.1.6 Exercitii

1. Cate siruri de 7 litere majuscule din alfabetul englez exista pentru
fiecare din urmatoarele situatii:
(a) fiecare litera poate si apard de mai multe ori?
(b) nici o literd nu apare de mai multe ori?

(c) sirul incepe cu X iar literele nu se pot repeta?
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(d) sirul nu incepe cu X iar literele se pot repeta?
Se gtie ca alfabetul englez are 26 litere majuscule.

2. Fie A o multime cu m elemente si B o multime cu n elemente. O
functie partiald de la A la B este o functie de la o submultime (posibil
vida) dom(f) a lui A la B. (Spunem cd f este nedefinitd pentru
elementele din A\ dom(f).) Céte functii partiale exista de la A la B?

w

. Un palindrom este un gir care ramane neschimbat daca este citit invers,
adica de la dreapta la stanga. Cate giruri de biti de lungime n sunt
palindroame?

4. Un comitet este alcatuit din membri astfel incat fiecare din cele 41
judete ale Romaniei contribuie fie cu un senator sau cu un deputat.
Se presupune ca exista 2 senatori si 3 deputati din fiecare judet. Céate
astfel de comitete se pot alcatui?

ot

. Cate siruri de cinci caractere ASCII contin caracterul @ cel putin o
data? (OBSERVATIE: Exista 128 caractere ASCII.)

(=)

. Cate siruri de doud sau trei litere din multimea {A, B,C, XY, Z} ur-
mate de doua sau trei cifre zecimale pot fi formate?

7. Sa se determine n astfel incat
a) P(n,2) = 110. b) P(n,4) = 12 P(n,2).
8. Sa se calculeze n daca se stie ca
D=4 b E=Pm. o ()= ()
. Cate permutari ale literelor A,B,C,D.E,F,G,H contin

©

(a) sirul ED?

(b) sirul CDE?

(c) sirurile BA si FGH?

(d) sirurile AB, DE si GH?

(e) sirurile CAB si BED?

(1)

10. Se considera o serie de 10 aruncari cu banul care produce secventa de
rezultate Ry Ry - - - Ryp unde R; € {C, P} este rezultatul aruncarii i (C
pentru cap sau P pentru pajurd).

girurile BCA si ABF?
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11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.
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(a) Cate rezultate posibile sunt in total?

(b) Cate rezultate posibile contin exact 2 capete?

(c) Cate rezultate posibile contin exact 3 pajuri?

(d) Cate rezultate posibile contin acelagi numar de capete si pajuri?

Cate giruri diferite se pot forma rearanjand literele girului
MISSISSIPPI?

Cate solutii are ecuatia x1 + xo + 3 = 8 daca x1,z9,x3 € N?

O suta de bilete de tombola numerotate de la 1 la 100 s-au vandut la
100 persoane diferite, urméand ca 3 bilete sa cagtige 500 lei gi un bilet
sa castige 1000 lei. Cate posibilitati de acordare a premiilor sunt daca

a) nu sunt restrictii?

(c) biletele 19 si 47 sunt castigatoare?
d
(e) biletele 19, 47, 73 si 97 sunt castigatoare?

(a)

(b) biletul 47 este necagtigator?
)

(d)

biletele 19, 47 si 73 sunt castigatoare?

Cate permutari are multimii {1,2,3,4,5} au primul element mai mic
decat al doilea element?

Cate giruri de 10 biti contin cel putin trei de 1 si cel putin trei de 07

Denis are 6 margele rosii si 8 margele verzi. In céte feluri poate ingira
Denis cele 14 margele pe o ata daca prima margea trebuie sa fie rosie,
si are voie sa puna cel mult o margea verde intre doua margele rosii?

Dlofofolofofelofofolotofole

1 4 7 12 13 14

Cate serii de inregistrare formate din trei litere urmate de trei cifre nu
contin nici o litera de doua ori si nici o cifra de doua ori? Se presupune
ca avem la dispozitie 26 litere si 10 cifre.

Alfabetul latin are 26 litere, dintre care 5 sunt vocale: A, E, I, 0 si U.

(a) Céte giruri de 11 litere din acest alfabet contin exact 3 vocale?

(b) Céte dintre girurile de 11 litere cu exact 3 vocale au cel putin o
litera care se repeta?
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Asociatia Internationala de Fotbal prevede cia o echipa trebuie sa fie
formata din 11 jucatori, dintre care unul este portar. Fiecare din
ceilalti 10 poate fi fundag, mijlocag sau atacant. Nu exista nici o
restrictie asupra numarului de fundasi, mijlocagi sau atacanti.

(a) In cate feluri se poate configura o echipa de fotbal? De exemplu,
o configuratie poate avea 1 portar, 3 fundasi, 3 mijlocasi si 4
atacanti, iar alta configuratie poate avea 1 portar, 6 fundasi, nici
un mijlocag si 4 atacanti.

(b) Cate configuratii au cel putin 2 fundasi, cel putin 2 mijlocasi si
cel putin 2 atacanti?

Cate submultimi cu cel putin 3 elemente are o multime cu 10 elemente?

In cate feluri putem alege cinci fructe de pe o taraba cu mere, pere si
prune? Ordinea alegerii fructelor nu conteaza.

Ce coeficient are 2%y* in expansiunea binomului (2 + 3y)7?
Ce coeficient are z?y32 in expansiunea lui (22 —y — 32)5?

Demonstrati ca daca m,n € N atunci

n _.n
k17k23"'akm -

Demonstrati ca dacan —¢+1>r —1 > 0 atunci

S(I)-0)-(7)

J

ki+ko+...+km=n



