CAPITOLE SPECIALE DE INFORMATICA

Arbori kd
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Un arbore kd (prescurtare de la ,arbore k-dimensional”) este o structura de date ar-
borescenta pentru o colectie de puncte dintr—un spatiu k-dimensional S = Ay X ... X Ag_1
—_———

unde Aqg, ..., Ap_1 sunt multimi total ordonate' de valori, care poate fi folosita pentru a
rezolva problema urmétoare:

Se da un punct X € S gi o multime finita de puncte M C S
Sa se gaseasca punctul P € M care este cel mai apropiat de punctul X.

Un arbore kd pentru M este un arbore binar care memoreaza cate un punct din M in fiecare
nod, si satisface conditiile urmatoare:

e Pentru fiecare nod X la nivelul n, daca (ag, . ..,ar—1) este punctul retinut in nodul X
si ¢ =n mod k, atunci

— a; < a; pentru toate punctele (ag,...,ar—1) stocate in subarborele stang al lui
X,

— a; < a; pentru toate punctele (ag,...,a},_;) stocate in subarborele drept al lui
X.

Deci, un arbore kd este o generalizare a unui arbore binar de cautare in care pozitia cheii
de cautare dintr-un punct depinde de nivelul nodului care retine punctul respectiv: cheia de
ciutare dintr-un punct X stocat intr-un nod de la nivelul n este coordonata (n mod k) a
lui X; presupunem cé coordonatele punctelor sunt indexate pornind de la 0.

De examplu, dacd k =3, Ag = A1 = A, =R i

S ={(0,5,7),(1,4,4), (2,1,
3

1 ),(2,3,7),(2,4,5),
(3,1,4),(4,0,6), (4,3,

3
4),(5,2,5),(6,1,4),(7,1,6)}

atunci un arbore kd care retine nodurile multimii .S este

1O multime A este total ordonatd daci existd o relatie binarda < pe A care este totald (pentru toti
a,b € A, fie a < bsaub < a), reflexivid (a < a pentru toti a € A), antisimetricia (pentru toti a,b € A,
dacd a < bsgi b < aatunci a = b) si tranzitiva (pentru toti a,b,c € A, dacd a < b i b < ¢ atunci a < ¢).



1 Constructia unui arbore kd balansat

Fie L o listd de puncte k-dimensionale si o axi ¢ € {0,1,...,k — 1}. Putem defini recursiv
arborele kd T'(L, %) pentru lista de puncte L si axa initiald ¢, in felul urméator:

Cazul de baza: Dacd L este lista vida atunci T'(L, %) este arborele vid.

Cazul recursiv: Fie L' = [Py,..., P,] rezultatul sortarii listei L in ordine creascétoare a
valorilor coordonatei ¢ a punctelor, my = [n/2], si

my :=max{j | mo < j < nsi Pp,, P; au aceeasi valoare a coordonatei ¢}.

Atunci T(L, i) re

e punctul P, stocat in nodul radacina,
e subarborele stang T'([Py,..., Pp,—1],(i+ 1) mod k), si
e subarborele drept T([Pp; 41, .-, Pnl, (i +1) mod k).

Arborele kd construit in acest fel este balansat daca my = m; 1n toti pasii recursivi.

2 (Gasirea unui nod in un arbore kd

Presupunem ca T este un arbore kd cu axa initiala i. Pseudocodul algoritmului de gasire a
nodului din T' care retine un punct A = (ag,...,ar—_1) este:

FinpPoINT(T, 7, A)
if T este gol then return ’nod negasit’
(ag, - - ., a}_y) =punctul din radécina lui T'
if a;- = q; for 0 < j < k then return radécina lui T
if a; < a} then
return FINDPOINT(T left, (i + 1) mod k, A)
else /* a; > a} */
return FINDPOINT(T .right, (i + 1) mod k, A)



3 Gasirea celui mai apropiat vecin al unui punct

Presupunem ca T' este un arbore kd cu axa initiala ¢, si ca vrem sa gasim punctul stocat in
T care este cel mai aproape de un punct test A = (ag,...,a5—1).

Intuitia din spatele algoritmului prezentat aici este urmatoarea. Sa presupunem ca avem
o banuiala care este nodul din T cel mai apropiat de punctul A. De exemplu, s& presupunem
ca punctul A (punctul de test) este cel indicat de o steluta, si cd credem ca vecinul lui cel
mai apropiat este cel conectat la steluta cu line intrerupta.
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Remarca: Daca ar exista un punct mai apropiat de A decat punctul cu care este conectat
prin linie intrerupta, atunci acel punct ar trebui sa fie in cercul cu centrul in A care trece
prin banuiala curenta:
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Observatiii

e In un spatiu k-dimensional am avea o hipersfera in loc de cerc, pe care am numi-o
hipersfera candidat.

e Remarca precedenta ne permite sa eliminam subarbori ai arborelui kd din spatiul de
cautare a celui mai apropiat vecin: Dacéa toatd hipersfera este intr-o singura parte
a unui hiperplan de separare, atunci cel mai apropiat vecin nu poate fi in partea
cealalta a hiperplanului de separare, si prin urmare putem omite cautarea unui vecin
in subarborele pentru punctele din cealaltd parte a hiperplanului.

De pilda, in exemplul ilustrat cercul se afla complet in dreapta liniei verticale care
trece prin radacina arborelui. Prin urmare, orice punct stocat in subarborele stang
al radacinii nu poate fi mai aproape decat nodul cu care este conectat A prin linie
intrerupta.

e Criteriul d detectie daci o hipersfera cu centrul (ag,...,ar—1) si raza d nu este complet
intr-o parte a hiperplanului definit de ecuatia z; = curr; este foarte simplu:
|curr; — a;] < d.

e Daca coordonatele punctelor sunt valori reale, se obignuieste sa se presupuna ca distanta
dintre dou& puncte X = (zg,...,zk-1) $i Y = (yo, ..., yx—1) este distanta euclidiana,



adica:

distance(X,Y) = \/(xo —y0)2+ ...+ (Tp—1 —yr-1)%

Pe baza acestor remarci putem defini algoritmul urmator (pseudocod) de gasire a punctului
din T care este cel mai aproape de A:

INN(T, i, A)

Maintain a global best estimate of the nearest neighbor, called guess
Maintain a global value of the distance to that neighbor, called bestDist
guess := Null

bestDist := 00

INNAUX(T.root, i, A)

return guess
where

INNaUX(curr,i, A)
if curr is empty then return
if distance(A, curr) < bestDist then
guess := curr
bestDist :=distance(A, curr)
/* recursive search of A in current kd-tree curr */
if a; < curr; then
search :=' left’
INNAUX(curr.left, (i + 1) mod k, A)
else
search :=' right’
INNAUX(curr.right, (i + 1) mod k, A)
/* Check if the candidate hypersphere crosses this splitting hyperplane */
if |curr; — a;| < bestDist then
if search =’ left’ then
INNAUX(curr.right, (i + 1) mod k, A)
else
INNAuUX(curr.left, (i + 1) mod k, A)

4 Gasirea celor mai apropiati K vecini ai unui punct

Algoritmul INN poate fi generalizat pentru a gasi cei mai apropiati K vecini ai unui punct
test A = (ag,...,ar—1) Intr-un arbore kd T' cu axa initiald ¢: in loc si tinem evidenta unei
singure banuieli globale guess, putem retine intr-o structura globala cei mai apropiati K
vecini descoperiti pana la momentul respectiv. O structura de date potrivita pentru acest
lucru este o coada cu prioritati si capacitate limitata (engl. bounded priority queue, BPQ),
al carei comportament este descris in Apendix.

Algoritmul generalizat se numesgte kNN (prescurtare de la ,,k nearest neighbors”). Pseu-
docodul acestui algoritm este indicat in figura 4.



kNN(T,14, A)

Maintain a BPQ of the candidate nearest neighbors, called bpg
Set the maximum size of bpq to K

KNNAUX(T.root,i, A)

return bpq

where

KNNAUX(curr, i, A)
if curr is empty then return
/* add curr to bpq */
enqueue q into bpq with priority distance(A, curr)
/* recursively search the half of the tree that contains the test point A */
if a; < curr; then
search :=' left’
KNNAUX(curr.left, (i +1) mod k, A)
else
search :=' right’
KNNAUX(curr.right, (i + 1) mod k, A)
p :=priority of max.-priority element of bpq
if bpq is not full OR |curr; — a;| < p then
if search =’ left’ then
KNNAUX(curr.right, (i + 1) mod k, A)
else
KNNAUX(curr.left, (i +1) mod &, A)

Figure 1: Algoritmul £NN.

Tema de laborator

1. (O structura de date pentru arbori kd) Folositi C++ pentru a implementa kdTree, o
structura de date pentru arbori kd care retin o multime de puncte implementate ca
instante ale clasei

struct Point {
float x[3]; // coordonatele punctelor

si implementati metoda

e makeKdTree(vector<Point> v) care creaza un arbore balansat kd din punctele
retinute in un vector v

2. (Problema kNN) Scrieti un program care face urméatoarele:

(a) Creaza un arbore kd balansat T' pentru o multime de n puncte, ale ciror coordo-
nate sunt citite din un figier text points.txt cu continutul urmator:



Are n linii, si fiecare linie contine trei numere in virguld flotanta separate
prin spatiu, care reprezinta coordonatele unui punct.

De exemplu, points.txt ar putea avea continutul urmator:

0
3.
(b) A

steapta ca utilizatorul sa introduca de la consola

e valoarea lui K (un numér intreg pozitiv) si
e coordonatele punctului de test A (trei numere float)

si returneaza K noduri din T' care sunt cele mai apropiate de A.

Utilizati structurile Point si BPQ disponibile de pe site-ul cursului, si structura de date
kdTree implementata pentru prima tema de laborator.



A Cozi cu prioritati si capacitate limitata

O coada cu prioritati si capacitate limitata (BPQ) este asem&nétoare cu o coad& cu prioritati
obignuita, cu exceptia faptului ca are o capacitate maxima care reprezinta numéarul de ele-
mente care pot fi retinute in ea. Ori de cate ori se adauga un element nou la ea, daca coada
este plina, se elimina din ea elementul care are prioritatea cea mai mare. De exemplu, sa
presupunem ca avem o BPQ cu capacitatea de 5 elemente, care retine elementele urmatoare:

Valoare | A | B | ¢ | D | E |
Prioritate 0.1 025 133 32 46

Ce se Intampla daca vrem sa inseram in ea elementul F cu prioritatea 0.47 Deoarece coada
este plina, se va insera elementul F dupa ce se elimina elementul cu cea mai mare prioritate
(E). In final, continutul cozii va fi

Valoare | A | B | F | ¢ | D |
Prioritate 01 025 04 133 32

Apoi, sa presupunem ca vrem si inseram elementul G cu prioritatea 4.0 in aceasta coada.
Deoarece prioritatea lui G este mai mare decat cea mai mare prioritate a unui element din
coadd, coada de prioritdti raméne neschimbatd (nu se va intdmpla nimic).

Observatie: o implementare a BPQ, conceputa sa retina instante ale clasei Point care
reprezintd, puncte din R3, este dat# in BPQ.cpp and BPQ.h, si poate fi descarcata de
pe site-ul acestui curs.



