Aplicatii ale programarii dinamice

1 Calculul distantei de editare

O problema intalnita frecvent in informatica este calculul distantei de editare dintre 2
giruri de caractere. Distanta de editare este o masura de similaritate intre 2 giruri, care
reprezintd costul minim de operatii necesare de eliminare/inserare/substitutie, care trans-
forma un sir in alt sir. Fie ce, ¢; si ¢s costurile operatiilor de eliminare, inserare gi substitutie.
Vom presupune ca ¢; > 0,c. > 0 si ¢s > 0.

De exemplu, numarul minim de operatii necesare pentru a transforma b = “innfornaticant”
in a = “informatician” este 4:

1. eliminare: se elimina a treia litera din b,
2. substitutie: se inlocuiegte 'n’ (a 7-a literd din b) cu 'm’,
3. inserare: se insereaza 'i’ dupa pozitia 11 (a lui ’c’) in b,
4. eliminare: se elimina ultima litera din b.

Daca c. este costul unei operatii de eliminare, ¢; este costul unei operatii de inserare, si
cs costul unei operatii de substitutie, atunci distanta de editare pentru cele 4 operatii este
2-Co+c; +cs.

1.1 Algoritmul lui Levenshtein

Se presupun date doua siruri de caractere s git: s =ajas...a,, sit = biby---b,. Pentru
fiecare 0 < i <m i 0 < j < n, fie d(i, ) distanta de editare dintre prefixul s; = ajas - - a;
al lui s, gi prefixul t; = b1by---b; al lui ¢:

d(m,n) reprezintd valoarea minima a costului secventelor de operatii care transforma
tin s.

Algoritmul lui Levenshtein se bazeaza pe observatiile urméatoare:

1. Daca j = 0 atunci t; = € este sirul vid. In acest caz, secventa cu cost minim care
transforma ¢t; = e in s; = a1 ... a; consta din ¢ inserari. Deci d(4,0) =i - ¢;.
Daca ¢ = 0 atunci s; = € este girul vid. In acest caz, secventa cu cost minim care
transforma ¢; = by ...b; in s; = € constd din j eliminari. Deci d(0,j) = j - c..

2. Dacd i >0, j > 0 si a; = b; atunci d(i,j) = d(i —1,j — 1).



3. Daca i > 0, j > 0 si a; # b; atunci putem transforma t; =b;...b; in s; =a1...a; in
3 feluri:

3.1) Transformém t;_; =b1...bj_1 In s,_1 = a1 ...a;_1, si inlocuim b; cu a;.
Costul este d(i — 1,5 — 1) + ¢;.

3.2) Transformam t; =by...b; In s;-1 = a1...a;—1, §i inseram a; la sfargitul lui ¢;.
Costul este d(i — 1,7) + ¢;.

3.3) Transformam ¢; 1 = by...b;—1 In s;_1 = a1 ...a,, si eliminam b; de la sfargitul
lui ¢;. Costul este d(i,j — 1) + ce.

Ne intereseaza costul minim, deci

d(i,j) = min{d(i — 1,j — 1) + ¢, d(i = 1,j) + ¢;,d(i,j — 1) + cc }.

In concluzie:

i daca j =0,
7 ce daca i =0,
Con dii—1,7-1) dacd i > 0,5 > 0,a; =b;,
d(i, j) = di—1,5—1)+cs,
min dii—1,j) +c, dacdi>0,j>0,a;#b;.
d(i,j — 1)+ c.

Observam ca pentru calculul lui d(i,75), cand ¢ > 0 si j > 0, avem nevoie de valorile lui
d(i—1,57—1),d(i —1,j), d(i,j — 1). Deci existd urmatoarea diagrama de dependente intre
valorile lui d(3, j):

d(0,0) d(0,1) d(0,2) ... d(0,n)
hN 1 1 N\ 1

d(1,0) — d(1,1) — d(1,2) — d(1,n)
; ; ; o ;
hN 1 1 N\ 1

d(m,0) — d(m,1) ... d(m,2) — d(m,n)

Programarea dinamica evita calculul repetat al lui d(7, j), memorand intr-un tablou dcli, j]
valorile deja calculate ale lui d(i, j).

1.2 Calculul unei secvente crescatoare maximale

Se considera dat un gir de numere d[0], ..., d[n]. Se doreste si se determine cea mai mare
valoare a lui k pentru care existd 0 < iq <iy < ... <ip <nsgid[i] <diz] <...<d[ig]. O
astfel de secventd de indesi (i1, ..., %) se numeste secventa crescitoare maximald a lui
d[0..n — 1].

De exemplu, daca d[0..n] este secventa

10 11 12 13 14 15

01 2 3 4 5 6 7 8 9
1, 9, 5 13, 3, 11, 7, 15

0, 8 4, 12, 2, 10, 6, 14,

atunci (0,4,6,9,13,15) este o secventd crescitoare maximald a lui d[0..n].



O solutie cu complexitate patratica

Pentru fiecare pozitie 0 < i < n — 1 calculdm progresiv (de la dreapta la stanga) si retinem
doua informatii:

1. £[i] : lungimea celei mai lungi subsecvente cere Incepe cu indexul ¢

2. secvli]: a listd care contine o secventd maximald a lui d[0..n — 1] ce incepe cu indexul 7.
(De fapt, secv[i] poate fi un pointer la primul element al unei astfel de liste)

Deasemenea, retinem in idx indexul de la care porneste cea mai lunga secventa crescatoare
gasita pana la momentul respectiv. Pseudocodul acestui algoritm este:
tde:=n—1
for i :=n —1 downto 0 do
i =1
secvli] := [i]
for j:=4¢+4+1tondo
if d[i] < d[j] si £[i] < 1+ £[j] then
Li] =1+ £[j]
secv[i] :=adaug i ca prim element al lui secvl[j]
if ([idz] < ([i] then idx :=1
return secv[idz]

Acest algoritm are complexitate patratica O(n?).

O solutie cu complexitate O(n logn)

A se vedea https://en.wikipedia.org/wiki/Longest_increasing_subsequence

Probleme

1. (Distanta de editare)

Sa se implementeze un algoritm care calculeaza distanta de editare dintre doua siruri
citite de la terminal, presupunand ca ¢; = ¢, = ¢; = 1.

Programul va trebui sa afiseze mesajul
Distanta de editare este nn

unde nn este valoarea distantei de editare dintre sirurile citite de la terminal.

2. (Problema elefantilor inteligenti)

Unele persoane cred ca un elefant, cu cat este mai greu, este mai inteligent. Pentru a
contrazice aceastd presupunere, vom efectua experimentul urmaétor:

» Presupunem dat un figier text elefanti.txt care contine informatii despre un
grup de elefanti: pentru fiecare elefant din grup, exista o linie in figier care contine
doua numere intregi separate cu spatiu: greutatea lui in kilograme si coeficientul



lui de inteligenta. Prima linie din fisier contine numérul n de elefanti din grup,
si este urmata de n linii de forma

gi 1Q;

unde g; este greutatea elefantului 4, iar 1Q); este coeficientul lui de inteligenta.

» Vom scrie un program care citeste acest figier si calculeaza o secventa maximala
de numere 1 < a1 < as < ... < ax < n astfel incat

Woy, < Way < .oo. <Wq,, 81 IQay > I1Qay > ... > 1Q,,.

Altfel spus, vom géasi o cea mai lungd secventa de elefanti care cresc in greutate
)
si descresc in nivel de inteligenta.

Pentru scrierea acestui program, va puteti folosi de notiunile descrise in acest curs.

3. (Problema economiei de consum de benzind)

Se presupune data situatia urmatoare: Se dau 2 localitati A si B legate cu un drum
de-a lungul caruia sunt n > 0 benzinarii. Fiecare benzinarie 1 < ¢ < n vinde benzina
cu pret; lei/litru. Un gofer doreste sa plece din A in B cheltuind cdt mai putini bani pe
benzina. Se stie ca (1) rezervorul masinii este de 200 litri, (1) la plecare din localitatea
A, rezervorul masginii este pe juméatate plin, (3) magina consuma 6 litri/km; si (4) cand
ajunge in B, rezervorul masinii trebuie sa fie pe jumatate plin. Se doreste sa se scrie un
program care sa calculeze costul minim pentru benzina, astfel incat conditiile (1)-(4)
sa aibe loc, presupunand ca programul citeste la inceput:

(a) distanta in km dintre localitatile A gi B. Se presupune ca distanta de la A la B
este < 5000 km.

(b) Distantele d; de la A la fiecare benzinarie dintre A gi B,

(¢) Preturile pret; de lei/litru la fiecare benzinarie dintre A si B.

Daca nu este posibil ca soferul sa ajunga de la A la B satisfacand conditiile de mai
sus, programul va trebui s afiseze mesajul IMPOSIBIL.

4. Sa se determine, folosind programare dinamica, un cel mai lung palindrom care apare
ca o subsecventa a unui sir de caractere. De exemplu, cel mai lung palindrom care
apare ca subsecventa a lui character este carac.

Programul va trebui sa citeasca sirul de la terminal si sa afiseze pe linia urmatoare
palindromul gasit.

Sugestie de rezolvare a problemei 3

Sa presupunem ca Sp, S, ...,S, sunt statiile de benzina dintre A si B, in aceasta ordine.
Po P1 D2 Pn—1 Pn
So 51 52 Sn—l Sn
Ae——e— o o — e of
do di do dn-1 dn d



Pentru a rezolva aceasta problema vom calcula cu programare dinamica vectorii
dpli] = (dp[i][0], dp[é][1], ..., dp[i][200]) (0 <i<m)

unde dp[i][j] este pretul minim care trebuie dat pe gaz pentru a ajunge la statia S; cu j litri
ramagi in rezervor. Pentru situatiile In care nu se poate ajunge la statia S; cu j litri ramasi
in rezervor, vom defini dp[i][j] := MAXINT, unde MAXINT este valoarea maximi a unui intreg.

Fie minCost costul minim care ne intereseazd. Dupé ce am calculat vectorul dp[n], putem
rationa astfel:

Rezervorul trebuie sa continad 100 litri cand se ajunge in B, iar d — d,, litri sunt
consumati pe distanta de la S,, la B. Deci, la plecare din S,, rezervorul trebuie sa
contina 100+ (d — d,,) litri, ceea ce este posibil doar daca 100+ (d — d,,) < 200. Asadar

e Dacd 100 + d — d,, > 200 atunci minCost := MAXINT (ceea ce indicd IMPOSIBIL).

e Daca 100 + d — d,, < 200 atunci goferul trebuie sa plece din S, cu 100 + d — d,
litri in rezervor. Daca soferul ajunge in S, cu k litri atunci trebuie ca
- kE<100+d—d,.
— s cheltuie minim, adicd d[n][k] lei pentru a ajunge in sta tia S,
— sa mai cumpere 100 + d — d,, — k litri de benzina din S, cu pretul de p,
lei/litru. Adicd, trebuie s mai plateasca p,, - (100 +d — d,, — k) lei.
Deci, in total l-ar costa d[n][k] + pn, - (100 +d — d,, — k) lei.
Rezulta ca
minCost := min({MAXINT} U {dp[n|[k] + p, - (100 +d —d, — k) | k € A,})
unde A, = {k |0 <k <100+ d— d, si dp[n][k] # MAXINT}.
A, contine numarul de litri de benzina cu care poate ajunge soferul la statia S,,.

Pentru calculul dinamic al lui dp[n], observam ca

» dp[0] are toate elementele MAXINT, cu exceptia cazului cand 100 — do > 0, iar in acest
caz dp[0][100 — dp] := 0.

» Pentru 1 < i < n putem calcula dp[i] din dp[i — 1] calculand dpli][j] pentru 0 < j < 200
in felul urmator:

— Dela S;_1 la S; se consuma d; — d;_1 litri iar j este numaérul de litri de benzina
cu care ajunge in S;. Deci magina trebuie sa plece din S;_1 cu j + d; — d; 1 litri.
Acest lucru este posibil doar daca goferul ajunge in S;_; cu k litri in rezervor,
iar goferul mai cumpara j + d; — d;—1 — k litri de benzina din S;_;. In aceastd
situatie, costul minim este dp[i — 1][k] + pi—1 - (j + di — di—1 — k). Rezulta ca

dpli][j] := min({MAXINT} U {dp[i — 1][k] +pi—1-(j +di —di—1 — k) | k € A;_1})

unde A;_1 ={k| 0 <k <min(j +d; — d;—1,200) si dp[i — 1][k] # MAXINT}.
Daca dpli] are toate elementele egale cu MAXINT (adica nu se poate ajunge in S;) atunci
dp[k] = dp[i] pentru totii < k < n (nu se poate ajunge nici in Si) si minCost = MAXINT
(ceea ce indicd IMPOSIBIL)



