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Flat clustering

Se presupune dată o colecţie de N documente reprezentate ca o
mulţime de puncte D = {~x1, ~x2, . . . , ~xN} ı̂ntr-un spaţiu vectorial.

Se doreşte ı̂mpărţirea mulţimii D ı̂n K submulţimi distincte
Ω = {ω1, ω2, . . . , ωK}:

ω1 ∪ ω2 ∪ . . . ∪ ωK = D şi ωi ∩ ωj = ∅ dacă i 6= j

Mulţimile ω1, . . . , ωK se numesc clustere. Fiecare cluster ω ∈ Ω are

un centroid ~µ(ω) care se calculează cu formula ~µ(ω) =

∑
~x∈ω ~x

|ω|

Exemplu: centroidul unui cluster de 3 documente ω = {~x1, ~x2, ~x3}

~x1

~x2

~x3

~µ(ω)
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Algoritmul K -means

I Suma reziduală de pătrate (engl. residual sum of squares) a unui
cluster ωk ∈ Ω este

RSSk :=
∑
~x∈ωk

|~x − ~µ(ωk)|2

I Suma reziduală de pătrate a unei partiţii Ω = {ω1, . . . , ωK} este

RSS :=
k∑

k=1

RSSk

Algoritmul K -means are ca obiectiv să minimizeze valoarea lui RSS
pentru o mulţime dată de documente D = {~x1, ~x2, . . . , ~xN}.
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Algoritmul K -means
Pseudocod

K-means({~x1, . . . , ~xN},K)
1 (~s1, . . . , ~sK ) :=SelectRandomSeeds({~x1, . . . , ~xN},K)
2 for k := 1 to K do

3 ~µk := ~sk
4 while criteriul de terminare nu este satisfăcut do

5 for k := 1 to K do

6 ωk := ∅
7 for n := 1 to N do

8 j :=arg minj′ |~µj′ − ~xn|
9 ωj := ωj ∪ {~xn} (reatribuirea vectorilor ı̂n clustere)

10 for k := 1 to K do

11 ~µk := 1
|ωk
|
∑

~x∈ωk
~x

12 return {~µ1, . . . , ~µK}

Observaţii

Mai ı̂ntâi, se aleg la ı̂ntâmplare K centroizi iniţiali de clustere (engl. seeds)

algoritmul repetă modificarea centrelor iniţiale ı̂ncât să minimizeze RSS: la
fiecare iteraţie: (1) se reatribuie fiecare vector ~x ı̂n clusterul centroidului celui
mai apropiat de ~x şi apoi (2) se recalculează coordonatele centroizilor
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Algoritmul K -means
Exemplu ilustrat

Evoluţia algoritmului
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Algoritmul K -means
Exemplu ilustrat

Evoluţia algoritmului ı̂n 9 iteraţii:
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Algoritmul K -means
Criterii posibile de terminare

1 După un număr prestabilit de iteraţii

2 Când se ajunge la o iteraţie care nu modifică atribuirea
documentelor ı̂n clustere

3 Când centroizii ~µk nu se mai schimbă de la o iteraţie la alta

4 Când RSS devine mai mică dacât o valoare prestabilită

5 Când diferenţa dintre două RSS-uri consecutive este mai mică
decât o valoare θ

Remarcă: K -means converge ı̂n sensul că dacă definim

RSSk(~v) =
∑
~x∈ωk

|~v − ~x |2 şi RSS(~v1, . . . , ~vK ) =
K∑

k=1

RSSk(~vk)

atunci (~µ1, . . . , ~µK ) este punct de minim local pentru
RSS(~v1, . . . , ~vK ) (vezi slide următor)
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RSSk(~v) =
∑
~x∈ωk

|~v − ~x |2 şi RSS(~v1, . . . , ~vK ) =
K∑

k=1

RSSk(~vk)

atunci (~µ1, . . . , ~µK ) este punct de minim local pentru
RSS(~v1, . . . , ~vK ) (vezi slide următor)
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Algoritmul K -means
De ce converge RSS?

Presupunem că documentele sunt puncte ı̂n spaţiul euclidean
M-dimensional RM

⇒ RSSk(~v) =
∑
~x∈ωk

M∑
m=1

(vm − xm)2

⇒
∂RSSk(~v)

∂vm
=

∑
~x∈ωk

2(vm − xm)

Proprietăţi ale algoritmului K -means

1 În paşii 8-9, RSS(~v1, . . . , ~vK ) =
∑K

k=1

∑
~x∈ωk

|~vk − ~x |2 scade pentru
~v = (~µ1, . . . , ~µk) deoarece fiecare document ~x ∈ ωk este reatribuit
ı̂n clusterul ωj pentru care |~vj − ~x | ≤ |~vk − ~x |

2 În paşii 10-11 se recalculează fiecare ~µk a.̂ı. fiecare RSSk(~v) să ia
valoarea minimă pentru ~v = ~µk .
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Algoritmul K -means
Limitări

Este de dorit să se calculeze K centroizi (~µ1, . . . , ~µK ) care sunt un
minim global pentru RSS

Algoritmul K -means garantează calculul unui minim local

Uneori, minim local 6= minim global
Rezultatul calculat depinde de centroizii iniţiali aleşi

I selecţia unui centroid iniţial ı̂ndepărtat de celelalte documente
produce generarea de clustere singleton, sau clustere vide.

Exemplu:

I K -means pt. centroizii iniţiali d2 şi d5 converge la {{d1, d2, d3}, {d4, d5, d6}}
I K -means pt. centroizii iniţiali d2 şi d3 converge la {{d1, d2, d4, d5}, {d3, d6}}
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Complexitatea algoritmului

I Distanţa dintre două puncte ı̂n RM durează . . .

I Paşii 7-9 (reatribuirea ı̂n clustere) durează . . .

I Paşii 10-11 (recalcularea centroizilor) durează . . .

I K -means care efectuează I iteraţii durează . . .
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Determinarea numărului K de clustere
Metode euristice

Se presupune dată o mulţime de N documente: D = {~x1, . . . , ~xN}
Algoritmul K -means ia ca parametru de intrare valoarea lui
K şi calculează K centroizi pentru K clustere ω1, . . . , ωK

Uneori e greu de să se estimeze o valoare bună pentru K

Problemă: Cum putem găsi o valoare plauzibilă pentru K?

Euristica 1: RSS să aibe valoare minimă:

⇒ Dacă K = N atunci ωi = {~xi} pentru 1 ≤ i ≤ K şi RSS = 0.
Deşi RSS = 0, acesta nu este un clustering optim: sunt prea
multe clustere!

Euristica 2: Pentru mai multe valori valori ale lui K , se
calculează R̂SSmin(K ) = min{rss1, . . . , rssi} unde rssj (1 ≤ j ≤ i)
este valoarea lui RSS pentru un set de K centroizi iniţiali
(~sj ,1, . . . , ~sj ,K ). i are o valoare prestabilită, de ex., i = 10.

Se alege K pentru care vectorul (R̂SSmin(K + 1)− R̂SSmin(K ), 1)
ı̂ncepe săşi menţină direcţia.
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Determinarea numărului K de clustere
Metode euristice
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Deşi RSS = 0, acesta nu este un clustering optim: sunt prea
multe clustere!

Euristica 2: Pentru mai multe valori valori ale lui K , se
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Flat clustering
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Determinarea numărului K de clustere
Estimarea valorii lui K cu euristica 2

Exemplu ilustrat pentru o mulţime de 1203 documente Reuters-RCV1

B curba R̂SSmin se netezeşte semnificativ după K = 4 şi K = 9
⇒ 4 şi 9 sunt valori plauzibile pentru K .

B pentru K = 4, algoritmul K -means calculează centroizi ı̂n jurul
categoriilor China, Germany, Russia şi Sports.

Flat clustering



Determinarea numărului K de clustere
Alte euristici

I Minimizarea distorsiunii ca măsură a complexităţii modelului

K = arg minK (RSSmin(K ) + λK )

unde 0 ≤ λ ≤ 1 este un factor de pondere.

I Criteriul AIC (engl. Aikake Information Criterion) are forma generală

K = arg minK (−2 L(K ) + 2 q(K ))

unde . . .

Pentru algoritmul Kmeans, are forma specială

K = arg minK (RSSmin(K ) + 2M K )
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