CAPITOLE SPECIALE DE INFORMATICA

Programare Liniara

Programarea liniard (numita si optimizare liniard) este o metoda de
calcul al celui mai bun rezultat (de exemplu, profitul maxim sau costul minim)
intr-un model matematic ale carui constrangeri sunt reprezentate cu relatii
liniare. Un caz special al programarii liniare este programarea matematica

(numita gi optimizare matematici).

1 Probleme standard de programare liniara

In general, o problema de programare liniara este fie o problema de maximizare

sau o problema de minimizare.

1.1 Problema standard de maximizare liniara

Sa se maximizeze cix1 + ...+ Ty
adica sa se determine xq,...,z, € R pentru care ¢c; z1 + ...+ ¢, Tn,
ia valoarea maxima

in raport cu constrangerile

a1 1+ ...+ a1pT, < by

am1x1+~~~+amn‘rn§bm
§i$1207~-~,$n20

unde a;;, b;,¢; € R pentru orice 1 <7 <m, 1 < j <n.

1.2 Problema standard de minimizare liniara

Sa se minimizeze y1 b1 + ... + Ym b
adica sa se determine yq, ..., ¥y, € R pentru care y1 by + ... 4+ ym by
ia valoarea minima



in raport cu constrangerile

Yy1a11 + .-+ Ym Gm1 > C1

y1@1n+~-~+ymamnzcm
§1y12077ym20

unde a;;,b;,¢; € R pentru orice 1 <i<m, 1 <j <n.
Se observa ca aceastd problema de minimizare liniara este echivalenta cu
urmatoarea problema de maximizare liniara:

S& se maximizeze (—b1)y1 + ...+ (=bw) ym
adica s se determine y1,...,y, € R pentru care y; (=b1)+. ..+ Ym (—=bm)
ia valoarea maxima

in raport cu constrangerile

(—a11) 1+ -+ (—am1) Yym < —c1

(_aln) Y1 +...+ (_amn) Ym S —Cm
§iy1 205---aym ZO
unde a;;, b;,¢; € R pentru orice 1 <7 <m, 1< j < n.
Prin urmare, este suficient sa stim cum sa rezolvam problema de maximizare
liniara.
1.3 Terminologie

e Functia (z1,...,2,) ER" =1z + ...+ cpa, €R
se numeste functie obiectiv.

e Regiunea fezabila a problemei de maximizare liniara este multimea
punctelor (z1,...,2,) € R™ care satisface multimea de constrangeri liniare

a1 1+ ...+ a1pT, < by

am1x1+~-~+amn‘rn§bm

e Vectorul x = (x1,...,x,) este fezabil daca este un punct din regiunea
fezabila.

e Problema de programare liniara este fezabila daca regiunea fezabila este
nevida.



e O problem4 fezabila de maxim (respectiv minim) este nemarginiti daca
functia obiectiv poate lua valori oricdt de mari (respectiv oricat de mici)
pentru vectorii fezabili.

e Valoarea unei probleme fezabile de maxim (resp. minim) este valoarea
maximd (resp. minima) a functiei obiectiv pentru valori de intrare din
multimea de constrangeri.

e Un vector fezabil pentru care functia obiectiv atinge valoarea problemei
se numegte optim.

Notatie prescurtatd (matriciald) pentru problema de maximizare liniara:

ai; v aip by 1 0
Daca A= Cl,b=| i fe=] ], 0=|:],
Am1 e Gmn bm Cn 0
1 Uy U1
X = . |, iar relatia u < v intre vectorii u = : siv=
Tn Um Um

indica faptul ca u; < v; pentru toti 1 <i < m
atunci problema de programare liniara are descrierea compacta:
Si se maximizeze ¢’ x

in raport cu constrangerile Ax <bgi x > 0.

unde notatia (-)7 reprezintd transpusa matriciali.

2 Interpretare geometrica

Din punct de vedere geometric, regiunea fezabila determinatd de constrangerile
liniare

Ax<bgx>0

este un politop convex, adica o regiune convexa in spatiul n-dimensional R",
delimitata de cel mult m hiperplanuri.
Regiunea care da o valoare constanta c functiei obiectiv

xeR"—»cTxeR

este hiperplanul definit de ecuatia ¢ x = c.



Figure 1: Zona fezabila pentru problema de programare liniara ilustrata

Exemplu ilustrat si rezolvat

Sa se determine numerele x1 si £ care maximizeaza suma x1+ x5 si care satisfac
constrangerile

T1+2x9 <4
4y +2x9 <12
—x1+x2 <1
X1 Z 0
T2 Z 0
In acest exemplu, zona fezabila a problemei de programare liniara este interiorul
unui poligon convex delimitat de cinci semiplane in spatiul cartezian R?, marcat

cu gri in figura 1.
Functia obiectiv are valoarea constanta ¢ pentru punctele de pe dreapta

1+ T =¢C

care este ilustrata cu linie intrerupta in figura 1. Problema este de a gasi punctul
din zona fezabila care se afla pe dreapta x1 + o = ¢ cu valoare maxim posibila
pentru c.
Se observa ugor ca punctul cautat se afla la intersectia dreptelor
4 1 + 2 To = 12
1+ 222 =4

8 2
adica (z1,z2) = 33/ iar valoarea maxim3 a functiei obiectiv este 8/3+2/3 =

10/3.



3 Exemple concrete

3.1 Exemplul 1: Problema dietei

Se presupun disponibile m feluri de méancare My, ..., M,, care contin nutrienti
Ni,..., N, esentiali pentru sanatate. Fie c¢; doza zilnicd minim necesara de
nutrient V; si b; pretul pe unitate de mancare M;. Fie a;; cantitatea de nutrient
N continuta in o unitate de méancare M;. Problema este de a asigura cantitatea
necesara de nutrienti cu un cost minim. Fie y; numarul de unitati de mancare
M; ce trebuiesc cumparate zilnic. Costul pe zi al unei astfel de diete este

biyr +baya+ ...+ b ym (1)

Cantitatea de nutrient continuta in aceasta dieta este

Y1615 +Y202; + ... + Ym Gmyj

pentru j = 1,...,n. Aceasta dietd este luata in considerare doar daca satisface
conditiile de minim necesar de nutrienti, adica doar daca

Y1015 +Y2a2 + ...+ Ymam; >c¢; pentruj=1,...,n. (2)

Deoarece nu putem cumpara o cantitate negativa de mancare, avem implicit si
constrangerile
Y129, y2>0, ..., ym > 0. (3)

Problema devine: S& se minimizeze (1) incat si satisfacd constrangerile liniare
(2) si (3). Aceasta este evident o problemd de minim standard.

3.2 Exemplul 2: Problema transportului

Consideram [ porturi sau unititi de productie Pi,..., P; care furnizeaza un
anumit produs, si J piete de desfacere My, ..., M la care se doreste furnizarea
acestui produs. Fiecare port P; detine o cantitate s; de produs (i =1,2,...,1) si
fiecare piatd M, trebuie sd primeasca cantitatea r; (j = 1,...,J). Fie b;; costul
de transport al unei unitati de produs de la portul P; la piata M;. Problema
este de a satisface cererile pietelor cu un cost minim de transport.

Fie y;; cantitatea de produs trimis de la P; la M;. Costul total de transport

este
I J
DD wishi (4)
i=1 j=1
J
Cantitatea trimisa de la P; este Z Yi;, si deoarece volumul disponibil la P; este
j=1
s;, trebuie sa impunem constrangerea

J

Sy <o po i g
j=1



I
Cantitatea trimisa la piata M; este E Yij, §i deoarece cantitatea ceruta de M;
i=1
este r;, trebuie s& impunem constrangerea

I
Zyierj pentruj=1,... J. (6)
i=1
Deoarece se presupune cd nu putem trimite o cantitate negativa de la P; la Mj,
impunem si constrangerile

¥ij >0 pentrui=1,...,.Isij=1,...,J (7)

Aceasta problema se poate reformula ca o problema de minim standard. Numarul
variabilelor y este I - J. Insd care este valoarea lui n? n este numéirul total de
constrangeri principale, deci n = I + J, dar unele constrangeri sunt > in timp
ce altele sunt <. In problema de minim standard, toate constrangerile sunt cu
>. Putem realiza ecest lucru inmultind constrangerile (5) cu -1:

J
Z(—l)yijzsi pentrui=1...,1. (8)
j=1

b2

Problema obtinuta ,,minimizeza (4) in raport cu constrangerile (8), (6) si (7)
este acum In forma standard.

3.3 Exemplul 3: Problema analizei activitatii

Se considera n activitati Aq,..., A, disponibile in o companie facand uz de m
resurse Rq,..., R, (ore de lucru, otel, etc.). Fie b; cantitatea disponibild de
resursa R; si a;; cantitatea de resursa R; folosita in efectuarea activitatii A; cu
intensitate unitara. Fie c; valoarea netd pentru companie a efectuarii activitatii
A; cu intensitate unitara. Problema este de a alege intensitatile de efectuare
a diverselor activitati pantru a maximiza valoarea de productie a companiei in
raport cu resursele specificate.

Fie x; intensitatea de efectuare a operatiei A;. Valoarea acestei alocari de

activitate este .
Z Cj .Tj . (9)
j=1

Cantitatea de resursa R; folosita in aceasta alocare de activitate nu poate fi mai
mare decat b;, deci

n
S air; < b pentrui=1,... m. (10)
i=1

Se presupune ca nu putem efectua o activitate cu intensitae negativa, deci
1 >0, 29 >0, ..., x, > 0. (11)

Problema devine: S& se maximizeze (9) in raport cu constrangerile liniare (10),
gi (11). Aceasta este o problema de maxim standard.



3.4 Exemplul 4: Problema alocarii optime

Se considera I persoane disponibile pentru .J lucrari. Valoarea persoanei i care

lucreaza o zi la lucrarea j este a;; pentru¢=1,...,Isij=1,...,J. Problema
este de a gasi o alocare de lucrari la persoane cre sa maximizeze valoarea totala.
O alocare este o alegere de numere z;; pentru s =1,...,Isij=1,...,J,

unde z;; reprezinta proportia din timpul persoanei ¢ alocat pentru a efectua
lucrarea j. Deci

J
> w; <1 pentrui=1,...,1 (12)
j=1
I
injgl pentru j=1,...,J (13)
i=1
si
;>0 pentrui=1,...,Isij=1,...,J (14)

Relatia (12) indica faptul c& o persoand nu poate aloca mai mult de 100% din
timpul s&u de lucru, (13) inseamna c& o singurd persoand are voie si efectueze
o singura lucrare la un moment dat, iar (14) afirma c& nimeni nu poate lucra o
durata negativa de timp.

Problema este de a maximiza valoarea totala

I J
E E aijxij

i=1j=1

in raport cu constrangerile (12), (13) si (14). Aceasta este o problem& de maxim
standard.

4 Forma standard

O problema de programare liniarda a fost definita ca maximizarea sau mini-
mizarea unei functii liniare (functia obiectiv) in raport cu nigte constrangeri
liniare. Toae problemele de acest fel pot fi aduse la o forma de maxim standard
deca se aplica tehnicile descrise mai jos.

Am vazut deja cum o problema de minim poate fi redusa la o problema
de maxim standard inmultind functia obiectiv cu -1. In mod aseménitor con-
strangerile de forma ", y;a;; > ¢; for j =1,...,n pot fi rescrise sub forma

m
Za}iyi < —¢; pentruj=1,...,n
i=1

unde a; = —a;; pentru totii =1,...,msij=1,...,n.
Mai sunt doué cazuri problematice:



1. Unele constrangeri sunt egalitati. O constrangere de egalitate

n
E al-jxj = b1
Jj=1

poate fi eliminata rezolvand ecuatia pentru un z; pentru care a;; # 0 si
apoi inlocuind z; cu aceasta solutie in toate celelalte constrangeri si in
functia obiectiv.

2. Unele variabile nu sunt constranse sd fie negative. O variabila nerestricti-
onata x; poate fi inlocuita cu diferenta dintre doua variabile nenegative,
Tr = uj — vy, unde u; > 0 si v; > 0. Aceasta inlocuire introduce in
problema o variabila in plus si doué constrangeri de nenegativitate.

Deci, orice teorie derivata pentru probleme in format standard este aplica-
bila pentru probleme generale. Totusi, din punctul de vedere al calculului,
largirea numarului de variabile i a numéarului de constrangeri in cazul 2
este de nedorit. Vom vedea mai tarziu cum se pot evita aceste neajunsuri.

5 Software disponibil pentru rezolvarea sistemelor
de optimizare liniara

Mathematica (http://www.wolfram.com/mathematica/) este un sistem de cal-
cul tehnic foarte performant. In particular, poate fi folosit pentru a rezolva
probleme de optimizare.

Metodele disponibile sunt:

1. Maximize [{f,cons},{x,y,...}] maximizeaza functia obiectiv £ in ra-
port cu constrangerile cons

2. Minimize [{f,cons},{x,y,...}] minimizeaza functia obiectiv f in raport
cu constrangerile cons



