Curs 9:

Modele de regresie
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Structura

Motivatie

Corelatii, coeficient de corelatie

Regresie liniara
Modele neliniare

= Arbori de regresie
= Retele RBF
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Motivatie

Problema: Pornind de la caracteristici cunoscute ale unei masini (e.g. Nr cilindri,
cai putere, greutate, model etc) se doreste estimarea consumului de combustibil
(e.g. exprimat prin “miles per gallon”)

Exemplu [autoMpg.arff de la http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html]
@relation autoMpg

@attribute cylinders { 8, 4, 6, 3, 5} @attribute displacement real
@attribute horsepower real @attribute weight real @attribute acceleration real
@attribute model { 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82}
@attribute origin { 1, 3, 2}

@attribute class real

@data

8,307,130,3504,12,70,1,18

8,350,165,3693,11.5,70,1,15

4,113,95,2372,15,70,3,24

6,198,95,2833,15.5,70,1,22

6,199,97,2774,15.5,70,1,18
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Motivation

Problema: Pornind de la caracteristici cunoscute ale unei masini (e.g. Nr cilindri,
cai putere, greutate, model etc) se doreste estimarea consumului de combustibil
(e.g. exprimat prin “miles per gallon”)

Exemplu [autoMpg.arff de la http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html]
@relation autoMpg

@attribute cylinders { 8, 4, 6, 3, 5} @attribute displacement real

@attribute horsepower real @attribute weight real @attribute acceleration real
@attribute model { 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82}
@attribute origin { 1, 3, 2}
@attribute class real

@data
8,307,130,3504,12,70,1,18
8,350,165,3693,11.5,70,1,15
4,113,95,2372,15,70,3,24
6,198,95,2833,15.5,70,1,22
6,199,97,2774,15.5,70,1,18

Se cauta o relatie care sa descrie dependenta
dintre consumul de combustibil (atributul class n
setul de date) si caracteristicile masinii (primele
7 atribute din setul de date)
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Un exemplu mai simplu

Cateva seturi de date generate artificial

y Set 3
Set 1 .
¢ [
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X
° ., ° Set 2 Ce se poate spune despre datele
o e € din fiecare set?
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y

Un exemplu mai simplu

Cateva seturi de date generate artificial

Set 3

Set 1: datele par sa fie corelate pozitiv
= daca x creste atunci si y creste

Set 1 .
X
®e ° Set 2
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Un exemplu mai simplu

Cateva seturi de date generate artificial

Set 3

Set 2: datele par sa fie corelate negaitiv
= daca x creste atunci y scade

Set 1 .
X
®e ° Set 2
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Un exemplu mai simplu

Cateva seturi de date generate artificial

Set 1 .
® e ° Set 2

Set 3

Set 3: datele par sa nu fie corelate (e doar un

nor de puncte)

Intrebari:

= Cum poate fi masurat gradul de corelatie?
= Ce tip de corelatie exista?
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Coeficient de corelafie

Cum poate fi masurat gradul de corelatie?
[reminder — Probabilitati si Statistica]
= De exemplu folosind coeficientul de correlation Pearson — exprima gradul
de corelatie liniara dintre cele doua variabile

r112n:(xi —avg(X))(y; —avg(Y)) Obs: -1<=R(X,Y)<=1

R(X,Y)=—=4=
stdev( X )stdev(Y)
. = R(X,Y) apropiat 1: corelatie
IS, 2 liniara pozitiva
stdev(X) = \/n é(xi avg(X)) = R(X,Y) apropiat to -1: corelatie

liniara negaitiva

1< ) = R(X,Y) apropiat to 0: nu sunt
stdev(Y ) = \/ HZ(yi —avg(Y)) corelate liniar (poate exista
=1 corelatie neliniara intre X si Z)
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Regresie liniara

Ce tip de corelatie ? [reminder — Statistica]

Cazul cel mai simplu: Dependenta liniara dintre doua variabile: Y=w,X+w,
= X=variabila predictor (independenta, intrare, explicativa)
» Y=variabila prezisa (dependenta, raspuns, explicata)

Scopul regresiei liniare: estimarea parametrilor w; si w, a.i. valorile asociate

variabilelor X (i.e. X;,X,,..., X,) Si Y (i.e. Y1,Y,,..., ¥,,) sunt bine explicate de catre
functia liniara, i.e. Suma patratelor erorilor este minimizata

SSE(w;, W,) = Zn:(Yi — (W, X; + Wo))2

— i()/i _V_V;i)2

(W= (W, W), X, = (%, 1))

Vector linie Vector coloana
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Regresie liniara simpla
Reminder: algebra liniara

i
X, X, ... X
b j Y = (Y1 Yo Ya)'

w=(w,w,), D=
(V. W) (1 1 .01

2
SSE (W) = Hy— Dw' H =(y—-Dw")" (y—Dw")
=y'y—2wD'y+wD'Dw'

Determinarea vectorului w care minimizeaza SSE(w) este echivalenta cu
determinarea punctului critic al lui SSE, adica rezolvarea urmatoarelor ecuatii
Tn raport cu w:

D'Dw' =D'y =>w' =(D'D)'D'y=D"y
D*=(D'D) "D’ este pseudoinversa lui D
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Regresie liniara multipla

Obs: abordarea poate fi extinsa in cazul mai multor variabile predictor (e.g.

Setul autoMPG)

/Xll X12
X21 X22
W= (W, W,,...,W;,W,), D=
Xdl Xd2
1 1

1

SSE (W) = Hy— DWTH2 =(y-Dw")" (y—Dw")

=y'y-2wD'y+wD'Dw'

D'Dw' =D'y =>w' =(D'D)'D'y

Data Mining - curs 9
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Regresie liniara - regularizare

Obs: daca matricea DD este singulara (inversa nu poate fi calculata) atunci
functia obiectiv (SSE) este modificata prin adaugarea unui termen de

regularizare care va modifica matricea in asa fel incat sa se obtina o matrice
inversabila).

Exemple:
= Regularizare Tikhonov (ridge regression)

SSE'(w) = SSE (W) + A|w|
w=(D'D+A1)"'D'y
| =(d +1) < (d +1) matrice identitate

Obs:

» Termenul de penalizare “descurajeaza” valorile mari ale parametrilor

» Parametrul termenului de regularizare (lambda) poate fi ales in maniera
adaptiva folosind validare incrucisata
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Regresie liniara - regularizare

Obs: daca matricea DD este singulara (inversa nu poate fi calculata) atunci
functia obiectiv (SSE) este modificata prin adaugarea unui termen de

regularizare care va modifica matricea in asa fel incat sa se obtina o matrice
inversabila).

Exemple:
= Regularizare Lasso

SSE'(w) = SSE(w) +;Li| w; |

Obs:

* In acest caz problema de optimizare se rezolva folosind metode numerice

= Este utila in cazul problemelor cu multe variabile dintre care o mare parte
sunt irelevante (specific pt “sparse models”)
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Modele liniare generalizate

Idee: Tnloc de y=w,x+w, iegirea (y,) este modelata printr-o variabila aleatoare
care are media f(w,x+w)

Principalele elemente ale unui model GLM (generalized linear model):
» Functia de medie (mean function): f

= Functia de legatura (link function): f*

= Distributia de probabilitate (probability distribution)

Link function | Distribution

f(u)=u identity normal

f(u)=-1/u inverse exponential, gamma
f(u)=exp(u) Log Poisson
f(u)=1/(1+exp(-u)) Logit Bernoulli
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Modele liniare generalizate

Idee: Tnloc de y=w,x+w, iegirea (y,) este modelata printr-o variabila aleatoare
care are media f(w,x+w)

Principalele elemente ale unui model GLM (generalized linear model):
» Functia de medie (mean function): f
= Functia de legatura (link function): f*

e - e e e Regresie
Distributia de probabilitate (probability distribution) clasica
_ _ _ — (metoda celor

Mean function Link function | Distribution mai mici
f(u)=u identity normal patrate)
f(u)=-1/u inverse exponential, gamma
f(u)=exp(u) Log Poisson
f(u)=1/(1+exp(-u)) Logit Bernoulli
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Modele liniare generalizate

Idee: Tnloc de y=w,x+w, iegirea (y,) este modelata printr-o variabila aleatoare
care are media f(w,x+w)

Principalele elemente ale unui model GLM (generalized linear model):
» Functia de medie (mean function): f

= Functia de legatura (link function): f*

= Distributia de probabilitate (probability distribution)

Link function | Distribution

f(u)=u identity normal

f(u)=-1/u inverse exponential, gamma

f(u)=exp(u) Log Poisson Regresie
f(u)=1/(1+exp(-u))  Logit Bernoulli logistica
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Regresie neliniara

Cum se abordeaza cazul in care dependenta dintre variabila prezisa si cele
predictor nu este liniara?

Sunt necesare alte modele Exemple:

= Arbori de regresie
= Retele neuronale

X

Data Mining - curs 9 18



Regresie neliniara

|deea principala:
» O dependenta neliniara poate fi modelata prin mai multe funciii liniare (cate
una pentru fiecare regiune)

» Procesul de regresie consta din doua etape:

» |dentificarea regiunilor prin partifionarea spatiului variabilelor
predictor

= |dentificarea modelului de regresie (liniar) pt fiecare dintre regiuni

a b X
Data Mining - curs 9 19



Arbori de regresie

Reminder:

Arbori de decizie= arbore in care nodurile interne contine conditii referitoare la
variabilele predictor iar cele frunza sunt informatii privind variabila predictor (in
cazul arborilor de clasificare variabila prezisa este discreta si nodurile frunza

contin indicatori de clasa)

-

=sunry' = overcast' = raimny’

= high' '= normal' = TRLIE' = FALSE'
BN BE BN 2B

Data Mining - curs 9 20




Arbori de regresie

Reminder:

Arbori de decizie= arbore in care nodurile interne contine conditii referitoare la
variabilele predictor iar cele frunza sunt informatii privind variabila predictor (in
cazul arborilor de clasificare variabila prezisa este discreta si nodurile frunza
contin indicatori de clasa)

Intrebare:
» Dar daca variabila prezisa este
x continua? (ex: in locul unui
raspuns de tipul da/nu in cazul
=sunny = overcast' = rainy’ - " .
| problemei “weather-play” ar fi o
é Yes (40’ > valoare [0,1] care ar exprima un
nivel de decizie intre O (nu) si 1
= high' = normal’ =TRUE' = FALSE' (da)
pd N e N
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Arbori de regresie

|deea principala:
Se utilizeaza un proces similar de partitionare a spatiului de decizie ca si in

cazul arborilor de clasificare

Pt variabile predictor continue conditia de ramificare este: variabila <
valoare sau variabila > valoare sau variabila in [min,max]

Se deduce un model de regresie (de exemplu liniar) pt fiecare dintre

regiunile identificate prin procedura de ramificare

Exemplu foarte simplu -> model
liniar pe portiuni

y=x+1

a b X

Data Mining - curs 9
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Regresie neliniara

Dincolo de modelele de regresie liniara pe portiuni:

= Se extinde modelul clasic de regresie liniara considerand atribute
transformate prin intermediul unor funciii

y=Wotwih; (X)+w,hy(X)+...+wh (X)
(x e un vector h; e o functie ce asociaza un scalar sau un vector argumentului
sau)
Caz particular 1. Modele polinomiale: y= wgy+w,x+w,x?+...+w XM
(x este un scalar) Caz particular 2.
Modele bazate pe functiii nucleu (kernel
functions): h;, sunt functii care iau valori

semnificative doar pr regiuni limitate din
spatiul variabilelor predictor

» Daca aceste functii au simetrie radiala
(de exemplu functii gaussiene) se
ajunge la retelele de tip RBF (un caz

particular de retele neuronale)
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Retele cu functil radiale

» RBF - “Radial Basis Function”:

NI K| M

e Arhitectura: C W

— Doua nivele de unitati / \
functionale

centri ponderi

— Functii de agregare: N
. . . k k k2
« Unitati ascunse: distanta dintre G(X,C") = HX -C H =D (% —cf)
vectorul de intrare si cel al i=1
ponderilor corespunzatoare

unitatii ascunse Functii de transfer (activare):
- nivelul ascuns: functii cu simetrie
« Unitati de iesire: suma radiala
ponderata

- nivelul de iesire: functii liniare
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Retele cu functil radiale

Functie sigmoidala
Diferenta fata de retelele

feedforward clasice: f
Functii de transfer: - - . .

FF: functii sigmoidale
RBF: functii cu simetrie radiala

-0/5

Functii cu simetrie radiala

Data Mining - curs 9 25



Retele cu functil radiale

Functionare:

4= wg (X ~C-w,, i=1M
k=1

- N| K| M
Yi :ZWika —Wigs 4y = g(HX _CkH) C W
k=1

Matrice centri Matrice ponderi

Parametrii C* pot fi interpretati ca prototipuri (centri) asociati unitatilor
ascunse: vectorii de intrare X apropiati lui CXvor conduce la o
valoarea de iesire semnificativa pe cand cei indepartati vor
conduce la o valoare de iesire nesemnificativa; la construirea
raspunsului retelei vor contribui doar unitatile a caror centri sunt
suficient de similari cu data de intrare
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Retele cu functil radiale

Exemple de functii radiale:

g, (u) =exp(-u®/(25%))
g, () =1/(u® +o?)

g5(U) =1/vu? +o”°

Data Mining - curs 9
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Retele cu functil radiale

Fiecare unitate ascunsa este
“sensibila” la semnalele de intrare
provenite dintr-o regiune a spatiului de
intrare aflata in vecinatatea centrului.
Aceasta regiune este denumita camp
receptiv

Dimensiunea campului receptiv
depinde de o

Data Mining -

curs 9
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Retele cu functil radiale

Influenta lui o: g(u) = exp[— _2}

Q.6
p
(.2
-10 .5 —5—2. 25 5 75 10
1
0.8
0.6
0.4
.2
-10 —7.13 5 -2.5 2.5 5 7.5 10

: supraacoperire
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Retele cu functil radiale

O buna acoperire a domeniului datelor
de intrare de catre campurile receptive
ale functiilor radiale de transfer este
esentiala pentru calitatea aproximarii

« Valori prea mici conduc la incapacitatea
de a produce rezultate pentru intreg
domeniul datelor

Acoperire adecvata

« Valori prea mari nu surprind 0! R —
variabilitatea datelor
09 | M | 0.9 T

0.8
08r

0.7}
0.7t
0.6}
0.6
05}
05f

041
041

, ?r =100 T
* 0.2f *

021 * . *
0.1

031

* ‘ ‘ ‘ ‘ 0 0.2 04 0.6 0.8

0.1
0 0.2 04 0.6 0.8 1

: Supraacoperire
Subacoperire Data Mining - curs 9 30



Retele cu functil radiale

Exemplu (caz particular) : retea RBF pentru reprezentarea lui XOR

e 2 unitati de intrare

* 4 unitati ascunse

e 1 unitate de iesire Centrii:

u.a. 1: (0,0
u.a. 2: (1,0
u.a. 3: (0,1)
ua.4: (1,1)

Ponderi:
wl: O

w2:
w3:
w4.

O R

Functie de activare:
g(u)=1if u=0
g(u)=0 if u<>0

Aceasta abordare nu poate fi aplicata pentru probleme generale de

aproximare
Data Mining - curs 9
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Retele cu functil radiale

Invatare:
Set de antrenare: {(x,db), ..., (x-,d})}

Etape:
(a) Stabilirea parametrilor corespunzatori nivelului ascuns: centrii
C si parametrii o

(b) Determinarea parametrilor W (problema de optimizare liniara)

Obs: Invatarea de tip RBF elimina o parte dintre dezavantajele
algoritmului BP: convergenta lenta, blocarea in minime locale
(intrucat se ajunge la rezolvarea unei probleme mai simple de
optimizare) etc.

Data Mining - curs 9
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Retele cu functil radiale

Invatare:
Set de antrenare: {(x,db), ..., (x-,d})}

(a) Stabilirea parametrilor corespunzatori nivelului ascuns: centrii
C si parametrii o
(a)K=L (nr centri = nr exemple), Ck=xXk

(b) K<L : centrii se stabilesc
(a) prin selectie aleatoare dintre exemplele din setul de antrenare

(b) prin selectie sistematica dintre exemplele din setul de
antrenare (Orthogonal Least Squares)

(c) prin utilizarea unui algoritm de grupare (poate permite si
estimarea numarului de centri) — in acest caz centrii nu vor
face neaparat parte din setul de antrenare
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Retele cu functil radiale

Orthogonal Least Squares:

« Selectie incrementala a centrilor astfel incat eroarea sa fie
micsorata cat mai mult

* Noul centru este ales astfel incat sa fie ortogonal pe spatiul
generat de catre centrii deja selectati (procesul este bazat pe
metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt)

 Abordarea este corelata cu regresia de tip “ridge”

Data Mining - curs 9
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Retele cu functil radiale

Grupare (clustering):

*Se urmareste identificarea a K clase n setul de date de antrenare
{X,,...,X_} astfel incat datele din fiecare clasa sa fie suficient de
similare pe cand datele din clase diferite sa fie suficient de diferite

*Fiecare clasa va avea un reprezentant (e.g. media datelor din
clasa) care va fi considerat centrul clasei

Algoritmii pentru determinarea reprezentantilor clasei sunt
cunoscuti sub numele de algoritmi partitionali (realizeaza o
partitionare a spatiului de intrare)

Algoritm clasic: K-means
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Retele cu functil radiale

Varianta incrementala:
e Se porneste cu un numar mic de centri initializati aleator

 Se parcurge setul de antrenare:

— Daca exista un centru suficient de similar cu data de intrare
atunci componentele centrului respectiv se modifica pentru
a asigura asimilarea datei de intrare in clasa aferenta
centrului.

— Daca data de intrare este diferita semnificativ de toti centrii
atunci este adaugat un nou centru (echivalent cu adaugarea
unei noi unitati ascunse) care este initializat chiar cu data de

intrare analizata

Obs: necesita definirea unor valor prag care sa permita
cuantificarea pt suficient de similar/diferit

Data Mining - curs 9 36



Retele cu functil radiale

Antrenare incrementala pentru retele RBF

K=K,
C/ =select({X,,....X,}),i=1.N;k =1..K
t=0
REPEAT

FORI=1,LDO

determina k* e {1,..., K}astfel incat d (X ',C*") <d (X', C*) pt orice k

IFd(X',C")<8 THENC* :=C¥ +5-(X'-=C")
ELSE K=K +1.C* = x'

t=t+1

n=nt"

UNTIL t>t_ OR7n<s¢

Data Mining - curs 9
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Retele cu functil radiale

Estimarea largimilor campurilor receptive.

 Reguli euristice:

d : : : :
o=—2% d_. =distanta maxima dintre centri

V2K

o, =d(C*,C’),C! = centrul cel mai apropiat de C¥,» €[0.5,1]

m
o\ :iZ:d(Ck,C‘),Cl,...,C””I : cei mai apropiati m centride C!
m 4
j=1

« Proces iterativ intercalat:
— Fixeaza valorile o si optimizeaza valorile centrilor
— Fixeaza valorile centrilor si optimizeaza valorile o

Data Mining - curs 9
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Retele cu functil radiale

Determinarea ponderilor conexiunilor dintre nivelul ascuns si nivelul
de iesire:

. Problema este similaré cu cea a antrendrii unei retele cu un
singur nivel de unitati cu functii liniare de activare sau cu cea a
estimarii parametrilor unui model liniar de regresie

L M

EW) == ZZ(d' Zwkgkj g, = g(|x' -C*|)

I=1 i=1

E(\N)%;Hd'—wwu %;(d'—vvg'f(d'—vvg')

VEW)=-(¢')'(¢' -Wg') =0

G'GW =G'd
W = (G'G)*G"d
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Retele cu functil radiale

Determinarea ponderilor conexiunilor dintre nivelul ascuns si nivelul de

iesire:

Problema este similara cu cea a antrenarii unei retele cu un singur
nivel de unitati cu functii liniare de activare

Algoritm: Widrow-Hoff (caz particular al algoritmului BackPropagation)

Initializare:
w;(0):=rand(-1,1) (ponderile sunt initializate aleator n [-1,1]),
p:=0 (contor de iteratii)
Proces iterativ
REPEAT
FOR I:=1,L DO
Calculeaza y,(l) si delta;,(I)=d,()-yi(l), i=1,M
Ajusteaza ponderile: w,:=w; +eta*delta,(l)*z,(l)
ENDFOR
Calculeaza E(W) pentru noile valori ale ponderilor
p:=p+1
UNTIL E(W)<E* OR p>pmax
Data Mining - curs 9 40



Comparatie: RBF vs. BP

Retele de tip

Retele de tip RBF:

1 nivel ascuns

Functii de agregare bazate pe
distante (pt. nivelul ascuns)

Functii de activare cu simetrie
radiala (pt. nivelul ascuns)
Unitati de iesire cu functie
liniara

Antrenare separata a
parametrilor adaptivi

Similare cu tehnicile de
aproximare locala

BackPropagation(BP):

Mai multe nivele ascunse
Functii de agregare bazate pe
suma ponderata

Functii de activare sigmoidale
(pt. nivelul ascuns)

Unitati de iesire liniare sau
neliniare

Antrenare simultana a
parametrilor adaptivi

Similare cu tehnicile de
aproximare globala

Data Mining - curs 9 41
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