Curs 12.

Modele Markov cu stari invizibile (Hidden Markov
Models)

Biblio: cap. 11 din “An introduction to Bioinformatics
algorithms”, N.Jones, P. Pevzner

Cap. 3 din “Biological sequence analysis”, R. Durbin at al.
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Modele Markov cu stari invizibile

Motivatie

Modele Markov

Problema identificarii secventelor CG si problema monedei false
Structura unui model Markov cu stari invizibile

Algoritm de decodificare

Algoritmul Forward-Backward
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Motivatie

In problemele studiate in cursurile anterioare s-a utilizat urmatoarea ipoteza
simplificatoare:

Frecventa de aparitie a nucleotidei x pe pozitia i este independenta de
frecventa de aparitie a nucleotidei y pe pozitia (i+1):

P(s(i)=x,s(i+1)=y)=P(s(i)=x)P(s(i+1)=y)

In realitate evenimentele corespunzatoare unor pozitii succesive in secventa
ADN nu sunt independente:

P(s()=x,s(i+1)=y)=P(s(i+1)=y|s()=x)P(s(1)=x)

Aceasta dependenta poate fi descrisa printr-un model Markov simplu
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EEEEE————EEL——————————
Modelul Markov simplu

Se foloseste pentru a descrie succesiuni de evenimente (stari) dependente
caracterizate prin faptul ca starea de la momentul (i+1) este influentata de
starea de la momentul i (distributia de probabilitate a starii corespunzatoare
momentului (i+1) depinde doar de starea s)):

P(Si+1™Xi4+1[Si7X: .17 X1+ 1507 X0) =P (Si41™Xi41|Si7X;)
Probabilitatea sa se observe o secventa xyX;...X, este
P XXy X )=P XX 1) P(XL1 X 2) - - P(X1[X0) P (Xo)

Pentru a putea calcula probabilitatea de aparitie a unei secvente este
suficient sa fie cunoscute probabilitatile de tranzitie intre oricare doua stari
(acestea formeaza asa numita matrice de tranzitie).
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EEEEE————EEL——————————
Modelul Markov simplu

Matrice de tranzitie.

Se presupune ca probabilitatea de tranzitie dintr-o stare in alta nu depinde
de momentul tranzitiei (modelul este omogen)

Intrucat multimea starilor este finita se poate considera ca starea este
descrisa prin indicele ei in multimea de valori

Pe linia k si coloana | a matricii de tranzitie se afla probabilitatea de tranzitie
din starea kin starea I

a,=P(s;.1=l|si=k) pentru un i arbitrar

Suma elementelor de pe fiecare linie a matricii este egala cu 1 (valorile de pe
fiecare linie formeaza o distributie de probabilitate)

Daca probabilitatea de tranzitie ar depinde de i atunci modelul nu ar fi
omogen si nu ar fi suficienta o singura matrice de tranzitie
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Modelul Markov simplu

Exemplu: Presupunem ca multimea starilor posibile este {A,C,G,T}. Trecerea
dintr-o stare n alta poate fi ilustrata printr-o diagrama de stare avand arcele
etichetate cu probabilitati

A

C

G

0.180

0.274

0.426

0.120

0.171

0.368

0.274

0.188

0.161

0.339

0.375

0.125

0.079

0.355

0.384

0.182

Matrice de tranzitie

Biostatistica si bioinformatica (2016) - Curs




EEEEE————EEL——————————
Problema insulelor de tip CG

“Insula de tip CG” = secventa in care perechea CG este frecventa

In cazul in care fiecare nucleotida are probabilitatea de aparitie 1/4, si se
considera ca nucleortidele consecutive sunt realizari ale unor variabile
aleatoare independente, probabilitatea de aparitie a unei perechi de
nucleotide este circa 1/16

In realitate frecventa de aparitie a perechilor de nucleotide poate fi mult
diferita de 1/16

De exemplu perechea CG apare rar, frecventa ei fiind mai mica de 1/16.
Principala cauza: C se transforma usor in T prin metilare

Totusi procesul de transformare a lui C in T este inhibat in vecinatatea
genelor (in portiunile promotoare ale genelor), unde pot apare asa-numitele
insule de CG

Identificarea acestor insule este o problema importanta. Dificultatea consta in
faptul ca nu se cunoaste structura secventei cautate ci doar faptul ca
distributia simbolurilor (perechi CG) ce apar este diferita fatd de restul
secventel
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Problema insulelor de tip CG

. : : Insula CG
Portiunile in care perechile de tip
CG sunt frecvente se M1 A C G T
caracterizeaza prin matrici de
tranzitie diferite de celelalte A 0.180 (0.274 |0.426 |0.120
U

POrEN c  |0.171 |0.368 |0.274 [0.188
Fiecare portiune se G 0.161 [0.339 |0.375 |0.125
caracterizeaza printr-un alt
model T 0.079 |0.355 |0.384 |0.182
Problema: cum se poate M2~ A C G T
identifica care model este mai A 0.300 |0.205 |0.285 0210
potrivit ?

C 0.322 |0.298 |0.078 [0.302
Exemplu: probabilitati de G 0248 0246 |0 298 |0 208
tranzitie estimate pornind de la ' ' ' '
60000 de nucleotide T 0.177 |0.239 |0.292 |0.292

Regiune diferita de o insula
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EEEEE————EEL——————————
Problema insulelor de tip CG

Cum se poate decide daca o anumita portiune corespunde unei insule
CGsaunu?

Caz particular: se cunoaste lungimea, L, a secventei corespunzatoare
unei insule CG

Fie x 0 secventa de nucleotide pentru care se pune problema daca face
parte sau nu dintr-o insula CG

Se calculeaza logaritmul raportului sanselor (log odds ratio)

corespunzatoare celor doua modele (M1 si M2): Element din

. / matricea de tranzitie
a corespunzatoare

Xj1

2

al modelului M1

-0 LD S

XX
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EEEEE————EEL——————————
Problema insulelor de tip CG

Log odds ratio:

P(X|M1) <&, ay ,
S(x)=1lo = log—=-
) I P(x|M2) .le I

XX

Interpretare: daca S(x)<0 atunci probabilitatea ca x sa corespunda
modelului M2 este mai mare decat cea aferenta modelului M1; daca
S(x)>0 este mai mare sansa ca x sa fi fost generata de modelul M1

Dificultate: nu se cunoaste lungimea insulei CG si relatia acesteia cu
lungimea secventei de analizat astfel ca secventa de analizat poate fi
constituita din subsecvente corespunzatoare unor modele diferite.

Problema similara: problema monedei false
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N
Problema monedei false

Problema identificarii insulelor CG este similara cu cea a detectarii utilizarii
unei monede false prin analiza rezultatelor mai multor aruncari

Se arunca succesiv 0 moneda, rezultatul inregistrat fiind cap (H-head) sau
pajura (T-Tail)

Daca se foloseste o moneda corecta atunci probabilitatile de a obtine fiecare
dintre variante sunt egale cu 0.5

Daca se foloseste moneda falsa atunci probabilitatile sunt diferite (de
exemplu se obtine cap cu probabilitatea ¥ si pajura cu probabilitatea %)

La fiecare aruncare crupierul poate schimba moneda (inlocuieste moneda
corecta cu una falsa sau invers) cu probabilitatea 0.1 — aceasta curespunde
cu schimbarea modelului

Scopul urmarit: analizand rezultatele obtinute sa se poata decide pentru care
aruncari a fost folosita moneda corecta si pentru care aruncari s-a folosit
moneda falsa.
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N
Problema monedei false

Intrare: o secventa X = X;X,X;...X, de rezultate obtinute Tn n aruncari
succesive ale unei monede (corecte sau false)

lesire: o secventa T = T, M, m5... 1T, unde fiecare m, este F (fair —
moneda corecta) sau B (biased — moneda falsa)

Dificultate: orice secventa de rezultate poate fi obtinuta pornind de
la oricare dintre secventele de stari; apare problema identificarii
secventei de stari care conduce la cea mai mare probabilitate de a
observa secventa de valori obtinute
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N
Problema monedei false

Ipoteza 1: nu se schimba moneda (modelul) de-a lungul secventei de n

aruncari
Moneda corecta Moneda falsa
P(Xy...x,|F)=(1/2)" P(X{... X, B):(3/4)k (1/4)(”'k):3k/4n

k=numar situatii in care s-a obtinut cap

Obs: Daca k=n/log,3 atunci P(x,...X,|F)= P(x;...X,|B) (aceeasi probabilitate
de observare pentru ambele tipuri de monede)

Pentru a obtine o informatie despre tipul monedei se poate folosi
“log odds ratio”:

log,(P(x|F) / P(x[B)) = 2"=; 10g,(p(X; [F)/ p(x|B)) = n —k log,3
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N
Problema monedei false

Ipoteza 2: se schimba moneda (modelul) de-a lungul secventei de n aruncari

Se calculeaza “log-odds ratio” pentru subsecvente (folosind o “fereastra” mobila)

X1 XgX3XX5XeX Xg - X

0

‘ Log-odds value

Probabilitate mare de a se Probabilitate mare de a
fi folosit moneda falsa se fi folosit moneda
corecta

Dezavantaje:

- Lungimea portiunii corespunzatoare unui model (de exemplu a insulei CG nu
este cunoscuta)

- Ferestre de lungimi diferite pot conduce la rezultate diferite pentru aceeasi pozitie
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.
Model Markov cu stari invizibile

Solutie: utilizarea unui model care sa ia in considerare starile ascunse ale
sistemului (cele care specifica tipul de moneda utilizat) : model Markov cu stari
ascunse (invizibile)

Poate fi interpretat ca fiind un automat abstract cu:
- k stari ascunse (starea curenta este necunoscuta)
- un alfabet 2 cu simboluri pe care le emite (simbolul generat este
vizibil)
La fiecare etapa de evolutie automatul ia doua decizii:

- Care este urmatoarea stare? (exista probabilitati de tranzitie intre stari)

- Ce simbol trebuie generat? (fiecare stare are asociata o distributie de
probabilitate pentru generarea simbolurilor vizibile)
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.
Model Markov cu stari invizibile

Obs:

- starile sunt invizibile

- sunt vizibile doar simbolurile generate

- Tn cazul lanturilor Markov starile sunt vizibile intrucat coincid cu simbolurile
observate

Notatii si exemplu (problema monedei false):

2: multimea de simboluri.
Ex.: 2 = {H(ead), T(ail)} (problema monedei false)

Q: multimea de stari ascunse
Ex: Q={F(air),B(iased)} (problema monedei false)
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.
Model Markov cu stari invizibile

Parametrii modelului:

A = (a,): matrice |Q| x |Q| cu probabilitatile de trecere din starea k in

stareal l.
arr=09 az=0.1
age.=0.1 agg=0.9

E = (e, (b)): matrice |Q]| x |Z| ce contine probabilitati de emitere a unui
simbol (b) intr-o anumita stare (k)

e =% exH) =%
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Model Markov cu stari invizibile

Diagrama de stari asociata problemei monedei false

0
10

51
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Model Markov cu stari invizibile

O cale m = m,... m, In model este o secventa de stari
Exemplu:

o Cale: m=FFFBBBBBFFF
o Secventa de simboluri generate: x = 01011101001 (Head=1, Tail=0)

Probabilitatea de producere a simbolului
x; din starea 7

X = 0 1 01 1 10 10 0 1 |
m = F F F B B B B B F F F
P(x|TT) Yo Yo Yo Y Y Ya Va Y Yo Yo Y%
P(m., 2 m) = K Y2 Ol %o tho Yl *ho *ho ®ho the *lho %ho

Probabilitatea de tranzitie din starea 1, , Tn Starea T,
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.
Model Markov cu stari invizibile

Probleme;

1. Determinarea celei mai probabile secvente de stari (calea) care a
condus la generarea unei secvente de simboluri (problema
decodificarii)

2. Determinarea distributiei de probabilitate a starilor corespunzatoare
observarii unui anumit simbol
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.
Model Markov cu stari invizibile

P(x|m): Probabilitatea ca secventa x sa fi fost generata de calea m:

Scop: fiind data succesiunea simbolurilor produse se cauta secventa de stari
(calea) optimala (de probabilitate maxima).

Input: Secventa de simboluri x = x,...X,, generate de un model
M(Z, Q, A E)

Output: O cale 1T care maximizeaza P(x|m)

, . N _ Probabilitatea de trecere din
Determinarea caii = decodificarea modelului starea 17 ; in starea 1T .,

P(X | 72-): aOﬂlﬁ e7Ti (Xi)a”i;[/\”l/
/ =1 \

Probabilitatea Probabilitatea de generare a
starii initiale simbolului x;
cand sistemul e in starea 17
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N
Algoritm de decoditficare a modelulut

Algoritmul Viterbi (1969)

Idee de baza: determinarea caii optimale este similara cu identificarea
unei cai in problema “turistului in Manhattan”

Graf cu |Q|n noduri (corespunzatoare starilor fiecareia dintre cele n etape)
|Q|2(n-1) muchii (corespunzatoare tranzitiilor dintr-o stare in alta: este
posibila trecerea intre oricare doua stari iar din fiecare stare este posibila
trecerea catre fiecare dintre simbolurile de iesire)

Fiecare secventa de stari m = ;... 11, corespunde unui drum in graf

Directiile de deplasare valida in graf: catre dreapta (orizontal sau pe
diagonala)
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Algoritmul Viterbi

Structura grafului

T NN
e
o IR R
k l]“’!\a !(‘\? l,“‘! l’f‘\‘ ‘
AV AV AT AT

VT
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Algoritmul Viterbi

Directii de deplasare n gratf:

v

A

v

Varianta clasica a problemei |dentificarea caii in modelul
turistului (folosita la problema Markov cu stari ascunse
alinierii)
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R
Algoritmul Viterbi

Fiecare cale n graf are asociat un scor reprezentat de probabilitatea
P(x|m) (probabilitatea sa se fi observat secventa x la parcurgerea caii ).

Algoritmul Viterbi identifica calea ce maximizeaza P(x|m) folosind
principiul programarii dinamice

Este necesara stabilirea unui scor pentru fiecare tranzitie din (k,i) Tn
(,i+1). Acest scor este produsul dintre probabilitatea de trecere din starea
K in starea | si probabilitatea de a emite simbolul x;,, atunci cand sistemul
se afla in starea I

Wi 1+ =€1(Xi+1)- A
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R
Algoritmul Viterbi

Relatia de recurenta corespunzatoare problemei generice (in care se ajunge in
starea | la etapa i+1):

Sjji+1 = MaXy ¢ g {Ski * Wi i+1)}=
MaX e @ {Sk, & * € (Xiv1) 1= € (Xir1) - MaXy ¢ g {Sk; - A}

Cazuri particulare:

Sbegin,O =1
S0 = 0 for k # begin.
(begin este o stare fictiva corespunzatoare momentului initial)

Obs: pe prima coloana se va afla valoarea 1 doar pe linia corespunzatoare starii
fictive

In implementari se foloseste varianta logaritmata (S=log (s)):
Si+1= log(e((Xi11)) + max, ¢ o {Sk; + log(ay)},
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R
Algoritmul Viterbi

Construirea caii:

- se identifica maximul aflat pe ultima coloana (indicele de linie al
maximului indica starea finala)

- se parcurge matricea de la ultima coloana catre prima alegand la
fiecare etapa linia corespunzatoare (cea pe care se afla valoarea ce
determina obtinerea maximului)

Obs. Pentru a usura construirea caii se poate retine indicele de linie al
elementului pentru care se realizeaza maximul pe fiecare coloana.
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R
Algoritmul Forward-Backward

Problema: determinarea probabilitatii unei stari atunci cand a fost

observata o anumita secventa de simboluri (P(1; = Kk|x))

Intrare: secventa de simboluri produse de un model Markov (ex:
succesiune de rezultate obtinute prin aruncarea monedei).

lesire: probabilitatea ca sistemul sa se fi aflat intr-o anumita stare la un
moment dat (de exemplu, probabilitatea ca la 0 anumita aruncare sa se fi
utilizat o moneda falsa)
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R
Algoritmul Forward-Backward

Notatii:

fi.; (forward probability) = probabilitatea de a se fi generat secventa de
simboluri x;...x; si de a se fi atins starea m; = k.

by ; (backward probability) = probabilitatea de a se fi generat secventa de
simboluri x;,,...X, dupa ce a fost atinsa starea m, = k.

Probabilitatea ca la momentul i sistemul sa fie in starea k

P(X,7, =k) _ i D
P(X)  P(x)

P(r, =k |X) =

forward backward

»
>

Y
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R
Algoritmul Forward-Backward

Relatia de recurenta pentru etapa Forward

fri= ek(xi)Z fi i

1eQ
foo =1 f,o=0 pentru k=0
P(Xx) = Z fi Lo

keQ

Relatia de recurenta pentru etapa Backward
bk,i — Ze| (Xi+1)bl,i+1akl
1eQ
bk,L = o

Obs: starile fictive (begin si end) sunt ambele notate cu O
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o
Estimarea parametrﬂor

Input: secventa de observatii
Output: matricea de tranzitie intre starile ascunse (A)
matricea cu probabilitatile de generare a simbolurilor de
lesire (E)
Idee: se foloseste un set de observatii (set de antrenare): x%,...,x™
si se determina A si E care maximizeaza:

ﬁp(xi | A E)

Observatie: Daca s-ar cunoaste o secventa de stari
corespunzatoare secventei de simboluri observate atunci s-ar
putea estima elementele lui A si E pe baza frecventelor de
tranzitie intre doua stari si a frecventelor de emitere a simbolurilor
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o
Estimarea parametrﬂor

Abordare euristica (antrenare Viterbi)
Pas 1: se porneste de la o secventa aproximativa de stari

Pas 2: se estimeaza A si E pe baza acestel secvente de stari si a
secventei de simboluri observate

Pas 3: folosind A si E estimate la pasul anterior si secventa de
simboluri observate se determina o houa aproximare a secventei
de stari (folosind algoritmul Viterbi de decodificare)

Pas 4: se reia de la Pasul 2 pana cand valorile parametrilor se
stabilizeaza

Biostatistica si bioinformatica (2016) - Curs
12



	Slide Number 1
	Modele Markov cu stari invizibile
	Motivatie 
	Modelul Markov simplu 
	Modelul Markov simplu
	Modelul Markov simplu
	Problema insulelor de tip CG
	Problema insulelor de tip CG
	Problema insulelor de tip CG
	Problema insulelor de tip CG
	Problema monedei false 
	Problema monedei false 
	Problema monedei false
	Problema monedei false
	Model Markov cu stari invizibile
	Model Markov cu stari invizibile
	Model Markov cu stari invizibile
	Model Markov cu stari invizibile
	Model Markov cu stari invizibile
	Model Markov cu stari invizibile
	Model Markov cu stari invizibile
	Algoritm de decodificare a modelului
	Algoritmul Viterbi
	Algoritmul Viterbi
	Algoritmul Viterbi
	Algoritmul Viterbi
	Algoritmul Viterbi
	Algoritmul Forward-Backward
	Algoritmul Forward-Backward
	Algoritmul Forward-Backward
	Estimarea parametrilor 
	Estimarea parametrilor 

