Algoritmi de cautare locala si globala

« Motivatie: optimizare locala vs. optimizare globala
e Structura generala a algoritmilor de optimizare locala

* Metaeuristici deterministe pentru cautare locala:
— alg Pattern Search
— alg Nelder Mead

 Metaeuristici aleatoare pentru cautare locala:
— alg Matyas, Solis-Wets

« Metaeuristici pentru cautare globala:
— Cautare locala cu restartare
— Cautare locala iterata
— Simulated Annealing
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Optimizare locala vs. optimizare
globala

Optimizare locala: f(x*)<=f(x) pentru orice x in V(x*)
(V(x*)=vecinatate a lui x);
Obs: e necesara cunoasterea unei aproximatii initiale
Optimizare globala:
 identificarea optimului global al unei functii: pentru o problema de
maximizare se cauta x* cu proprietatea ca f(x*)<=f(x), pentru orice x

« daca functia obiectiv are si optime locale atunci metodele de cautare
locala (cum este metoda gradientului) se pot bloca in punctele de optim
local

~ — v —_

 opiocal
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Optimizare locala

Spatiu de cautare discret: Spatiu de cautare continuu:

- Vecinatatea unui element este o a) functia obiectiv este derivabila
multime finita care poate fi - Metoda gradientului
explorata exhaustiv - Metode de tip Newton

Caz particular (solutii de tip

permutare):

- $=(S{,Sp,...,S,) S;din{1,....,n} b) functia obiectiv nu este

- V(s)={s'|s’ poate fi obtinuta dins  derivabila
prin interschimbarea a doua - Metode bazate pe cautare
elemente} directa (ex: Nelder Mead)

- Card V(s)=n(n-1)/2 - Metode bazate pe perturbatii

aleatoare mici
Exemplu (n=4)

s=(2,4,1,3)
s'=(1,4,2,3)
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Cautare locala: structura generala

Notatii: Algoritm de cautare locala:
S - s’pa’giul de cautare

f — functie obiectiv s = aproximatie initiala
S. - multimea optimelor locale/globale  repeat

S=(S1,S5,-.-, Sp) : element din S/ s’=perturbare(s)
configuratie/ solutie candidat if f(s)<f(s) then

S. = cel mai bun element descoperit s=¢’
pana in etapa curenta e B _
s* = solutie optima until <conditie de oprire>

Observatii:
1. Aproximatia initiala poate fi selectata aleator sau in baza unei euristici
2. Perturbarea poate fi determinista (ex: metoda gradientului) sau aleatoare
3. Inlocuirea lui s cu s’ se poate face si cand f(s’)<=f(s)
4. Conditia de oprire:
(&) nu se mai obtine imbunatatire in estimarea solutiei;
(b) s-a atins numarul maxim de iteratii (sau de evaluari ale functiei obiectiv)
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Cautare locala: variante (I)

Algoritm de cautare locala:

s = aproximatie initiala
repeat
s'=perturbare(s)
If f(s’)<f(s) then
s=s’
until <conditie de oprire>

Observatii:

Mai multi candidati:

s = aproximatie initiala
repeat
s'=perturbare(s)
for k=1:m
s” = perturbare(s)
If f(s””)<f(s) then s’=s”
end
if f(s’)<f(s) then
S=S’
until <conditie de oprire>

1. cautarea e mai ,agresiva’ — la fiecare iteratie se analizeaza mai mulfi

candidati

2. fiecare evaluare a functiei obiectiv trebuie contorizata (daca conditia de oprire

foloseste nr de evaluari)
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Cautare locala: variante (ll)

Algoritm de cautare locala: Mai multi candidati:
s = aproximatie initiala
s = aproximatie initiala best = s
repeat repeat
s'=perturbare(s) s'=perturbare(s)
If f(s’)<f(s) then for k=1:m
S=s’ s” = perturbare(s)
until <conditie de oprire> If f(s”)<f(s) then s'=s”
end
S=S’
If f(s)<f(best) then best=s
Observatii: until <conditie de oprire>

1. Cea mai buna dintre cele m solutii candidat este acceptata neconditionat

2. Cea mai buna solutie candidat obtinuta pana in momentul curent al cautarii
este retinuta (se asigura proprietatea de elitism = nu se pierde o solutie

candidat buna)
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Cautare locala: variante de
perturbare

Scopul perturbarii: construirea unei noi solutii candidat pornind de la
solutia curenta

Tipuri de perturbare (in functie de natura perturbarii):
— Determinista
— Aleatoare

Tipuri de perturbare (in functie de intensitatea perturbarii)

— Locala
— Globala

Tipuri de perturbare (in functie de spatiul de cautare)

— Specifica spatiilor discrete de cautare (inlocuirea uneia sau a mai multor
componente)

— Specifica spatiilor continue de cautare (adaugarea unui termen perturbator)
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Cautare locala: variante de
perturbare

Probleme de optimizare combinatoriala: noua configuratie se alege in
vecinatatea celei curente prin aplicarea unor transformari specifice problemei

de rezolvat

Exemplu 1: TSP (Travelling Salesman Problem)
. Generarea unei noi configuratii (transformare 2-opt)

Implementare:

/\ 1. Se aleg aleator doua
B \ pozitii

2. Se inverseaza ordinea

/ elementelor din

0 subtabloul delimitat de
/ F cele doua pozitii
G

ABCFEDG — ABCFEDG — ABCDEFG
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Cautare locala: variante de
perturbare

Probleme de optimizare combinatoriala: noua configuratie se alege in

vecinatatea celei curente prin aplicarea unor transformari specifice problemei
de rezolvat

Exemplu 2. Generarea orarelor
. Eliminarea conflictelor prin mutare sau interschimbare

. Perturbarea unei configuratii curente: El £3
—  Transferul unui eveniment ce incalca ?\.
o restrictie puternica intr-o zona libera

S

s1 [s2 [s3 s1 [s2 [s3 e/” Ep ®FS
@ O
T1 |EL |E3(|E9 | [T1 |E2 E9 S
T2 [E4 | v|es | |72 |E4 |E3 [E8 | ©° e E9
T3 |E6 |E5 T3 |E6 |ES5
T4 |E2 E7 | [T4 |E2 E7 Graful conflictelor
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Cautare locala: variante de
perturbare

Probleme de optimizare combinatoriala: noua configuratie se alege in

vecinatatea celei curente prin aplicarea unor transformari specifice problemei
de rezolvat

Exemplu 2. Generarea orarelor
. Eliminarea conflictelor prin mutare sau interschimbare

. Perturbarea unei configuratii curente: El £3

— Interschimbarea a doua evenimente ?\‘\ -
/ @
N

S1 |s2 |s3 S1 |S2 |s3 £ E6__® E8
© @
T1 |El E9 | |T1 |EL E9 iy / e,
T2 |E4 |E3 |E8 | |T2 |E4 |E3 |ES8 e
T3 |E2 4| E5 T3 |E6 |E5
T4 |E6" e7 | |14 |E2 E7 Graful conflictelor
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Cautare locala: variante de
perturbare

Optimizare in domenii continue

Perturbare aleatoare Perturbare determinista prin cautare
Perturb(s,p,inf,sup,r) directa (nu se folosesc derivate)
for i=1:n
if rand(0,1)<=p then « Pattern Search (Hooke -Jeeves)
repeat  Nelder - Mead
n=rand(-r,r)
until inf<=s+n<=sup
S;=S;i+n
end Notatii:
end s=solutia candidat ce va fi perturbata
return s p=probabilitate de perturbare

r=,raza” perturbarii
rand(a,b) = valoare aleatoare uniform repartizata in [a,b]
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Cautare locala: pattern search

|dee: modificare succesiva a
componentelor solutiei curente

PatternSearch(s,r)
S=a p rOXi mati e i n itia I é (a) Initial pattern (b) Move North (c) Move West

r=valoare initiala
best=s
repeat
S'=s
for I: l : n (d) Move North (e) Contract (£) Move West
if f(s+r*e-)< f(S’) then s’=s+r*e. end T.G. Kolda et al., Optimization by direct
' I search: new perspectives on some classical
if f(s-r*e-)< f(S’) then s'=s-r*e. end and modern methods, SIAM Review, 45(3),
: ! 385-482, 2003
end
if s==s’ then r=r/2 Obs:
else s=s' 1.e=(0,0,...,0,1,0,...,0) (1 se afla pe pozitia i)
end 2. la fiecare iteratie se construiesc 2n candidati

_ n , dintre care se alege cel mai bun
until <conditie de oprire> 12



Cautare locala: algoritmul Nelder-Mead

ldee: cautarea se bazeaza pe utilizarea unui
simplex in R" (set de (n+1) puncte din R") si
aplicarea unor transformari asupra simplexului
care permite ,explorarea” domeniului solutiilor

Transformarile se bazeaza pe:

1. Ordonarea elementelor din simplex crescator
dupa valoarea functiei obiectiv (pentru o
problema de minimizare)

2. Calculul mediei M(xy,...,X,) a celor mai bune n
elemente din simplex

3. Construirea succesiva a unor noi elemente
prin: reflexie, expandare, contractie (interioara,
exterioara), micsorare simplex

Algoritmi metaeuristici - Curs 2
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H_M& |

H = Highest

M = Next to highest

L = Lowesl

R = Reflexion

E = Expansion

Ci = Confraction
(inside)

Co = Contraction
(outside)
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Cautare locala: algoritmul Nelder-Mead

Selecteaza (n+1) puncte din R™ (X;,X5,..., X;141)

Repeat
calculeaza valorile functiei (f;,f,,..., f,+1) = Highest
sorteaza (X, Xy,..., X,,1) astfel incat f,<=f,<=...<=f ,, " N = Nex o ighes
M=(X;+X,+...4+X,)/n S“rﬂi TG“‘I E'>N R = Refleon
o > = Expansion
) /" . Ci:{%c;?‘;r:]ctiun

Pasl (reflexie - R): o)
Xr=M+1(M-X, ,1); L ok
if f,<=f(xr)<f,,,, accept xr; continue;
else goto Pas 2
Pas 2 (expandare - E):
If f(xr)< f; then
xe=M+e(xr-M)
if f(xe)<f(xr) then accept xe; continue
else goto Pas 3

Algoritmi metaeuristici - Curs 2 14



Cautare locala: algoritmul Nelder-Mead

Pas 4 (contractie exterioara/interioara — Co/Ci ):
If f,<=f(xr)<f,, then
Xc=M+c(xr-M)

H = High

if f(xc)<f(xr) accept xc; continue " M E: Iz%ijﬂlhighesl
else goto Pas 5 RN SN R = Rotsr

if f(xr)>=f,,, then LT ci ontaston
xcc=M-c(M-X,,,,) TR S omtacton
if f(xcc)<f, ., then accept xcc; continue ‘R v
else goto Pas 5

Pas 5 (Micsorare - Shrink): "E

construieste un nou simplex:
X1:Voy.ery Vpep  UNE Vi=Xi+S(Xi-X4)

Parametrii: r=1, e=2, c=1/2, s=1/2
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De la optimizare locala la optimizare
globala

Perturbare: se introduc (ocazional) perturbatii aleatoare mari

Exemplu: utilizare distributie de probabilitate cu suport infinit (de
exemplu repartitia normald sau repartitia Cauchy — algoritm
Matyas, Solis-Wets)

Restartarea algoritmului: se reia procesul de cautare locala pornind
de la alta configuratie aleatoare (aleasa aleator)

Exemplu: cautare locala cu restartare (local search with random
restarts)

Explorarea optimelor locale: optimul local curent e perturbat si folosit
ca punct de pornire pentru cautarea altui optim

Exemplu: cautare locala iterata (iterated local search)

Selectie: se accepta (ocazional) si configuratii de calitate mai slaba

Exemplu: cautare bazata pe simularea procesului de calire
(simulated annealing)
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Exemplu: algoritmul Matyas (1960)

s(0) = configuratie initiala Obs. Perturbatia
k=0 // contor iteratie aleatoare se aplica de
e=0 // numar cazuri de esec regula asupra unei
repeat singure componente
. (vectorul z are o
genereaza un vector aleator cu singurd components
componente normal repartizate (z,,...z,,) nenul3)
IF 1(s(k)+2z)<f(s(k)) THEN s(k+1)=s(k)*z  problema: cum se aleg
e=0 parametrii repartitie
ELSE s(k+1)=s(Kk) folosite pentru
e=e+1 perturbarea valorii
K=k+1 curente ?

UNTIL (k==kmax) OR (e==emax) Exemplu: N(0,s)
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Reminder: generare valori aleatoare cu
repartitie normala

Pentru generarea valorilor aleatoare cu repartitie normala (N(0,1)) se
poate folosi algoritmul Box-Muller

u=rand(0,1) // valoare aleatoare uniform repartizata in (0,1)
v=rand(0,1)

r=sqrt(-2*In(u));

z1=r*cos(2*PI*v)

z2=r*sin(2*PI*v)

RETURN z1,z2

// valorile z1 si z2 pot fi considerate ca fiind realizari a doua variabile
/[ aleatoare independente
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Reminder: generare valori aleatoare cu
repartitie normala

Alta varianta a algoritmului Box-Muller:

repeat
u=rand(0,1) // valoare aleatoare uniform repartizata in (0,1)
v=rand(0,1)
W=Uu2+v2

until O<w<1

y=sqgrt(-2In(w)/w)

z1=u*y

Z2=V*y

RETURN z1,z2

/[ valorile z1 si z2 pot fi considerate ca fiind realizari a doua variabile
/[ aleatoare independente

Obs: pentru a obtine valori corespunzatoare repartitiei N(m,s) se aplica
transformarea: m+z*s
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Exemplu: algoritmul Solis-Wets (1981)

s(0) = configuratie initiala
k=0; m(0)=0 // media vectorului perturbatie este ajustata in timp
repeat

genereaza un vector aleator (z,,...z,) cu componente avand
repartitia N(m(k),1)
IF f(s(k)+z)<f(s(k)) THEN s(k+1)=s(k)+z; m(k+1)=0.4*z+0.2*m(k)

IF f(s(k)-2)<f(s(k)) THEN s(k+1)=s(k)-z;  m(k+1)=m(k)-0.4*

IF f(s(k)-z)>f(s(k)) AND f(s(k)+z)>f(s(k)) THEN
s(k+1):=s(k)
m(k+1):=0.5*m(k)
k:=k+1
UNTIL (k==kmax)
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Cautare locala cu restartare

ldee:

procesul de cautare se repeta
de mai multe ori pornind de la
configuratii initiale diferite

se alege conflguratla cea mai
buna

Observatii:

Condltla de oprire a cautarii
locale se poate baza pe o
decizie aleatoare (ex: intervalul
de timp alocat poate fi aleator)

Etapele de cautare aleatoare
sunt independente (noua
configuratie initiala este aleasa
aleator) — nu se foloseste
informatia colectata la etapa
anterioara

Random Restart
s=configuratie initiala
best=s
Repeat
repeat
r=perturb(s)
If f(r)<=f(s) then s=r
until <conditie oprire cautare
locala>
if f(s)<f(best) then best =s
s=alta configuratie initiala
until <conditie oprire cautare>
return best
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Cautare locala iterata

ldee: lterated Local Search (ILS)
« Configuratia initiala de la s=configuratie initial3
urmatoarea etapa se alege in ’ ’

vecinatatea optimului local s0=s; best=s

identificat la etapa anterioara Repeat

(eventual doar daca acesta este repeat

ma‘:i bun decat cel identificat r=perturbSmall(s)

anterior) If f(r)<=f(s) then s=r

ntil <conditie oprire cautare

Observatii' . |éca|a> P
. Pentru generarea configuratiei if f(s)<f(best) then best =s

initiale corespunzatoare fiecarei

iteratii se utilizeaza o perturbare sO=alege(s0,s)

mai ,agresiva” decat cea s=perturbLarge(s0)
utilizata in etapa de cautare until <conditie oprire cautare>
locala return best
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Simulated Annealing

ldee:
- Se accepta, cu o anumita probabilitate, si ajustari ale
configuratiei curente care conduc la cresterea functiei obiectiv
Sursa de inspiratie:
- procesul de reorganizare a structurii unui solid supus unui
tratament termic:

» Solidul este incalzit (topit): particulele sunt distribuite Tntr-o
maniera aleatoare

» Solidul este racit lent: particulele se reorganizeaza pentru a
se ajunge la configuratii de energie din ce in ce mai mica
Terminologie:
simulated annealing = tratament termic simulat = calire simulata

Istoric: Metropolis(1953), Kirkpatrick, Gelatt, Vecchi (1983), Cerny
(1985)
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Simulated Annealing

Analogie:

Proces fizic: Problema de minimizare:

v

« Energia sistemului Functie obiectiv

v

e Starea sistemului Configuratie (solutie candidat)

* Modificarea starii sistemului — Perturbarea configuratiei curente

A

o Temperatura > Parametru de control a procesului de
optimizare

SA= metoda euristica inspirata de procese fizice
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Simulated Annealing

Putina fizica:
 fiecare stare a unui sistem este caracterizata de o anumita
probabilitate de aparitie

e probabilitatea asociata unei stari depinde de energia starii si de
temperatura sistemului (ex: distributia Boltzmann)

E(s)
Pr(s) = Z(T) exp( kBT)
E(s) = energia starii s
Z(T) = Zexp(— E(S)) T = temperatura sistemului
5eS KgT kg = constanta Boltzmann

Z(T)=functia de partitie
(factor de normalizare)
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Simulated Annealing

Putina fizica:
« Valori mari ale lui T (T tinde la infinit): argumentul lui exp este
aproape 0 => starile sunt echiprobabile

« Valori mici ale lui T (T tinde la 0): vor avea probabilitate nenula
doar starile cu energia nula

E(s)
3) = _
r(8)= Z(T) expl kBT) o
£(s) E(s) = energia starii s
B T = temperatura sistemului
Z(T) = ZeXp( kol ) kg = constanta Boltzmann
S€3 Z(T)=functia de partitie

(factor de normalizare)
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Simulated Annealing

Cum folosim acest lucru pentru rezolvarea unei probleme de
optimizare ?

 Ar fi suficient sa generam configuratii in conformitate cu distributia
Boltzmann pentru valori din ce Tn ce mai mici ale temperaturii

 Problema: dificil de calculat Z(T) (presupune calculul unei sume
pentru toate starile posibile, adica generarea tuturor configuratiilor
spatiului de cautare - IMPOSIBIL de realizat practic daca spatiul
configuratiilor este mare)

« Solutie: se aproximeaza distributia prin simularea evolutiei unui
proces stohastic (lant Markov) a carui distributie stationara
coincide cu distributia Boltzmann => algoritmul Metropolis
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Simulated Annealing

Algoritmul Metropolis (1953)
s(0)=aproximatie initiala
k=0
REPEAT

s’=perturb(s(k))

IF f(s’)<f(s(k)) THEN s(k+1)=s’ (neconditionat)

ELSE s(k+1)=s’
cu probabilitatea min{1,exp(-(f(s’)-f(s(k))/T)}

k=k+1
UNTIL “este indeplinita o conditie de terminare”

Algoritmi metaeuristici - Curs 2
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Simulated Annealing

Algoritmul Metropolis — proprietati

« Alta probabilitate de acceptare:
P(s(k+1)=s’) = 1/(1+exp((f(s’)-f(s(k))/T))

. Implementarea unei reguli de atribuire cu o anumita probabilitate
u=rand(0,1)
IF u<P(s(k+1)=x") THEN s(k+1)=s’
ELSE s(k+1)=s(k)

Valori mari pentru T -> probabilitate mare de acceptare a
oricarei configuratii (similar cu cautarea pur aleatoare)

Valori mici pentru T -> probabilitate mare de acceptare doar
pentru configuratiile care conduc la micsorarea functiei obiectiv
(similar cu o metoda de descrestere sau cautare de tip greedy)

Algoritmi metaeuristici - Curs 2 29



Simulated Annealing

Algoritmul Metropolis — proprietati
 Generarea unor noi configuratii depinde de problema de rezolvat

Optimizare in domenii continue Optimizare combinatoriala

S'=S+z

S=(24,...,Z,) Noua configuratie se selecteaza

z, : generata in cf. cu repartitia determinist/aleator din
vecinatatea configuratiei
curente

« N(O,T)

Exemplu: TSP — transformare de

Cauchy(T) (Fast SA) tip 2-opt

. altele
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Simulated Annealing

Simulated Annealing = aplicare repetata a algoritmului Metropolis
pentru valori din ce Tn ce mai mici ale temperaturii

Structura generala

Init s(0), T(0)

1=0

REPEAT
aplica Metropolis (pentru una sau mai multe iteratii)
calcul T(i+1)
I=i+1

UNTIL T(i)<eps

Problema: alegerea schemei de modificare a temperaturii (“cooling
scheme”)
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Simulated Annealing

Scheme de racire:
T(K)=T(0)/(k+1)
T(K)=T(0)/In(k+c)

T(k)=aT(k-1) (a<l, ex: a=0.995)

Obs. 1. T(0) se alege astfel incat la primele iteratii sa fie acceptate
aproape toate configuratiile generate (pentru a asigura o buna
explorare a spatiului solutiilor)

2. Pe parcursul procesului iterativ este indicat sa se retina de
fiecare data cea mai buna valoare intalnita

Algoritmi metaeuristici - Curs 2
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Simulated Annealing

Proprietati de convergenta:
Daca sunt satisfacute proprietatile:

. Pg(s(k+1)=s’|s(k)=s)>0 pentru orice s si S’ (probabilitatea de
trecere intre oricare doua configuratii este nenula)

. Pa(s(k+1)=s’|s(k)=s)=min{1,exp(-(f(s’)-f(s))/T)} (probabilitate de
acceptare de tip Metropolis)

« T(k)=Cllg(k+c) (schema logaritmica de racire)

Atunci P(f(s(k))=f(s*)) -> 1 (s(k) tinde Tn probabilitate la minimul global
s* cand Kk tinde la infinit)
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Simulated Annealing

Variante: alte probabilitati de acceptare (Tsallis)

f 1 Af <0
P.(s')=4(1-(1-q)Af /IT)Y Af >0, (1-q)Af <1
0, 4f >0, (1-g)Af >1

\

Af = f(s') = f(s)
qe(0,)
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Simulated Annealing

Exemplu: problema comis voiajorului
(TSPLib: http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB9I5)

Instanta test: eil51 — 51 orase

Parametrii:
. 5000 iteratii cu modificarea parametrului T la fiecare 100 de iteratii

. T(K)=T(0)/(1+log(k))

(VN a Py T, o
of ° . . L,
° ° L4
Distributia oraselor 50 . . t, e
°

4 ° * ®e ¢ ¢ ° *

m [ ] . ° ° ° i . [ ] . o

ol e .

¢ ° ° ° °
10 ° ° °
°
0
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Exemplu: problema comis voiajorului
Instanta test: eil51 (TSPlib)

Simulated Annealing

T(0)=5, cost=474.178

o BB 888 8 =2

o BB 85 8 8 =2

0 10 20 0 20 D a0

T(0)=1, cost=481.32

0 10 0 K] 0

T(0)=10,cost=478.384

Cost minim: 426

50

&

o BB 888 8 e

0 10 20 K¢ 0 D a0
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