Capitolul 9

Tehnici de parcurgere a
spatiului solutiilor

Multe dintre problemele intalnite in informatica se bazeaza pe cautarea in
spatiul solutiilor. In aceasta categorie intra atat problemele care necesita identi-
ficarea unei configuratii care satisface anumite restrictii cat si cele care urmaresc
optimizarea unui criteriu. Degi spatiul solutiilor este finit, dimensiunea aces-
tuia cregte de reguld exponential cu dimensiunea problemei (cum se intampla
de exemplu In cazul in care spatiul solutiilor potentiale ale unei probleme de di-
mensiune n este reprezentat de ansamblul tuturor submultimilor unei multimi
cu n elemente). Generarea tuturor configuratiilor care sunt potentiale solutii
si alegerea dintre acestea a celor ce satisfac restrictiile gi/sau criteriul de optim
este o abordare total ineficienta.

In astfel de situatii este necesari o tehnici de ciutare controlati a spatiului
solutiilor, care sa evite pe cat posibil redundanta si sd permite abandonarea
unor configuratii in momentul in care se poate decide ca acestea nu conduc la
solutii ale problemei. Astfel de tehnici sunt cdutarea cu revenire (backtracking)
si cea de tip ramificd gi margineste (branch and bound). Principiile celor doua
tehnici sunt asemanatoare insa difera domeniile de aplicabilitate. Cautarea cu
revenire este folosita in special pentru probleme de satisfacere a restrictiilor pe
cand cautarea de tip "ramifica si margineste” este folosita pentru rezolvarea
problemelor de optimizare.

Trebuie mentionat faptul ca desi aceste tehnici conduc de regula la algoritmi
mai eficienti decat tehnica fortei brute, totusi complexitatea lor este ridicata
astfel ca pot fi aplicati efectiv doar pentru probleme de dimensiune relativ
mica. Specific acestor tehnici este faptul ca pentru anumite instante ale unei
probleme este posibil ca solutia problemei sa fie obtinuta prin parcurgerea unei
portiuni mici a spatiului solutiilor pe cand pentru alte instante ale aceleiasi
probleme este posibil ca portiunea parcursa sa fie semnificativ mai mare.
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9.1 Principiul cautarii cu revenire

Tehnica cautarii cu revenire se utilizeaza pentru rezolvarea problemelor printr-o
parcurgere controlata a spatiului solutiilor. In ultima instanta este o imbunata-
tire a metodei ciutarii exhaustive (metoda fortei brute) care permite reducerea
numarului de solutii potentiale analizate.

Majoritatea problemelor ce pot fi rezolvate prin ” backtracking” pot fi reduse
la determinarea unei submultimi a unui produs cartezian de forma A; x A x
... X A, (cu multimile Ay, finite). Fiecare element al submultimii poate fi vazut
ca o solutie (metoda fiind astfel adecvata in special in situatiile in care se doreste
determinarea tuturor solutiilor unei probleme, nu numai a uneia dintre ele). O
solutie este de forma s = (s1,s2,...,5,) cu s € Ax = {a¥,dk,..., afnk},
my = cardAy. In majoritatea cazurilor nu orice element al produsului cartezian
este solutie ci doar cele care satisfac anumite restric{ii. De exemplu, problema
determindrii tuturor permutarilor de ordin n poate fi reformulata ca problema,
determinarii submultimii produsului cartezian {1,2,...,n} x ...{1,2,...,n}
(A4 = A2 = ... = A, = {1,2,...,n}) In care elementele au componentele
distincte (restrictiile problemei sunt: s; # s;, pentru orice i # j).

O solutie s se obtine completdnd succesiv componentele s; pentru k = 1, n.
Specificul metodei consta in maniera de parcurgere a spatiului solutiilor:

e Solutiile sunt construite succesiv, la fiecare etapa fiind completata cate
o componentd (similar cu tehnica greedy insd ulterior se poate reveni
asupra alegerii unei componente);

e Alegerea unei valori pentru o componenta se face intr-o anumita ordine
(aceasta presupune ca pe multimile A existd o relatie de ordine si se
realizeaza o parcurgere sistematica a spatiului A; x Az X ... X A,);

e La completarea componentei k se verifica daca solutia partiala (sg, sz,
.., Sk), verificid conditiile induse de restrictiile problemei (acestea sunt
numite conditii de continuare). O solutie partiala care satisface conditiile
de continuare este denumita solutie partiald valida (sau viabild) intrucat
poate conduce la o solutie a problemei.

e Daca au fost incercate toate valorile corespunzatoare componentei k si
inca nu a fost gasita o solutie sau daca se doreste determinarea unei noi
solutii atunci se revine la componenta anterioara (k — 1) si se incearca
urmatoarea valoare corespunzatoare acesteia g.a.m.d. Aceasta revenire la
0 componenta anterioara este specifica tehnicii backtracking.

e Procesul de cautare i revenire este continuat fie pana cand este gasita
o solutie (in cazul in care este suficientd determinarea uneia) sau pana
cand au fost testate toate configuratiile posibile.

200



Strategia de construire a solutiilor aplicand backtracking este similara con-
struirii unui structuri arborescente ale carei noduri corespund unor solutii
partiale valide (nodurile interne) sau solutiilor finale (nodurile de pe frontiera).
Nodurile de pe frontiera pot corespunde unor solutii partiale invalide. In figura
9.1 este ilustrat modul de parcurgere a spatiului solutiilor in cazul generarii
permutarilor de ordin 3. Ramurile abandonate in momentul in care conditiile
de continuare nu sunt satisfacute sunt marcate cu X.

123 @D) [@12) (G29)

Figura 9.1: Ilustrarea parcurgerii spatiului solutiilor in cazul generarii per-
mutarilor

In cazul in care sunt specificate restrictii, anumite ramuri ale structurii
arborescente asociate parcurgerii sunt abandonate inainte de a atinge lungimea
maxima. In aplicarea metodei pentru o problema concreta se parcurg etapele:

e se alege o reprezentare a solutiei sub forma unui vector cu n componente;

e se identificd multimile Ay, Ao, ..., A, si relatiile de ordine care indica
modul de parcurgere a fiecarei multimi;

e pornind de la restrictiile problemei se stabilesc conditiile de validitate ale
solutiilor partiale (conditiile de continuare).

e se stabileste criteriul in baza caruia se poate decide ca s-a obtinut o solutie
finala.

In descrierea structurii generale a algoritmului vom folosi notatiile: Ax =
{ak,..., a,’fnk}, my, reprezentand numarul de elemente din Ag; k indica compo-
nenta curenta din s; iy, reprezinta indicele elementului curent din Ay. Structura
generala a algoritmului este descrisa in 9.1.

Observatii. In aplicatiile concrete pot interveni urmatoarele situatii:
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Algoritmul 9.1 Structura generala a unui algoritm bazat pe tehnica cautarii
cu revenire
backtracking(n, Ai,..., Ay)
k+—1 // se incepe cu completarea primei componente
ik <0 // se pregateste indicele de parcurgere a lui Ay
while £ > 0 do
i — i+ 1 // indicele urmatorului element din Ay
valid « false
// cautarea unei componente valide pentru pozitia k
while (valid =false) and (ix, < my) do
Sk — al, // se incearca valoarea curenta din Ay
if (s1,...,sk) "satisface conditiile de continuare” then
valid — true
else
i — 1+ 1
end if
end while
if valid =true then
if (s1,...,sk) este solutie then
”s-a gasit o solutie”
else
k—k+1;
i < 0 // se pregitegte completarea urmatoarei componente
end if
else
k — k —1 // se revine la completarea componentei anterioare
end if
end while

1. Multimile A1,..., A, nu sunt neaparat distincte sau elementele lor pot fi
generate pe parcursul algoritmului fara a fi necesara transmiterea lor ca
argument algoritmului.

2. Conditiile de continuare se deduc din restrictiile problemei.

3. Pentru unele probleme solutia este obtinuta in cazul in care k = n iar
pentru altele este posibil sa fie satisfacuta o conditie de gasire a solutiei
pentru k < n (pentru anumite probleme nu toate solutiile contin acelasi
numar de elemente).

4. La gasirea unei solutii de cele mai multe ori aceasta se afiseaza sau se
retine intr-o zona dedicatd. Daca se doreste identificarea unei singure
solutii atunci cautarea se opregte dupa gasirea acesteia, altfel procesul de
cautare continua prin analizarea urmatoarei valori a ultimei componente
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completate.

Exemplul 9.1 Generarea permutarilor de ordin n. Caracteristicile acestei
probleme sunt:

Reprezentarea solutiilor. O permutare de ordin n este un tablou cu n elemente
distincte din {1,2,...,n}.

Multimile Aj. Multimile ce contin componentele solutiilor sunt toate egale cu
{1,2,...,n} = Ay = ... = A,. Ordinea de parcurgere a elementelor este
cea naturala: de la cel mai mic catre cel mai mare element.

Restrictiile si conditiile de continuare. Daca s = (s1,...,5p) este o solutie
atunci ea trebuie sa respecte restrictiile: s; # s; pentru oricare i # j.
Un vector cu k elemente, (s1,S2,...,sk), poate conduce la o solutie doar
daca satisface conditiile de continuare s; # s; pentru orice i # j (i,j €
{1,...,k}). Vom considera cd verificarea conditiilor de continuare va fi
efectuata in cadrul unui algoritm de validare. Se observa ca la completarea
componentei k este suficient sa se verifice ca s este diferit de sq, s3, ..
Sk—1-

el

Conditia de gasire a unei solutii. In acest caz orice vector cu n componente
care respecta restrictiile este o solutie. Deci daca k¥ = n inseamna ca a
fost gasita o solutie.

Prelucrarea solutiilor. Fiecare solutie obtinuta va fi afisata.

Intrucat Ax = {1,...,n}, se poate considera ci s = ix. Cu aceste remarci
algoritmul de generare a permutarilor poate fi descris ca in 9.2.

9.1.1 Varianta recursiva a algoritmului

Datorita faptului cd dupa completarea componentei k problema se reduce la
una similara de completare a componentei k 4+ 1 cu una dintre valorile valide,
tehnica backtracking poate fi ugor descrisa recursiv. Considerand ca parametru
al algoritmului numarul de ordine al componentei care trebuie completata in
cadrul apelului curent si considerand ca celelalte date (n, multimile A;,...,A,)
au caracter global, algoritmul poate fi descris ca in 9.3.

Algoritmul recursiv se apeleaza pentru k = 1 (completarea solutiei incepe
cu prima componentd): backtracking-recursiv(l). Pentru problema generarii
permutarilor de ordin n varianta recursiva a algoritmului este descrisa in 9.4.

9.2 Abplicatii ale tehnicii cautarii cu revenire

9.2.1 Generarea tuturor submultimilor unei multimi

Se considera problema determinarii tuturor celor 2™ submultimi ale unei multimi
X ={xy,29,...,2,}. Orice submultime S C X poate fi descrisa prin vectorul
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Algoritmul 9.2 Generarea permutarilor folosind tehnica cautarii cu revenire

permutiri(n) validare(s[l..k])
k—1 fori+— 1,k —1do
slk] <0 if s[k] = s[i] then
while £ > 0 do return false

slk] < s[k] +1 end if

valid «— false end for

while (valid=falseand (s[k] < n) return true

do

if validare(s[l..k]) =true then
valid «— true
else
s[k] « s[k] +1
end if
end while
if valid =true then
if K =n then
afisare(s[l..n])
else
k—k+1;sk] —0
end if
else
k—k-—1
end if
end while

Algoritmul 9.3 Varianta recursiva a cautarii cu revenire

backtracking recursiv(k)
if (s1,...,85_1) este solutie then
”s-a gasit o solutie” // conditia de iegire
else
for j — 1,my do
S — ag? // se completeaza componenta k
if (s1,...,s) "satisface conditiile de continuare” then
// se trece la completarea urméatoarei componente
backtracking recursiv(k + 1)
end if
end for
end if
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Algoritmul 9.4 Varianta recursiva pentru generarea permutarilor

permutari recursiv(k)
if k =n+1 then
afisare(s[l..k])
else
for j — 1,n do
slk] < j
if validare(s[l..k])=true then
permutari_recursiv(k + 1)

end if
end for
end if
caracteristic s = (s1,..., Sy) caracterizat prin:
o — 1 dacaxpes
FZ1 0 daciazp &S
Astfel Ay = ... = A,, = {0, 1} si orice vector cu componente 0 sau 1 este o

solutie valida (nu se impun restrictii). Rezulta ca problema este echivalenta cu
a genera elementele produsului cartezian A; x ... x A4, = {0,1}". Algoritmul
poate fi descris ca in 9.5.

Algoritmul 9.5 Generarea tuturor submultimilor unei multimi

submultimi(n) subm_rec(k)
k—1 if k=n+1 then
s[k] «— —1 afisare(s[l..n])
while £ > 0 do else
slk] « s[k] +1 slk] « 0; subm_rec(k + 1)
if s[k] <1 then s|k] « 1; subm_rec(k + 1)
if £ =n then end if
afisare(s[l..n])
else
k—k+1;sfk] — -1
end if
else
k—k—-1
end if
end while

Pornind de la acest algoritm poate fi descris cel pentru generarea tuturor
submultimilor cu m elemente (combinari de n luate cdte m) ale unei multimi
A ={aq,...,a,}. Aceastd problema se caracterizeaza prin faptul ca solutiile
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satisfac restrictia cd numarul de componente egale cu 1 (sau echivalent suma
tuturor componentelor) este egald cu m (3._, s; = m). Aceasta restrictie
p g =157 : 3

. . k
conduce la conditia de continuare: 377, s; < m. Un vector (si,...,sy) este

solutie daca Z?Zl s; = m. Prin modificarea algoritmilor pentru generarea
tuturor submultimilor se obtin variantele din Algoritmul 9.6.

Algoritmul 9.6 Generarea tuturor submultimilor cu m elemente

combiniri(n,m) comb_rec(k)
k1 if suma(s[l..k — 1]) = m then
slk] «— —1 afisare(s[l..k — 1))
while £ > 0 do else
slk] < s[k] +1 if k <=n then
if (s[k] < 1) and suma(s[l..k]) < m s[k] < 0; comb_rec(k + 1)
then s[k] « 1; comb_rec(k + 1)
if suma(s[l..k]) = m then end if
afisare(s[l..k]) end if
else

if £ <n then
k—k+1;sk] — -1
end if
end if
else
k—k-—1
end if
end while

Algoritmul suma(s[1..k]) calculeaza suma elementelor din s[1..k] iar algorit-
mul afisare apelat pentru s[1..k] afiseazd afiseazd elementele a; pentru care
s[i] = 1. Se observi c& vectorii avand toate componentele completate (k = n)
dar pentru care suma elementelor este diferitd de m sunt ignorati.

9.2.2 Amplasarea damelor pe tabla de sah

O problema clasica (enuntatd de Gauss in 1850) de generare a unor configuratii
ce respecta anumite restrictii este cea a amplasarii damelor pe o tabla de sah
astfel incat sa nu se atace reciproc. Consideram cazul general in care n dame
trebuie amplasate in cadrul unei matrici patratice n x n astfel incat pe nici o
linie, pe nici o coloana si pe nici o diagonala sa nu se afle doua dame.

Reprezentarea soluties. Intrucét pe fiecare linie se va afla exact o dama si toate
damele sunt identice este suficient sa retinem coloana pe care se afla fiecare
dintre ele. Astfel solutia problemei va fi de forma: (s1,s2,...,8,) unde s
indica coloana pe care se va afla dama de pe linia k. Vectorii corespunzatori
configuratiilor din figura 9.2 sunt (3,1, 4, 2) respectiv (2,4, 1,3). Pentru valori

206



mai mari ale lui n numarul configuratiilor devine din ce in ce mai mare (pentru
n = 8 exista 92 de configuratii).

O O
O O

O O
@ (b)

Figura 9.2: Configuratii valide pentru problema damelor (n = 4)

Restrictii si conditii de continuare. Din modul de reprezentare a solutiilor
restrictia ca damele sd nu fie plasate pe aceeasi linie este implicit satisfacuta.
Conditia ca pe orice coloana sa se afle o singura dama este echivalenta cu
s; # sj pentru orice 7 # j. In ceea ce priveste conditia referitoare la diagonale
pornim de la observatia ca doua elemente ale unei matrici aflate pe pozitiile
(i1, j1) respectiv (ig, j2) se afld pe aceeasi diagonald daca i; — j; = ia — jo sau
i1+ j1 = ia+7j2. Astfel conditia ca doua dame sa nu se afle pe aceeasi diagonala
este: { —s; # j — s; 51 i+ 5; # j 4+ 5; pentru orice ¢ # j. Cele doua relatii sunt
echivalente cu |i—j| # |s; — s;| pentru orice ¢ # j. La completarea componentei
k conditiile de continuare sunt prin urmare: sy # s; si |k —i| # |si — s;| pentru
orice k # i.

Descrierea algoritmului. Algoritmul este descris in 9.7 atdt in varianta iterativa
cat gi in variantd recursivd. Se observa ca structura algoritmului este cea
generala, pentru A1 = A = ... = A, = {1,...,n} iar functia validare
implementeaza conditiile de continuare.

9.2.3 Colorarea hartilor

Se considera o harta cu n tari care trebuie colorata folosind m < n culori, astfel
incét oricare doua tari vecine sa fie colorate diferit. Relatia de vecinatate dintre
tari este retinuta intr-o matrice n x n ale carei elemente sunt:

1 dacat e vecina cu j
Vi = < o )
t 0 daca i nu e vecind cu j

Reprezentarea solutiilor. O solutie a problemei este o modalitate de colorare a
tarilor gi poate fi reprezentatd printr-un vector (s1,...,8,) cu s; € {1,...,m}
reprezentand culoarea asociata tarii ¢. Multimile de valori ale elementelor sunt
Ay=...=A,={1,...,m}.
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Algoritmul 9.7 Amplasarea damelor

plasare_dame(n) dame_rec(k)

kE—1 if k=n+1 then
slk] <0 afisare(s[l..n])
while £ > 0 do else

slk] « s[k] +1 for i — 1,n do

valid — false
while (valid =false) and (s[k] <

slk] 1
for validare(s[l..k]) do

n) do dame rec(k +1)
if validare(s[l..k]) =true end for
then end for
valid — true end if

else validare(s[l..k])

slk] — s[k] +1 for i+ 1,k — 1 do
end if if (s[k] = sli]) or (|k —i| = |s[k] —
end while sli]|) then
if valid =true then return false
if kK =n then end if
afisare(s[l..n]) end for
else return true
k«—k+1;slk] <0
end if
else
k—k-—1
end if
end while

Restrictii gi conditii de continuare. Restrictia ca doua tari vecine sa fie colorate
diferit se specifica prin: s; # s; pentru orice ¢ si j avand proprietatea v;; = 1.
Conditia de continuare pe care trebuie si o satisfaca solutia partiala (si, ..., si)
este: s # s; pentru orice ¢ < k cu proprietatea ca v, = 1.

Descrierea algoritmului. Variantele iterativa gi recursiva sunt descrise in 9.8 in
care este folosit urmatorul algoritm de validare.

validare(s[l..k])
fori«— 1,k—1do
if (s[k] = s[i]) and (v[i, k] = 1) then
return false
end if
end for
return true
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Algoritmul 9.8 Colorarea hartilor

colorare(n) colorarerec(k)
kE—1 if Kk =n+1 then
slk] <0 afisare(s[l..n])
while £ > 0 do else
slk] < s[k] +1 for i — 1,m do
valid «— false slk] 1
while (valid =false) and (s[k] < if validare(s[l..k]) then
m) do colorare rec(k+1)
if validare(s[l..k]) =true then end if
valid — true end for
else end if
s[k] < slk] + 1
end if
end while
if valid =true then
if K =n then
afisare(s[l..n])
else
k«—k+1;sk] <0
end if
else
k—k—-1
end if
end while

9.2.4 Determinarea tuturor drumurilor dintre doua orase

Se considera o multime de n orase {01, 09, ...,0,} si 0 matrice binara cu n linii
si n coloane care specifica intre care orase exista drumuri directe. Elementele
matricii sunt de forma:

e — 1 daca exista drum direct intre i si j
*J 0 altfel

Se pune problema determinarii tuturor drumurilor care leaga orasul o, de oragul
0g-

Reprezentarea solutiilor. Spre deosebire de problemele anterioare nu toate
solutiile au aceeasi lungime. O solutie a problemei este de forma (s1,...,8m)
cu s; € {1,2,...,n} indicand orasul care va fi parcurs in etapa i a traseului.
Restrictii i conditii de continuare. O solutie (s1,...,sy,) trebuie sa satisfaca:
s1 = p (oragul de start), s,, = ¢ (oragul destinatie), s; # s; pentru orice i # j
(nu se trece de doua ori prin acelasi orag), vs,s,., = 1 pentrui = 1,n — 1 (intre
oragele parcurse succesiv existd drum direct). La completarea componentei
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k, conditia de continuare este s; # s; pentru ¢ = 1,k —1 §i vs,_,s, = L.
Conditia de gasire a unei solutii nu este determinata de numarul de componente
completate ci de faptul ca s = q.

Varianta recursiva si functia de validare sunt descrise in Algoritmul 9.9.

Algoritmul 9.9 Determinarea tuturor traseelor intre doua orage

drumuri_rec(k) validare(s[l..k])
if s[k — 1] = ¢ then if v[s[k — 1], s[k]] = 0 then
afisare(s[l..k —1]) return false
else else
if k#n+1 then fori—1,k—1do
for i — 1,n do if (s[k] = s]i]) then
slk] 1 return false
if validare(s[l..k]) =true end if
then end for
drumuri.rec(k + 1) end if
end if return true
end for
end if
end if

Inainte de apelul algoritmului drumuri_rec se completeaza s[1] cu p iar la
apel se specifica: drumuri_rec(2).

9.3 Tehnica cautarii de tip ”ramifica si margi-
negte”

Cautarea cu revenire permite parcurgerea sistematica a spatiului solutiilor si
abandonarea cailor care nu conduc la solutii fezabile. In cazul problemelor de
optimizare cu restrictii abandonarea unei ramuri in arborele de parcurgere a
spatiului solutiilor se poate face nu doar cand sunt incalcate restrictiile ci si
atunci cand se poate decide ca urmand calea respectiva nu este posibil sa se
obtina o configuratie mai buna decat cea descoperita pana la etapa curenta.
Aceasta este ideea tehnicii de cautare bazata pe "ramificare i marginire”
(branch and bound).

S& consideram problema determindrii unei configuratii s = (s1, $2,...,8) €
S care satisface anumite restrictii si care optimizeaza o functie obiectiv, f : S —
R. La fel ca in cazul tehnicii backtracking solutia se construieste succesiv prin
completarea componentelor iar la fiecare etapa se verifica daca solutia partiala
(s1,82,-..,5¢k) este promitatoare. O solutie partiala, sy = (s1, 82, .., k), este
consideratd promitatoare daca: (i) nu incalca restrictiile problemei; (ii) exista
sansa ca prin completarea celorlalte componente sa se ajunga la o configuratie
mai buna decat ceea ce s-a obtinut pana in momentul curent al parcurgerii.
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La fel ca si in cazul tehnicii backtracking procesul de construire a solutiei
poate fi ilustrat utilizand un arbore de decizie caracterizat prin faptul ca nivelul
k corespunde completarii componentei k£ a solutiei. Daca nodului curent ii
corespunde solutia partiald (s1,...,s;) atunci se parcurg urméatorii pasi:

Ramificare. Se construiesc toate solutiile partiale (s1,. .., Sk, Sg+1) prin com-
pletarea succesiva a pozitiei k + 1 cu toate valorile posibile.

Marginire. Pentru fiecare dintre solutiile partiale construite in pasul anterior
se verifica daca satisface restrictiile problemei. Pentru solutiile ce sa-
tisfac restrictiile se estimeaza margini (inferioare si/sau superioare) co-
respunzatoare valorii functiei obiectiv. Calculul acestor margini depinde
de problema de rezolvat si ele sunt folosite pentru a estima gansa ca o
solutie partiala sa conduca la o solutie mai buna decat cea mai buna
solutie construita pana in momentul curent.

In cazul unei probleme de maximizare a doua proprietate specifica faptul ca
marginea superioara a functiei obiectiv a unei configuratii avand primele k& com-
ponente egale cu s(x) adica f* (s(x)) = maxX(y, ,,,...a.) f(51,- -+ Sk Thg1s -5 Tn)
nu este mai mica decéat cea mai mare valoare a functiei obiectiv corespunzatoare
configuratiilor complete construite pana in etapa curenta. In cazul unei pro-
bleme de minimizare se estimeaza marginea inferioara a functiei obiectiv si se
urmareste ca aceasta sa nu fie mai mare decat valoarea asociata celei mai bune
solutii descoperite pana in etapa curenta.

O solutie partiald este abandonata fie dacd nu satisface restrictiile (ca in
cazul tehnicii backtracking) fie dacd marginea superioara a functiei obiectiv
este mai mica decat cea mai buna valoare a unei solutii (in cazul unei probleme
de maximizare) sau dacd marginea inferioara este mai mare decat cea mai buna
valoare (in cazul unei probleme de minimizare).

Exemplul 9.3 (Problema rucsacului) Reludm problema selectarii unui subset
de obiecte dintre n obiecte avand dimensiunile dy,. . .,d,, si valorile v1,. . .,v, ast-
fel incat suma dimensiunilor obiectelor selectate sa nu depaseasca capacitatea
C' a rucsacului iar suma valorilor sa fie maxima. Daca reprezentam un subset
de obiecte printr-un vector (si,...,8,) € {0,1}™ cu proprietatea c& s, = 1
Inseamna cd obiectul k£ a fost selectat iar s = 0 Inseamna c& obiectul nu a
fost selectat atunci restrictia problemei se exprima: Z?:l sid; < C iar functia
obiectiv este V(s1,...,8n) = Z?Zl S;V;.

Fiind o problema de maximizare fiecarei solutii partiale (s1, ..., sx) i se poate
asocia ca margine superioara:

k k
V*(s1y...,SK) :Zsiui—I—(C—Zs,—di) max_ v;/d; (9.1)
i—1 i—1 i=k+1n

care reprezinta valoarea care ar fi obtinutd daca zona libera din rucsac ar fi
umpluta cu cel mai valoros obiect neselectat inca. Aceasta margine este in
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general una larga, in sensul ca nu intotdeauna este atinsa. Sa consideram
urmétorul exemplu concret: C' =4, d = (1,2,3,2), v = (8,14, 15,10). Valo-
rile relative ale obiectelor sunt: p = (8,7,5,5). Considerdm c&d obiectele sunt
ordonate descrescator dupa valoarea relativa. Acest lucru nu este esential dar
poate facilita identificarea mai rapida a unei prime solutii candidat ce poate fi
utilizata ulterior ca referinta. Se observa ca aplicarea tehnicii greedy conduce
la solutia (1,1, 0,0) corespunzatoare selectarii primelor doud obiecte avand va-
loarea totala egala cu 22.

Arborele de decizie corespunzator parcurgerii spatiului solutiilor este ilustrat
in figura 9.3. Fiecare nod contine subsetul de obiecte deja selectat, dimensi-
unea spatiului inca disponibil in rucsac (C,) si marginea superioara a valorii
totale (V*). Abandonarea unei ramuri din cauza incalcarii restrictiei (nu exista
suficient spatiu liber in rucsac) este marcatd cu X iar abandonarea unui nod
din cauza ca marginea superioara este mai mica decat cea asociata celei mai
bune solutii descoperite (Vg) este marcata printr-o linie orizontald. Valoarea
Vi este actualizata ori de cate ori se ajunge la o solutie mai buna.

(9]
$;=1 $,=0
{01} (4]
C,=3,V*=29 C,=4,V*=28
$,=0 s,=1 $,=0
{0 1} {
o \jk— 05} @
C=3,V*=23 C=2V*=24 C,=4V*=20
$3=1 $3=0 s5= $5=0
{oy,03} {og}
Z _ o\ jxe X {o2}
{ }Cr-O, Vg=23 C,=3V*=23 Cr2v*=24
01,0, _ _
s,=1 $,=0
C1V*=27 4 §
s,=1 $,=0

{o 2}
{o2.04} P
M {01,05} C=0, Vp=24 Cr2v=14
CAL V=2

Figura 9.3: Arborele de decizie utilizat in rezolvarea problemei rucsacului
folosind tehnica ”ramifica si margineste”

Etapele parcurse in proiectarea unui algoritm bazat pe tehnica branch and
bound sunt similare celor de la tehnica backtracking:

e Se alege reprezentarea solutiei si se identificd mul{imile de valori corespun-
zatoare componentelor solutiei. In cazul problemei rucsacului multimile
Ay, sunt toate egale cu {0, 1}.

e Se deduc conditiile de continuare a ramificarii (restrictiile pe care trebuie
sa le satisfaca solutiile partiale). Pentru problema rucsacului conditia de
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) . . . . k
continuare corespunzatoare unei solutii partiale (s1, ..., sy) este ., s;d;
< C.

e Se stabileste modul de calcul al marginilor corespunzatoare functiei obiec-
tiv. Este elementul specific tehnicii "ramifica si margineste” iar in cazul
problemei rucsacului se bazeaza pe relatia 9.1.

e Se stabilegte ordinea de parcurgere a solutiilor partiale obtinute prin ra-
mificarea unui nod. Nodurile corespunzatoare unui nivel sunt ramificate
fie in ordinea in care au fost obtinute fie descrescator dupa valoarea lim-
itei superioare (in cazul problemelor de maximizare) sau crescator dupa
valoarea limitei inferioare (in cazul problemelor de minimizare). Aceasta
strategie nu garanteaza intotdeauna faptul ca solutia va fi descoperita
mai devreme (dupa cum se observa din figura 9.3 solutia se obtine nu prin
ramificarea nodului avand V* = 29 ci a celui cu V* = 28).

e Se stabilegte modul in care se decide daca s-a obtinut o solutie. In cazul
problemei rucsacului s-a ajuns la o solutie fezabila fie daca nu mai exista
alte obiecte de selectat fie daca a fost acoperitd intreaga capacitate a
rucsacului. O data cu obtinerea unei solutii fezabile se actualizeaza Vg,
daca valoarea noii solutii este mai buna decat Vp. Pentru a se putea
efectua comparatiile Vg trebuie initializata (in cazul unei probleme de
maximizare cu o valoare cat mai mica, iar in cazul uneia de minimizare
cu o valoare cat mai mare). In cazul problemei rucsacului Vg se poate
initializa cu 0.

O data cu stocarea valorii in Vg se stocheaza si solutia corespunzatoare
in Sp. La sfargit solutia problemei se va gasi in Sp.

Structura generald a unui algoritm bazat pe tehnica ”ramifica si marginegte”
este descris in 9.10. Descrierea se bazeaza pe urmétoarele ipoteze: (i) se rezolva
o problem& de maximizare; (i) Sp si Vp sunt variabile globale iar Vg este
initializata cu o valoare suficient de mica; (iii) algoritmul se apeleazd pentru
k = 1 iar rezultatul se colecteaza in Spg.

Principalele diferente intre tehnica backtracking si branch and bound sunt:

e Tehnica backtracking se aplica in general pentru problemele de satisfacere
a restrictiilor pe cdnd tehnica branch and bound se folosegte pentru re-
zolvarea problemelor de optimizare.

e In cazul tehnicii backtracking abandonarea unei ramuri se face doar cand
sunt incalcate restrictiile pe cand in cazul tehnicii branch and bound se
face ori de cate ori se ajunge la o configuratie care nu este promitatoare
(nu este posibil s& conduca la o configuratie pentru care valoarea functiei
obiectiv s& fie mai buna decét cea corespunzitoare solutiei optime curente).
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Algoritmul 9.10 Structura generald a unui algoritm bazat pe tehnica ”rami-
fica si margineste”

BB(k)
if (s1,...,85—1) este solutie then
if V(s1,...,86-1) > Vp then
S« (81,...,8k-1); VB« V(51,...,8k1)
end if
else
for j — 1,my do
sp «— a¥
if (s1,...,sk) satisface conditiile de continuare then
calcul valoare limita V*(s1,...,8k)
end if
end for

ordoneaza solutiile partiale in functie de valorile limita
for toate solutiile fezabile do
if V*(s1,...,8;) > Vg then
BB(k + 1)
end if
end for
end if
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