Capitolul 8

Tehnica programarii
dinamice

Programarea dinamicd (introdusd in 1950 de R. Bellman pentru rezolvarea
problemelor de optimizare) este o metoda bazata pe construirea si utilizarea
unor tabele cu informatii. La construirea tabelelor pentru completarea unui
element se folosesc elemente completate anterior (construirea se realizeazi in
maniera dinamica). Aceastd tehnica se bazeazd pe descompunerea unei proble-
me in subprobleme si este adecvata rezolvarii problemelor (in particular celor

de optimizare) care au urmatoarele proprietati:

e Proprietatea de substructura optima. Orice solutie optima este consti-
tuita din solutii optime ale subproblemelor. Aceasta proprietatea este
specifica si problemelor ce pot fi rezolvate prin tehnica greedy. Pentru
a verifica dacda o problema poseda aceasta proprietate se poate folosi
metoda reducerii la absurd.

Proprietatea de suprapunere a problemelor. Pentru ca programarea di-
namica sa fie eficienta este necesar ca numarul subproblemelor ce trebuie
efectiv rezolvate in scopul obtinerii solutiei problemei initiale sa fie relativ
mic (polinomial in raport cu dimensiunea problemei). Aceasta inseamna
ca in procesul de descompunere a problemei se ajunge de mai multe ori
la aceeasi subproblema care insa va fi rezolvata o singura data iar solutia
ei va fi retinuta intr-un tabel. Ideea descompunerii problemei in subpro-
bleme este folosita gi in metoda divizarii insa in acel caz era important
ca subproblemele sa fie independente.

8.1 Principiul tehnicii

La aplicarea tehnicii programarii dinamice se parcurg urmatoarele etape:
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(a) Analiza structurii unei solutii optime si a proprietatilor acesteia prin
punerea in evidenta a relatiei existente intre solutia problemei si solutiile
subproblemelor (se verificd dacd problema poseda proprietatea de sub-
structurd optima).

(b) Stabilirea unei relatii de recurenta referitoare la criteriul de optimizat sau
la valoarea ce trebuie calculata. Aceasta descrie legatura dintre valoarea
criteriului de optim corespunzator problemei si cele corespunzatoare sub-
problemelor.

(c¢) Calculul valorii asociate solutiei optime dezvoltand relatia de recurenta
intr-o maniera ascendenta si retinand valorile calculate asociate subpro-
blemelor intr-o structurd tabelard. In functie de problema, in aceasta
etapa se pot retine si alte informatii care vor fi utilizate in momentul
construirii solutiei.

(d) Construirea unei solutii optime folosind informatiile determinate si retinute
la etapa anterioara.

Desi se bazeaza pe descompunerea unei probleme in subprobleme la fel ca
tehnica divizarii, specificul programarii dinamice este ca subproblemele nu sunt
independente (ci se suprapun). In schimb tehnica divizirii conduce la algoritmi
eficienti doar daca subproblemele sunt independente.

Dezvoltarea ascendenta si descendenta a unei relatii de recurenta.
Suprapunerea problemelor face ca obtinerea valorii prin dezvoltarea relatiei de
recurentd sa nu fie eficienta daca este abordatad in maniera descendenta (”top-
down”) prin implementarea recursiva a relatiei. Aceasta deoarece o aceeasi
valoare poate fi utilizata de mai multe ori si, de fiecare data cand este utilizata,
este recalculata.

Sa consideram problema determinarii celui de-al m-lea element din sirul lui
Fibonacci (f1 = fa =1, fo = fu—1+ fn—2, n > 3). O abordare descendenta
conduce la algoritmul recursiv:

fib_rec(m)
if (m =1) or (m = 2) then
return 1
else
return fib_rec(m — 1)+£fib_rec(m — 2)
end if

Numarul de adunéri efectuate pentru a determina pe f,,, T'(m) verifica
relatiile: T(1) = T(2) =0, T(m) = T(m — 1)+ T(m — 2) + 1. Prin urmare
T(m) > fpm_1, pentru m > 5. Cum f,, € O(¢™) cu ¢ = (1 + v/5)/2 rezulti ci
fib_rec are complexitate exponentiala.

Consideram acum varianta generarii lui f,,, in maniera ascendenta: se cal-
culeaza si se refin valorile lui fy, fo,... fm- In acest caz algoritmul poate fi
descris prin:
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fib_asc(m)
[l < Lf2] <1
for : — 3,m do
flil = fli— 1+ fli - 2]
end for
return f[m)]

Numadrul de adunéri efectuate este de aceasta datd T(m) = m — 2 (com-
plexitate liniard). Aceastd variantd de implementare necesitd Insa utilizarea
unui spatiu auxiliar de memorie de dimensiune m. Algoritmul poate fi usor
transformat astfel incat sa nu foloseasca decat trei variabile pentru retinerea
elementelor sirului dar sa ramana cu complexitate liniara:

fib_asc2(m)
fl—1;f2+1
for i — 3,m do
f3— f14 f2; f1 — f2;f2+ f3
end for
return f3

Numarul variabilelor de lucru poate fi redus chiar la doua in modul urmator:

fib_asc3(m)
fl—1;f21
for i — 3,m do
f2— f14f2;f1— f2— f1;
end for
return f2
Un exemplu similar este cel al calculului combinarilor, C* (n > k), pornind
de la relatia de recurenta:

Cr =

n

{1 daci k =0saun==%k (8.1)

Ck  +CF 1 altfel
Algoritmul 1n varianta recursiva este descris in continuare.

comb_rec(n, k)
if (k=0) or (n = k) then
return 1
else
return comb_rec(n — 1,k)+comb_rec(n — 1,k —1)
end if

Algoritmul comb_rec are complexitate exponentiala intrucat utilizand arborele
de apel se poate demonstra ci T'(n, k) > 2min{n—kk}, 4

In abordarea ascendenti ideea este si se retind toate valorile CY calculate
pentru 0 < j <14 < n. Aceasta s-ar putea realiza prin completarea elementelor
a;; din zona inferior triunghiulard a unei matrici n x n. De fapt este suficient
sa se completeze pana la coloana k. Daca n = k zona triunghiulara astfel
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completata este cunoscuta sub denumirea de triunghiul lui Pascal. Algoritmul
este descris in 8.1.

Algoritmul 8.1 Calculul combinarilor folosind triunghiul lui Pascal

comb_asc(n, k)
for i — 0,n do
for j — 0,min{i, k} do
if (i=7) or (j =0) then
ali,jl <1
else
a[la]] — a[Z - 17]] + a[Z - 1.7 - 1]
end if
end for
end for
return aln, k]

Numadrul de adunari efectuate, T'(n, k) satisface

k i—1 n k k . n k‘(k—l)
T, k)y=> > 14+ > Y 1=>(i-1)+ Y k==t k(n—k)
i=1 j=1 i=k+1j=1 i=1 i=k+1

deci T'(n,k) € O(nk). Se observa ca zona auxiliara utilizata poate fi redusa,
intrucat pentru completarea liniei 7 se folosesc doar valorile din linia 7 — 1.

Exemplul 8.1 (Problema determindrii celui mai lung subgir strict crescator)
Se considera un gir de valori reale a1, ag, . . ., an si se cauta un subsir a;,, aj,,-. - -,
aj, cul <j1 <jo<...<jp<n,a; <aj <...<aj s astfel incat £k sa fie
cat mai mare. Un astfel de subsir nu este neaparat unic. De exemplu pentru
sirul (2,5,1,3,6,8,2,10) existd doua subsiruri strict crescatoare de lungime 5:
(2,3,6,8,10) si (1,3,6,8,10). Pe de altd parte nu toate subsirurile de aceeasi
lungime se termind cu acelagi element. De exemplu in sirul (2,1,4,3) exista
patru subsiruri crescitoare de lungime maxima (2): (2,4), (2,3), (1,4), (1, 3).

a) Caracterizarea solutiei optime. Fie aj, < aj, < ... < aj,_, < aj, un subsir
de lungime maxima. Consideram ca aj, = a; iar aj,_, = a, (evident p < 1).
Prin reducere la absurd se poate arata ca aj, < aj, < ... < aj,_, este cel
mai lung dintre subsirurile crescitoare ale sirului partial (a1, as,...,ap) care
au proprietatea ca ultimul element este chiar a,. Prin urmare problema are
proprietatea de substructura optima gi lungimea unui subsgir crescator care se
termina in a; poate fi exprimata in functie de lungimea subsirurilor crescatoare
care se termina cu elemente a, ce satisfac a, < a;.

b) Stabilirea unei relatii de recurentd intre lungimile subsgirurilor. Fie (B;) =T
un tablou ce contine pe pozitia ¢ numarul de elemente al celui mai lung subsir
strict crescator al girului (ai,...a,) care are pe a; ca ultim element (spunem
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c& subsgirul se termind in a;). Tinind cont de proprietatile solutiei optime se
poate stabili o relatie de recurenta pentru B;:

sl i=1
U T+ max{Bj|l <j<isiaj <a;} i>1

Daca multimea M; = {B;|1 < j < isia; < a;} este vidd atunci max M; =
0. De exemplu pentru sirul initial @ = (2,5,1,3,6,8,4) tabloul lungimilor
subgirurilor optime care se termind in fiecare element al lui a este: B =
(1,2,1,2,3,4,3). Cea mai mare valoare din B indicd numarul de elemente
din cel mai lung subsir crescator.

¢) Dezvoltarea relatiei de recurentd in manierd ascendentd. Se completeaza un

tablou cu elementele lui (B;),_17; asa cum este descris in Algoritmul 8.2.

Algoritmul 8.2 Dezvoltarea relatiei de recurenta pentru determinarea celui
mai lung subsir crescator

completare(a[l..n])
B[1] <1
for i — 2,n do
maz < 0
for j — 1,i—1do
if (a[j] < a[i]) and (maz < B[j]) then
max — Blj]
end if
end for
Bli] «— max + 1
end for
return B[l..n]

Luand In considerare doar comparatia dintre doud elemente ale girului (alj] <
ali]) costul algoritmului este T'(n) = Y., Z;;ll 1=>",(—-1)=n(n—-1)/2
deci completarea tabelului B este de complexitate ©(n?).

d) Construirea unei solutii optime. Se determind cea mai mare valoare din
B. Aceasta indica numarul de elemente ale celui mai lung subsir crescator iar
porzitia pe care se afld indica elementul, a[m], din girul initial cu care se termina
subsirul. Pornind de la acest element subsirul se construiegte in ordinea inversa
a elementelor sale cautand la fiecare etapa un element din gir mai mic decat
ultimul completat in subsir si caruia 1i corespunde in B o valoare cu 1 mai mica
decét cea curenta. Algoritmul este descris in 8.3.

Daci dupa completarea elementului a[m] in subgir existd doud subsiruri din
a[l.m — 1] de lungime maxima egald cu B[m] — 1: unul care se terming in
a[p] si unul care se termind in alq] (astfel incat a[p] < a[m] si alq] < a[m]),
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Algoritmul 8.3 Construirea unui cel mai lung subsir crescator

construire(a[l..n], B[l..n])
// determinarea valorii si pozitiei maximului in B
imaz «— 1
for i — 2,n do
if Blimaz] < Bl[i] then
max <1
end if
end for
m < imazx
k «— B[m)]
x[k] «— a[m)
while B[m] > 1 do
1—m-—1
while (a[i] > a[m]) or (B[i] # B[m] — 1) do
1—1i—1
end while
m <1
k «— k —1 // se adauga un nou element in subsir
z[k] « alm)
end while
return z[1..k]

algoritmul va selecta ca element pentru subsir pe cel cu indicele mai apropiat
de m, adica mai mare. Astfel daca p < ¢ va fi selectat ¢q. Aplicand algoritmul
de construire girului (2,5, 1, 3,6, 8,4) se va porni cu m = 6 (B[m] = 4) ultimul
element din subsir fiind astfel 8. Cum B[5] = 3 51 6 < 8 penultimul element va fi
6. Continuand procesul se selecteaza in continuare elementele 3 si 1 obtinandu-
se subsirul crescétor (1,3,6,8) de lungime 4.

Intrucat in ciclul de construire ciutarea continua de la pozitia noului element
selectat, chiar daca sunt doua cicluri while suprapuse ordinul de complexi-
tate este O(n). Cum si determinarea maximului lui B are acelasi ordin de
complexitate rezulta ca algoritmul de construire are complexitate liniara.

8.2 Aplicatii

8.2.1 inmul‘girea optimala a unui sir de matrici

Fie Ay, Ao, ..., A, un sir de matrici avand dimensiuni compatibile pentru a
putea calcula produsul: A; - Ay--- A,. Sa presupunem ca aceste dimensiuni
sunt: (po,pi,-..,Pn), adicd matricea A; are p;_; linii §i p; coloane. Pentru
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a calcula produsul A = A; - Ay --- A, trebuie stabilit un mod de grupare a
factorilor astfel incat sa se puna in evidenta ordinea in care vor fi efectuate
inmultirile, la fiecare etapa inmultindu-se doua matrici. Consideram ca pro-
dusul a doud matrici se efectueaza dupa metoda clasica astfel cd la produsul
A; - Aj11 se efectueaza p;—1p;p;+1 Inmultiri scalare.

Modul de grupare a factorilor (plasarea parantezelor pentru a indica ordinea
de efectuare a inmultirilor) nu influenteazd rezultatul final (inmultirea este
asociativd) insd poate influenta numarul de operatii efectuate.

S& consideram cazul a trei matrici Ay, Ay gi Az avand dimensiunile (2, 20),
(20,5) si (5,10). In acest caz existd doud modalitdti de plasare a parantezelor:

1. Aj-As-Az = (A1-As)-As. In acest caz se efectueazi 2-20-542-5-10 = 300

inmultiri scalare.

2. Aj-Ay-Asz = A;-(Az-Az). In acest caz se efectueazi 20-5-10+2-20-10 =
1400 inmultiri scalare.

Pentru n mare, numarul de parantezdri (variante de plasare a parantezelor)
poate fi foarte mare astfel ca este exclusa generarea tuturor parantezarilor
posibile si alegerea celei mai bune. Pentru calculul produsului Ay - As--- A,
notdnd cu K(n) numarul de parantezari posibile obtinem:

1 n=1
Kim) = { SENEG K- 1) n>1

intrucat ultimul nivel de paranteze poate fi aplicat in oricare dintre pozitiile ¢ €

{1,2,...,n — 1} si fiecare dintre cele K (i) parantezari ale produsului A; - -- A4;

poate fi combinatd cu fiecare dintre cele K (n — i) parantezari ale produsului
n—1

CZ(n—l)
n

(8.2)

Ajp1--+ Ap. Se poate demonstra prin inductie matematica ca K(n) =
si K(n) € Q4 1/(n—1)%?).

Problema inmultirii optimale a unui sir de matrici (un caz particular al prob-
lemelor de planificare optimald a prelucrarilor) consta in a determina paran-
tezarea (ordinea de efectuare a inmultirilor) care conduce la un numéar minim
de inmultiri scalare.

Aplicam pentru rezolvarea problemei etapele specifice programarii dinami-
ce.

a) Caracterizarea solutiei optime. Pentru a specifica produsele partiale in-
troducem notatia A; ; = A; - Ajy1---A;. Fie o solutie optima caracterizata
prin faptul ca parantezele cele mai exterioare sunt plasate pe pozitiile 1, k si
n, adica ultima inmultire efectuata este: Aj. - Ax4+1.n- Atunci parantezarile
asociate lui A, i si Agi1..n, trebuie sa fie si ele optime (in caz contrar ar exista
o parantezare mai bund pentru A; ).

b) Stabilirea unei relatii de recurentd pentru numdrul de inmulfiri scalare.
Fie ¢;; numarul de inmultiri scalare efectuate pentru calculul lui A4;. ;. Valorile
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cij au sens doar pentru ¢ < j iar relatia de recurenta dedusa din proprietatea
de substructura optima este:

o0 i=j
Y min;<p<j(Cik + Cht1,j + Pic1PkP;) 1 < J

Relatia se bazeaza pe faptul ca dintre toate parantezarile posibile ale Iui A;_;
se alege cea mai buna (de cost minim).

¢) Dezvoltarea relatiei de recurentd. Valorile ¢; j pot fi retinute in portiunea
superior triunghiulara a unei matrici. Construirea in maniera recursiva a ma-
tricii este ineficientd. Construirea in maniera ascendentad se bazeazid pe ideea
completarii matricii astfel incat in momentul calculului lui ¢;; toate elementele
Cik §i ckt1,; pentru k € {i,9+1,...,5 — 1} sa fie deja completate. Din acest
motiv elementele se completeaza in ordinea crescatoare a diferentei 7 —i: prima
data se completeza elementele diagonalei principale (i = j), apoi se completeaza
elementele aflate imediat deasupra diagonalei principale (j = i + 1) s.a.m.d.
(Algoritmul 8.4).

Algoritmul 8.4 Dezvoltarea relatiei de recurenta in cazul inmultirii optimale
a unui gir de matrici

completare(p[0..n])
for i — 1,n do
cli,i] =0
end for
for/ —1,n—1do
fori+— 1,n—1[1do
je—i+1
C[ivj] — C[’L',’L'} + C[i + 1=j] + Pi—1piP;j
sli g — i
for k—i+1,57—1do
cost = cli, k] + c[k + 1, 7] + pi—1Pkp;
if cost < c[i, j] then
cli, j] « cost;
end if
sli, j] — k
end for
end for
end for
return c[l..n,1..n], s[l..n,1..n|

O data cu completarea matricii de costuri se retine si pozitia in care se
descompune un produs in doi factori: s[¢,j] = k indica faptul c& produsul
A;.j se descompune in A; - Ag+1..5. Aceste pozitii sunt utile la construirea
solutiei. Cum pentru determinarea valorii fiecaruia dintre cele n(n — 1)/2 e-
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lemente este necesara determinarea unui minim dintr-un tablou cu cel mult n
elemente rezulta ca ordinul de complexitate al algoritmului de completare este
O(n?).

Pentru exemplul celor trei matrici cu dimensiunile (2, 20), (20,5) si (5, 10)
se obtin matricile:

0 200 300 0 1 2
c=|— 0 1000 s=|—- 0 2
- - 0 - -0

d) In functie de cerintele problemei se poate determina: (i) numarul minim
de operatii; (ii) rezultatul inmultirii matricilor; (iii) modul de descompunere a
produsului (parantezare).

(i) Numé&rul minim de inmultiri este chiar ¢1p,.

(ii) Calculul produsului poate fi efectuat in maniera recursiva in Algoritmul
8.5. In acest algoritm se presupus ca pot fi accesate matricile din sir (matricea
A; este elementul i, A[i], al tabloului tridimensional ce contine toate matricile)
precum si elementele matricii s. Algoritmul produs calculeaza produsul a doua
matrici.

Algoritmul 8.5 fnmulgirea optimala a unui gir de matrici

produs_optimal(i,j)

if i = j then
return Ali
else

X « produs_optimal(i,s(i,j])  // calcul A; g5
Y « produs_optimal(s[i,j]+1,5) // calcul A j141)..5
R «— produs(X,Y) // produsul a doua matrici

end if

return R

(iii) Ordinea in care se efectueaza inmultirile poate fi determinata prin Al-
goritmul 8.6.

Algoritmul 8.6 Determinarea pozitiilor in care trebuie plasate parantezele in
cazul iInmultirii optimale a unui gir de matrici

parantezare(i, j)

if i < j then
parantezare(, s[i, j])
write s, j]
parantezare(s[i, j] + 1, )

end if
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8.2.2 Varianta discreta a problemei rucsacului

Consideram varianta discreta a problemei rucsacului. Presupunem ca obiectele
se caracterizeaza prin dimensiunile (dy, da, . .. , dy,) si profiturile (valorile): (p1, pa,
., Dn) lar capacitatea maxima a rucsacului este C'. Se pune problema selectarii
unui subset de obiecte, ((pi;,ds, ), -, (Piy,di,)) care sd nu depasgeasca capaci-
tatea rucsacului (Z;?:l d;; < C) si sa asigure un profit maxim (Z;?:l pi; este
maxima). Se considera cd dimensiunea fiecarui obiect este mai mica decét cea

maxima (d; < C).
Pentru a usura aplicarea tehnicii programarii dinamice vom considera ca
(d;) i=T,n §1 C sunt valori naturale. In varianta 0-1 a problemei un obiect poate fi

selectat doar in intregime. In acest caz tehnica greedy nu garanteaza obtinerea
solutiei optimale.

a) Analiza structurii unei solutii optime. Problema selectarii dintre cele n
obiecte poate fi redusa la problema rucsacului corespunzatoare primelor n — 1
obiecte si a capacitatii maxime 1 < C,,_1; < C. O solutie optima a problemei
initiale va fi constituita dintr-o solutie optima a subproblemei corespunzatoare
primelor n — 1 obiecte la care se adauga eventual al n-lea obiect (daca Cy,—1 +
d,, < C). Daca solutia subproblemei nu ar fi optimé atunci ar putea fi inlocuita
cu una mai buna ceea ce ar conduce la o solutie mai buna a problemei initiale.

b) Stabilirea unei relatii de recurentd. Fie V(i,j) valoarea obiectelor se-
lectate in solutia optima a problemei corespunzatoare primelor ¢ obiecte si
capacitatii j. Cum solutia optima a problemei corespunzatoare lui ¢ poate fi
exprimata prin solutia optima a problemei corespunzatoare lui ¢ — 1 rezulta
urmatoarea relatie de recurentd pentru V (4, j):

V(i j) = V(i—1,5) daca j —d; <0
ST max{pi + V(i 1,5 — i), V(i—1.5)} dacij—d; >0

pentru i = 1,n, j = 1,C iar V(0,5) = 0 pentru j = 0,C si V(i,0) = 0 pentru
i =1,n.

Cele doua cazuri din relatia de recurenta provin din faptul ca o solutie
optima a problemei asociate primelor i obiecte si capacitatii 7 poate sa nu
contina sau sa contina obiectul 7. In primul caz dimensiunea obiectului 7 este
prea mare pentru ca acesta si poata fi selectat. Astfel valoarea este identica
cu cea corespunzatoare subproblemei primelor ¢ — 1 obiecte, V(i — 1, j).

In al doilea caz obiectul i ar putea fi selectat insa el va fi selectat doar daca
conduce la o valoare totala mai mare decat daca nu ar fi fost selectat. Din acest
motiv se analizeaza ambele valori si se alege cea maxima. Valoarea corespun-
zatoare cazului in care obiectul este selectat este obtinuta adaugand valoarea
celui de-al i-lea obiect (p;) la valoarea solutiei problemei corespunzatoare celor
i—1 obiecte si capacititii j—d; (capacitatea ramasa disponibild dupa selectarea
obiectului 7). V(n,C) reprezinta valoarea maxima a unui set de obiecte a caror
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dimensiuni insumate nu depaseste pe C' adica valoarea asociata solutiei optime
a problemei.

¢) Dezvoltarea relatiei de recurentd. Daca C' si (d;);_1 sunt valori intregi
atunci valorile lui V (4, ) pot fi retinute intr-o matrice cu n + 1 linii si C' + 1
coloane. Algoritmul de construire a tabelului de valori este descris in 8.7.

Algoritmul 8.7 Dezvoltarea relatiei de recurenta in cazul problemei rucsacului

tabel_valori(p[l..n],d[1..n],C)
for : — 0,n do
Vi, 0] < 0
end for
for j — 1,C do
V[0,5] <0
end for
for i — 1,n do
for j — 1,C do
if j < d[i] then
else
end if
end for
end for
return V[0..n,0..C]

Sa consideram cazul in care n = 5, C' = 5, dimensiunile obiectelor sunt
(2,4,2,1,3) iar valorile asociate (10,20,13,15,18). In acest caz matricea de
valori este cu 6 linii gi 6 coloane (indiciate de la 0 la 5) si contine elementele:

0 0 0 0 O

0 10 10 10 10
0 10 10 20 20
0 13 13 23 23
15 15 28 28 38
15 15 28 33 38

SO OO OO

Pornind de la elementul V[5, 5] se poate construi solutia astfel. Se observa
& V[5,5] = V[4,5]. Aceasta inseamni ci obiectul o5 nu este selectat. In schimb
V[4,5] # VI3,5] adica obiectul o4 este selectat. Aceasta reduce problema la
selectia dintre obiectele {01, 02,03} pentru un rucsac de capacitate 5 — dy = 4.
Valoarea unei solutii optime a acestei subprobleme este V'[3, 4] = 23 (se observa
cd diferenta V'[5, 5] — V[3, 4] = 38 —23 = 15 reprezinta chiar valoarea obiectului
04). In continuare, se observi ¢ V[3,4] # V[2,4] adici obiectul o este selectat.
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Astfel problema se reduce la subproblema corespunzatoare setului {01, 02} si
capacitatii 4 — ds = 2. Valoarea unei solutii optime a acestei subprobleme este
V12,2] = 10. Cum V[2,2] = V[1,2] si V1, 2] # 0 rezultd ca o2 nu este selectat
in schimb este selectat o;. Astfel solutia problemei initiale este {01, 03,04} cu
dimensiunea totala 5 gi valoarea totala 38.

d) Construirea solutiei. Pentru construirea solutiei se analizeaza tabelul
de valori construit la etapa anterioara initiind parcurgerea din Vn,C] dupa
strategia descrisa in exemplul de mai sus. Algoritmul este descris in 8.8.

Algoritmul 8.8 Rezolvarea variantei discrete a problemei rucsacului
construire_solutie(V[0..n,0..C],d[1..n],C)
i—mn;j«—C
k<0
while j > 0 do

while V[i,j]=V[i—1,j]and i > 1 do
t—1—1
end while
k—k+1; skl =1
j=g—d[i
t—1—1
end while
return s[l..k]

8.2.3 Tehnica functiilor de memorie

Principalul dezavantaj al abordarii ascendente este faptul ca se bazeaza pe
completarea unui intreg tabel de valori. In aplicatii e posibil ca anumite valori
din tabel sa nu fie necesare nici in calculul celorlalte valori si nici in constructia
solutiei (de exemplu elementele V[5,1], V[5,2], V[5,3] si VI[5,4] din tabelul
construit pentru problema rucsacului).

Daca se foloseste abordarea top-down atunci se vor calcula doar valorile aso-
ciate subproblemelor care sunt necesare pentru a obtine valoarea corespunza-
toare problemei initiale. Dar daca o subproblema este intdlnita de mai multe
ori atunci ea este rezolvata de fiecare data.

O solutie de compromis care imbina avantajele abordarii ascendente cu a
celei descendente este de a dezvolta relatia de recurenta intr-o maniera recursiva
retinand insi fiecare dintre valorile calculate. In felul acesta daci o valoare deja
calculata este necesara din nou ea nu va fi recalculata ci se va folosi valoarea
retinuta anterior. Aceasta varianta hibrida este cunoscuta ca tehnica functiilor
de memorie sau tehnica memoizdri (termenul in engleza este ”memoization”).
Aplicarea ei in practica consta in:

e initializarea tabelului cu o valoare wirtuald ce va fi diferita de valorile ce
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se vor obtine din calcule; in felul acesta se va putea verifica daca o pozitie
din tabel a fost calculata deja sau nu;

e calculul valorii corespunzétoare solutiei in maniera recursivéa (cu retinerea
valorilor calculate); aceasta presupune ca tabelul de valori este o structura
globala ce poate fi accesata la fiecare apel recursiv.

Aplicata la construirea tabelului de valori pentru problema rucsacului aceasta
tehnica consta in utilizarea algoritmilor initializare si calcul_valori des-
crigi in continuare.

inigializare(n,C)

for i — 1,n do
for j — 1,C do

Vi, j] < —1 // initializare cu o valoare virtuala

end for

end for

for j — 0,C do
V]0,5] < 0O

end for

for i — 0,n do
Vi, 0] <0

end for

return VI0..n,0..C]

si
calcul valori(i,j)
if i=0or j =0 then
return 0
end if
if V[i,j] <0 then
if j < d[i] then
val < calcul valori(i—1,7)
else
val « max(calcul_valori(i—1,j), p[i]+calcul.valori(i—1,j—d]i]))
end if
Vi, j] < val // retinerea valorii calculate
end if
return Vi, j]// returnarea valorii preluate din tabel sau calculate

Algoritmul calcul_valori are acces la talourile d[1..n] si V[0..n,0..C].
Apelul calcul valori(n,C) se plaseaza dupa initializarea tabloului.

8.2.4 Problema inchiderii tranzitive

Nu doar problemele de optimizare pot fi rezolvate cu tehnica programarii di-
namice ci gi alte probleme a caror solutie poate fi exprimata in functie de
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solutiile unor subprobleme.

Consideram o relatie binarda R C {1,...,n} x {1,...,n}. Inchiderea sa
tranzitiva este o relatie binard R* C {1,...,n}x{1,...,n} avand proprietatea:
daca pentru 4,5 € {1,...,n} existd i1,...,4y, € {1,...,n} cu proprietitile:
(il,ig) € R, (ig,ig) € R, ... ,(im—lyim) € Riar i = 41 g1 j = 1, atunci
(i,) € R*.

Pentru a construi R* se considerd urmatorul set de relatii binare R% =
R, R', ..., R = R*, definite astfel: daca pentru i,j € {1,...,n} exista

i1,--yim € {1,...,k} cu proprietitile: (i1,i2) € R, (i2,43) € R, . .., (im_1,%m)
€ Riari =i, §ij = i atunci (i, j) € R*. Relatiile pot fi descrise prin recurente
astfel: (i,7) € R¥ daca (i,7) € R¥ "1 sau (i,k) € R* 'si (k,j) € RF- L

Pentru a elabora algoritmul de construire a lui R* consideram relatiile
binare pe {1, 2,...,n} reprezentate prin matrici ale ciror elemente sunt definite
astfel:

[ 1 daca(i,j) € R
"iT1 0 daca(i,j) ¢ R

Relatiile de recurenta pentru construirea matricilor asociate relatiilor binare
RO R',...,R™ sunt:

r

s k-1 k-1 k-1
k_{l dacd ri; = =1V (rj =1Ar; =1) k=Tn

U1 0 altfel

cu r?j = 7;;. Folosind aceste relatii de recurenta se poate construi matricea
asociata relatiei binare R™, utilizdnd doar doua matrici auxiliare in modul
descris in Algoritmul 8.9.

Algoritmul pentru determinarea inchiderii tranzitive este cunoscut gi sub
numele de algoritmul lui Warshall.
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Algoritmul 8.9 Determinarea inchiderii tranzitive a unei relatii binare

inchidere tranzitiva(R[l..n, 1..n])
R2[1..n,1..n] < R[1l..n,1..n]
for £k — 1,n do
R1[l..n,1..n] < R2[1..n,1..n]
for i — 1,n do
for j — 1,n do
if (R1[i,j]=1) or (R1[i,k] =1 and R1[k,j] = 1) then
R2[i, ] — 1
else
R2[i, ] — 0
end if
end for
end for
end for
return R2[1..n,1..n]
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