Capitolul 7

Tehnica alegerii local
optimale

O clasa de probleme frecvent intalnitd in practica este cea a problemelor de
optimizare de tipul:

Sa se determine x € X astfel incat: (i) x satisface anumite conditii
(restrictii); (i1) x optimizeazd (minimizeazd sau maximizeazd) un
criteriu.

O subclasa importanta in informatica o reprezinta cea in care X este o
multime finita, problema de optimizare fiind numita in acest caz discretd sau
combinatoriald. La o prima vedere problema pare foarte simpla intrucat este
suficient sa se parcurga X si sa se aleagad elementul care satisface restrictiile
si optimizeaza criteriul. O astfel de abordare bazata pe metoda fortei brute
devine ineficienta (sau chiar impracticabild) atunci cind numérul de elemente
din X este foarte mare.

Exemplul 7.1 (problema submultimii de sumd datd si cardinal minim) Se con-
siderd multimea A = {a1,as,...,a,} C R si valoarea C < Y7 | a;. Se cere si
se determine (daca existd) o submultime avand cat mai putine elemente si a
caror suma sa fie egala cu C.

In acest caz X reprezinta ansamblul submultimilor lui A. O abordare prin
metoda fortei brute a unei astfel de probleme necesitd generarea tuturor sub-
multimilor lui A, retinerea celor care satisfac restrictia (suma elementelor egala
cu O) si alegerea celei (celor) ce au cele mai putine elemente. Un astfel de
algoritm ar avea ordinul de complexitate O(2").

Pentru a rezolva mai eficient probleme de acest tip au fost dezvoltate tehnici
specifice. Doud dintre acestea sunt tehnica alegerii local optimale (” greedy” sau
alegere lacoma) si cea a programaérii dinamice.
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7.1 Principiul tehnicii
Sa consideram problema de optimizare formulata intr-o variantd usgor diferita:

Fie A = (a1, ag,...,a,) un set finit de elemente (nu neapdrat dis-
tincte). Sd se determine S = (s1,82,...85) C A astfel incat S sd
satisfaca anumite restrictii si sa optimizeze un criteriu.

In continuare prin set vom intelege o multime in sens general (elementele
sale nu sunt neapéarat distincte). O astfel de entitate este uneori numitd mul-
tiset. Principiul metodei constd in a construi succesiv solutia S pornind de la
setul vid gi adaugand la fiecare etapa un nou element, si anume acela care pare
”optim” la momentul respectiv. Selectia elementului care va fi eventual adaugat
urmareste satisfacerea restrictiilor gi apropierea de optim. Insa alegerea care
pare optima la etapa curenta s-ar putea si nu fie cea mai buna si din punct
de vedere global astfel ca e posibil ca o astfel de strategie ”lacoma” s& nu con-
duca la o solutie finala optiméa. Totusi, o data efectuatd o alegere nu se mai
revine asupra ei, aceasta fiind irevocabila. Datorita modului in care se alege
urmatoarea componenta a solutiei aceasta tehnica este cunoscuta si ca tehnica
alegerii lacome sau pur si simplu greedy. Trebuie mentionat si faptul ca prin
strategia greedy se obtine o singura solutie chiar daca problema are mai multe.

Structura generala a algoritmului este descrisa in continuare.

greedyl(A)
S0
while 7S nu este solutie” and "exista elemente neselectate in A” do
selecteazd a din A
if SU {a} satisface restrictiile then
se adauga a la S
end if
end while
return S

Etapa cea mai importanta este cea a selectarii unui nou element. Pentru
anumite probleme este posibil ca setul initial, A, sa fie ordonat dupa un criteriu
determinat de criteriul de optim astfel ca elementele vor fi alese chiar in ordinea
in care apar in A. Criteriul de sortare depinde de problema concreta care se
rezolvi. In acest caz algoritmul poate fi descris ceva mai detaliat astfel:

greedy2(A[l..n])
A[l..n] « sort(A[1..n]) // sortare dup4 un criteriu corelat cu cel de optimizat
i« 1 // contor de parcurgere a lui A
k < 0 // contor utilizat in construirea lui S
while ” S[1..k] nu este solutie” and i < n do
if 7(S[1],..., S[k], A[i]) satisface restrictiile” then
k — k+1; S[k] — Ali] // se transfera elementul curent din A in S
end if
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i1+ 1 // se trece la urmatorul element din A
end while
return S[1..k]

In aplicatii conteaza principiul metodei, algoritmii construiti pe baza lui
putand fi destul de diferiti de structurile generale greedy1 respectiv greedy?2.

Exemplul 7.2 (Problema submulfimii de cardinal dat si sumd mazimd.) Se
cere determinarea unui subset cu m elemente, S, dintr-un set A avand n > m
elemente astfel incat suma elementelor selectate sa fie cit mai mare.

In acest caz este suficient sd ordondm descrescitor elementele din A si sa
retinem primele m elemente:

submultime(A[l..n],m)

A[l..n] « sortare_descrescatoare(A[l..n])

for i — 1,m do

S[i] «— Al]
end for
return S[1..m)|

Pentru aceasta problema se va demonstra in sectiunea urmatoare ca strategia
greedy produce intotdeauna o solutie optima.

Exemplul 7.3 (Problema monedelor.) Presupunem ci o sumd de bani C' tre-
buie acoperita folosind cat mai putine monede. Daca valorile monedelor sunt
{v1,v2,...,v,} atunci a rezolva problema inseamn4 a determina (ki, k2, . . ., ky,)
(k; reprezintd numarul de monede de valoare v; si poate fi egal cu 0) astfel
incat sa fie satisficutd restrictia Y ., kv; = C iar > | k; sd fie cat mai
mica. Se observa ca aceasta problema este similara cu problema submultimii
de suma data si cardinal minim cu observatia ci setul A este infinit: A =
{v1,v1,...,V2,02,...,...,Un,Vp,...) (Se presupune ca pentru fiecare valoare v;
existd un numar nelimitat de elemente).

O abordare de tip greedy ar conduce (in cazul in care numarul de monede de
fiecare tip este nelimitat) la un algoritm de forma:
monede(v[1..n],C)
v[l..n] « sortare_descrescitoare(v[1..n])
for i — 1,n do
S[i] <0
end for
11
while C > 0 and i <n do
S[i] < C DIV v[i]
C — C MOD v[i]
i —1+1
end while
if C =0 then
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return S[1..n
else

“nu s-a gasit solutie”
end if

Observatie. Tehnica greedy nu conduce pentru orice instanta a problemei
monedelor la solutia optima. De exemplu pentru cazul monedelor cu valo-
rile (25,20,10,5,1) si a valorii C' = 40 strategia greedy ar conduce la solutia
(1,0,1,1,0) in timp ce varianta (0,2, 0,0,0) este optima. Pe de altd parte exis-
ta situatii in care problema nu are solutii. De exemplu pentru monede avand
valorile (20, 10,5) si C = 17 problema nu are solutie. Se observa usor ca dacd
exista moneda cu valoarea 1 atunci pentru orice suma C se poate determina
o solutie. Aceasta nu este insd neaparat optimala. Tehnica greedy conduce la
o solutie optima pentru problema monedelor doar daca valorile acestora satis-
fac anumite restrictii. Un exemplu de valori pentru care se poate demonstra
optimalitatea solutiei este: v;_; este multiplu al lui v; pentru fiecare ¢ > 2 (in
conditiile in care v[1..n| este ordonat descrescator).

7.2 Verificarea corectitudinii si analiza comple-
xitatii

Tehnica alegerii local optimale este o tehnica intuitiva si eficienta, dar nu garan-
teaza obtinerea solutiei optime decat pentru anumite cazuri particulare de pro-
bleme.

7.2.1 Verificarea corectitudinii

Intrucat tehnica greedy nu asigura implicit optimalitatea solutiei, aceasta tre-
buie demonstrata pentru cazul particular al problemei tratate. In general, pro-
blemele pentru care tehnica greedy poate fi aplicata cu succes au urmatoarele
proprietati:

e Proprietatea de alegere lacomd. Inseamna ca se poate ajunge la solutia
optima global efectuand alegeri local optimale. Pentru a demonstra ca o
problema are aceasta proprietate se porneste de la o solutie optima global
si se aratd ca poate fi modificata astfel incat prima componenta sa fie
obtinuta efectuand o alegere local optimala. Se analizeaza in continuare
restul solutiei (problema se reduce la una similard, dar de dimensiune mai
micd). Aplicand principiul inductiei matematice se arata ca la fiecare pas
poate fi efectuata o alegere de tip greedy. Aceasta etapa se reduce de fapt
la a arata ca problema are proprietatea de substructura optimd.

o Proprietatea de substructurd optimd. Se considerd ca o problema are
proprietatea de substructura optima daca o solutie optima a problemei
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contine solutii optime ale subproblemelor. Pentru a demonstra acest
lucru se poate folosi tehnica reducerii la absurd. Pornind de la o solutie
optima S(n) = (s1,82,...,8,) se aratd cad S(n — 1) = (s2,...,5p) este
solutie optima pentru subproblema de dimensiune n— 1. Se presupune ca
S(n—1) nu este optima. Atunci ar exista S’ (n—1) = (s5, ..., s},) o solutie

mai bund. Aceasta conduce de reguld la faptul ca S’(n) = (s1, $5,...,5,)
este mai buna decat S(n) ceea ce contrazice ipoteza ci S(n) este optima.

Exemplul 7.2 Demonstram ca algoritmul submultime genereaza solutia op-
tima.

Propricetatea de alegere lacomd. Fie O = (01,02,...,0,) 0 solutie optima
a problemei. Cum nu conteaza ordinea elementelor in O putem presupune
cd 01 > 03 > ... > 0p. Cum elementele lui A sunt ordonate descrescitor
(a1 > ag > ... > ay) prin alegere de tip greedy prima componenta ar trebui si
fie a;. Vom arata ca o1 = ap prin metoda reducerii la absurd. Presupunem ca
01 # ai. Rezultd cd a; > o iar solutia O’ = (ay,09,...,0n,) are proprietatea
CA D 0cor 0= D 0co 0 = a1 — o1 > 0 adica este mai buna decat O. Aceasta insa
contrazice ipoteza ca O este solutie optima. Prin urmare 0y = a; adica primul
element al solutiei este ales conform strategiei greedy. Este suficient acum sa
demonstram ca problema poseda proprietatea de substructura optima.
Proprietatea de substructurd optimda. Fie O = (01,049, ...,0m) 0 solutie optima
a problemei initiale. Presupunem ca elementele lui A sunt ordonate descresca-
tor (a1 > az > ... > ay). Aratam ca O(;) = (02,...,0mn) este solutie optima a
problemei similare pentru Ay = (az, ..., a,) prin reducere la absurd. Daca nu
ar fi solutie optimé inseamna cé ar exista o altd solutie mai buna: (05,...,0},)
care completatda pe prima pozitie cu o7 ar conduce la o solutie globala mai
buna decat O. S-a ajuns la o contradictie, deci problema poseda proprietatea
substructurii optime.

Exemplul 7.3 Presupunem ca valorile din problema monedelor satisfac pro-
prietatile: v1 > vy > ... > v, = 18l v;_1 = dj—1v; (v;—1 este multiplu al lui
v;) pentru i = 2,n si demonstram ci in acest caz tehnica greedy conduce la o
solutie optima.

Proprietatea alegerii greedy. Fie O = (o1, .. .,0,) o solutie optima (3" | 0,0, =
CsiY" , 0; = K este minim4). Ardtdm cd prima componentd a lui O satisface
proprietatea alegerii greedy, adicd 0o, = |C/v1|. Fie Cy = C — 01v; suma ce
raméane dupéa ce s-au dat o; monede de valoare v;. Analizam doua situatii:

(i) Cy < vy. In acest caz Cy = C mod vy = C — |C/v1]vy deci 01 = [C/vy].
(i) Co > v1. Pornind de la O construim o noud solutie O’ caracterizata prin
o) = o1 + |C2/v1]. Suma ce raméne de acoperit dupa ce s-au dat monedele
de valoare v; este de aceastd data C) = C' — ojv; = Cy — |Ca/v1]vr < Co.
Diferenta Co — C% era acoperitd in solutia O din monedele de valoare mai
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micd. S& considerdm cazul particular in care |C2/v1]v1 < ogve (diferenta era

acoperitd doar cu monede de valoare v3). Noua solutie va fi atunci: O =
/ / / : /

(0},0h,03,...,0,) cu o) = 01 + |Ca/v1] si 05 = 03 — |C2/v1]di. Aceasta

acopera valoarea:

n
001+ 0502 +03v3+. . .4+ 0,v, = (01+|Ca/v1|)v1+ (02— LCg/vljdl)vg—i—Z 0iV;.
i—3

Cum v; = dyvg rezultd ca suma este chiar C. In ceea ce priveste numaéarul de
monede folosite, acesta este:

0/1+0/2+03+~~~+0n =01 + LCQ/U]J —+ 09 — LCQ/’U]Jdl +ZOZ‘ =
=3

= Zn:oi + I_CQ/U1J(1 —d1) < K

adica alegerea de tip greedy conduce la utilizarea a mai putine monede. Aceasta
contrazice ipoteza ca O este solutie optima. Prin urmare primul element se
alege dupa tehnica greedy. Acelasi rationament se aplica si daca [Ca/vq |v1 >
02v5 doar ca suma se acopera din contributia mai multor monede de valoare
mai mica, fapt posibil datorita relatiei de divizibilitate existente intre valori).

Proprietatea de substructurd optimda. Fie O = (o1,...,0,) 0 solutie optima.
Aratam ca Oy = (02,...,0,) e solutie optima pentru problema acoperirii
sumei Cy = C' — 0101 cu monede de valori va,v3,...,v,. Presupunem ca Oy)
nu este optima, adici existd 022) = (0,...,0},) cu proprietatile > " , ofv; =
Yo 00 = Cosi o p0; < Y0, Atunci O' = (01,05, ...,0),) verifica
0101 + Y g 0y = C sl o1+ Y i o0 < 01+ Y iy 04, adicd O este mai buna
decat O, ceea ce contrazice ipoteza ca O este optima.

7.2.2 Analiza complexitatii

Strategia greedy conduce in general la algoritmi eficienti. Din structura gene-
rald (greedyl) se observa ca prelucrarea care determini ordinul de complexi-
tate este cea de selectie. Daca aceasta este simpla se pot obtine chiar algoritmi
de complexitate liniara. In general nsa aplicarea strategiei necesita o sortare
prealabild a elementelor lui A astfel ci se ajunge la complexitate de tipul O(n?)
sau O(n 1g n) (daca se folosegte un algoritm eficient de sortare).

In cazul algoritmului submultime daca m este mic in raport cu n atunci nu
este justificat s& se ordoneze intregul set A ci sa se alega la fiecare etapa valoarea
maxima din cele ce nu au fost inca selectate. Se ajunge astfel la un ordin de
complexitate O(mn). In algoritmul monede sortarea domini celelalte prelucriri
astfel ci aceasta impune ordinul de complexitate (O(n?) sau O(n lg n)).
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7.3 Aplicatii

7.3.1 Varianta continua a problemei rucsacului

Este o problema clasica ce are multe aplicatii si diverse variante. Se considera
un set A de obiecte caracterizate fiecare prin profitul (p) si dimensiunea lor (d):
A= ((p1,d1),...,(pn,dyn)). Se mai considerd un rucsac de capacitate maxima
C'si se pune problema selectarii unui subset de obiecte, ((piy, di; ) - - -5 (Piy> diy,))
v o o . . k . v .
care si nu depdgeasca capacitatea rucsacului (3_;_, di; < C) si sd asigure un
profit maxim (Z?Zl pi; este maxima). Doua dintre cele mai cunoscute variante
ale problemei sunt:

e Varianta discreta (0-1). Obiectele nu pot fi divizate: un obiect este fie
preluat in intregime fie nu este preluat.

e Varianta continud (fractionard). Este posibil sa fie transferate si fractiuni
din obiecte, profitul asigurat fiind proportional cu fractiunea.

Doar pentru varianta fractionara se poate obtine o solutie optiméa aplicand
strategia greedy. In acest caz alegerea local optimala este cea care corespunde
profitului relativ maxim (profitul relativ al obiectului ¢ este p;/d;). Aplicand
strategia greedy se ajunge la a efectua urmatoarele prelucrari:

(i) se ordoneaza A descrescator dupa profitul relativ;

(ii) se transfera obiectele in ordinea in care apar in A, in Intregime cu exceptia
ultimului obiect din care se ia doar o fractiune, atat cat si se umple
rucsacul.

Pentru a descrie algoritmul facem urmatoarele conventii: A[i].p si Ali].d
reprezinta profitul respectiv dimensiunea obiectului ¢. Solutia va fi de forma:
S = (S[1],...,S[n]) cu S[i] € [0, 1], iar elementele sale vor fi interpretate astfel:
S[i] = 0 dacd obiectul ¢ nu este selectat, S[i] = 1 dacd obiectul ¢ este selectat
in intregime, S[i] € (0,1) - este selectatd doar o fractiune s[i] din obiectul i.
Cu aceste conventii algoritmul este descris in 7.1.

Solutia obtinutd aplicAnd acest algoritm va fi de forma: S = (1,1, ...,
1,/,0,...,0). In plus S sid; = C, astfel c& In continuare considerdm ca
restrictia problemei este de tip egalitate. Demonstram ca rucsac_fractionar
genereaza o solutie optima aratand ca orice solutie optima trebuie sa respecte
criteriul alegerii greedy.

Consideram ca obiectele sunt ordonate descrescator dupa valoarea profitului
relativ: p1/dy > po/da > ... > p,/d, (in cazul cand inegalitatea nu este
strictd alegerea de tip greedy nu este unica si complicd putin demonstratia).
Consideram O = (01,02,...,0,) o solutie optima si demonstram ca este de
tip greedy prin reducere la absurd. Presupunem ca O nu este de tip greedy

gi consideram c& O’ = (o}, ...,0),) este generatd apliciAnd tehnica greedy. Fie
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Algoritmul 7.1 Varianta fractionara a problemei rucsacului

rucsac_fractionar(A[l..n],C)
All..n] « sortare_descrescdtoare(A[l..n]) // sortare dupa profitul relativ
for i — 1,n do
S[i] <0
end for
71— 1;
while C > 0 and i <n do
if S[i].d < C then
Sli] — 1; C — C — Ali]l.d
else
Sli] — C/Ali].d; C 0
end if
t—1+1
end while
return S[1..n]

B: = {ilo, > 0;}, B_ = {i|o; < 0;} iar k = min B_ (cel mai mic indice
pentru care o < o0;). Din structura unei solutii de tip greedy rezultd ci daci
i € By sij € B_ atunci ¢ < j. Din restrictia problemei rezultd y .. | 0;d; =
D iy Oidi adicd 37, p (0] — 0i))di = 35,cp (0; — 0f)d;. Calculdm profiturile
corespunzitoare celor doud solutii: P = Y"1, 0;p; si P’ = >, 0ip;. Diferenta
lor este:

n

P -P= Z(og —0i)pi = Z (0} — 0i) 1% - Z (0i — Oé)di%.

i=1 i€By i€B_

Se observa ¢ p;/d; > py/dy pentru orice i € By iar p;/d; < pg/dy pentru orice
i1 € B_. Prin urmare

P/—P>5—k Z(O;—Oi)di—% Z(ol—oi)dzzo

k 1€BL i€EB_

Deci P’ > P ceea ce contrazice ipoteza ca O este optimd. Deci O are o struc-
turad de tip greedy. Proprietatea de substructura optiméa rezulta imediat prin
reducere la absurd.

Observatie. Pentru a ilustra faptul ca pentru varianta discreta aceasta strategie
nu conduce la solutia optima consideram exemplul: A = ((60,10), (100, 20),
(120,30)), C = 50. Profiturile relative sunt: 6, 5, 4, iar A este deja ordonat des-
crescator dupa acest criteriu. Aplicand strategia greedy s-ar transfera primele
doua obiecte ducand la un profit egal cu 160. Daca s-ar transfera al doilea si
al treilea obiect s-ar ajunge la un profit mai mare, 220.

166



Desi nu conduce la solutia optima, strategia greedy poate fi aplicata si
pentru varianta discretd conducand la o solutie sub-optimala (se poate demon-
stra ca solutia obtinuta aplicand tehnica greedy satisface: Zle 8iDi > Popt —
max; p;, Pop: fiind profitul corespunzéator solutiei optime). In schimb se poate
obtine o solutie optima aplicand tehnica programarii dinamice.

7.3.2 Problema selectarii activitatilor

Se considerad un set de activitati care au nevoie de o anumita resursa si la un
moment dat o singura activitate poate beneficia de resursa respectiva (de exem-
plu activitatea poate fi un examen, iar resursa o sala de examen). Presupunem
ca pentru fiecare activitate, A;, se cunoagte momentul de incepere, p; si cel de
finalizare ¢; (t; > p;). Presupunem c& activitatea se desfigoard in intervalul
[pi, ti). Doud activitati A; si A; se considerd compatibile daca intervalele asoci-
ate sunt disjuncte. Se cere sa se selecteze un numar ciat mai mare de activitati
compatibile.

O solutie a acestei probleme consta intr-un subset de activitati S = (a;,,. - -,
a;,,) care satisfac [p;;,t;;) N [pi,,ts,) = 0 pentru orice j # k.

Criteriul de selectie ar putea fi: (i) cea mai micd duratd; (ii) cel mai mic
moment de incepere; (iii) cel mai mic moment de sfarsit; (iv) intervalul care
se intersecteaza cu cele mai putine alte intervale. Dintre aceste variante cea
pentru care se poate demonstra ca asigura obtinerea solutiei optime este a treia:
la fiecare etapa se alege activitatea care se termina cel mai devreme.

Notéand cu A[i].p, Ali].t momentul de incepere respectiv cel de finalizare a
activitatii A[i] algoritmul bazat pe strategia greedy este descris in 7.2.

Algoritmul 7.2 Problema selectarii activitatilor

selectie_activitati(A[l..n])
All..n] « sortare_crescitoare(A[l..n]) // sortare dupa timpul de finalizare
S[1] «— A[1]
1—2; k1
while i <n do

if S[k].t < Ali].p then

k —k+1; S[k] — Alil;

end if

1+ 1+1
end while
return S[1..k]

Demonstram ca algoritmul de mai sus conduce la solutia optima. Dupa
ordonarea crescatoare dupa timpul de finalizare avem t; < to < ... < t,,.
Consideram o solutie optimd O = ((pi;, i1 )s-- - (Dins tir, ). Evident t;; > 1
prin urmare inlocuind A;, cu A; in O, se obtine o solutie in care exista acelasi
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numar de activitati compatibile dar prima activitate este aleasa conform strate-
giei greedy. Deci problema satisface proprietate alegerii local optimale. O data
aleasd prima activitate, problema se reduce la planificarea optima a activitatilor
compatibile cu prima. Daca O este solutia optima a problemei initiale atunci
O = ((piy,tin),---» (pi,,,ti,, ) este solutie optimd a subproblemei la care se
ajunge dupa stabilirea primei activitati. Astfel problema satisface gi propri-
etatea substructurii optime.

S& consideram cazul A = ((1,8), (2,5), (6,8),(5,6)). Sortand A in ordinea
crescatoare a duratei activitatilor se obtine ca solutie: S = ((5,6), (6,8), (2,5)).
Prin selectie dupd momentul de incepere a activititilor se obtine ((1,8)), in
schimb prin selectie dupd momentul de finalizare se obtine o solutie, S =
((2,5),(5,6),(6,8)), in care activitatile sunt deja ordonate in ordinea in care
vor fi efectuate.

7.3.3 Problema planificarii activitatilor

Se considera un set de n prelucrari ce trebuie executate de catre un procesor.
Durata executiei prelucrarilor este aceeasi (se considerd egala cu 1). Fiecare
prelucrare i are asociat un termen final de executie, t; < n + 1 si un profit,
pi. Profitul unei prelucrari intervine in calculul profitului total doar daca pre-
lucrarea este executatd (daca prelucrarea nu poate fi planificata inainte de
termenul final de executie profitul este nul). Se cere sa se planifice activitatile
astfel incit si fie maximizat profitul total (acesta este corelat cu numarul de
prelucrari planificate).

O solutie consta in stabilirea unui ”orar” de executie a prelucrarilor S =
(81,82,...,8n), si € {1,...,n} fiind indicele prelucrarii planificate la momen-
tul 7. Pentru rezolvarea problemei se poate aplica o tehnica de tip greedy
caracterizata prin:

e se sorteazd activitatile in ordinea descrescatoare a profitului;

e fiecare activitate se planifici intr-un interval liber cadt mai apropiat de
termenul final de executie.

Algoritmul este descris in 7.3. Se observd cd daca pentru fiecare ¢ €
{1,...,n} numadrul activitatilor care au termenul final cel mult ¢ este cel mult
egal cu ¢ (card{j|t; < i} < ¢ — 1) atunci toate activitatile vor fi planificate,
altfel vor exista activitati ce nu pot fi planificate.

Sa consideram n = 4 activitdti avand termenele finale: (2,3,4,2) si pro-
fiturile corespunzatoare (4,3,2,1). Atunci aplicind tehnica greedy se obtine
solutia (4,1,2,3). Daca insa termenele de executie sunt: (2,4, 1,2) si aceleasi
profituri se obtine solutia (3,1,0,2) iar activitatea 4 nu este planificata.
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Algoritmul 7.3 Problema planificarii activitatilor

planificare(A[l..n])
All..n] « sortare_descrescatoare(A[l..n]) // sortare dupa profit (A[i].p)
for i — 1,n do
S[i] <0
end for
for i — 1,n do
poz «— Ali].t — 1 // termenul final de executie
while S[poz] # 0 and poz > 1 do
poz «— poz — 1
end while
if S[poz] = 0 then
S[poz] < i // se planifica activitatea
else
7activitatea i nu poate fi planificata”
end if
end for
return S[1..n]

7.3.4 Problema impachetarii

Se considera un set de numere ay, az, ..., a, cu proprietatea ca a; € (0,C]. Se
cere s se grupeze in cat mai putine subseturi (k) astfel incat suma elementelor
din fiecare subset sa nu depaseasca valoarea C'. Este cunoscuta si sub numele de
”bin-packing problem”. Existd mai multe variante ce folosesc principiul alegerii
greedy insa toate sunt sub-optimale (nu garanteazd obtinerea optimului ¢i doar
a unei solutii suficient de apropiate de cea optima).

Varianta 1. Se construiesc succesiv submultimile: se transferd (in ordinea
in care se afla in set) in primul subset atitea elemente cat este posibil, din
elementele ramase se transfera elemente in al doilea subset etc. (nu e garantata
optimalitatea solutiei insa s-a demonstrat cad k < 2k, k fiind numarul de
subseturi generat prin strategia greedy de mai sus, iar k,p: este numarul optim
de subseturi).

Varianta 2. Se initializeaza n subseturi vide. Se parcurge setul de numere
si fiecare numaér se transfera in primul subset in care ”incape”. Numarul de
subseturi nevide astfel constituite k, are proprietatea k < 1.7kqp:.

Varianta 3. Daca se ordoneaza descrescator setul initial si se aplica varianta
2 se obtine o imbunatatire: k < 11/9%kq,: + 4.

Consideram c& solutia va fi reprezentatd printr-o matrice R[1..n,1..n] in
care linia ¢ corespunde subsetului 4 iar R[i,j] contine fie 0 fie indicele unui
element din a care trebuie plasat in subsetul i. Pentru a controla modul de
completare a subseturilor se pot folosi tablourile K[1..n] (K[¢] specifica indicele
ultimului element completat in linia i) i S[1..n] care contine suma curenta a
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elementelor de pe linia 7. Algoritmul este descris in 7.4.

Algoritmul 7.4 Problema impachetarii

impachetare(integer a[l..n))
R[1..n,1..n] < 0; K[1..n] « 0; S[1..n] < O;
a[l..n] «sortare_descrescatoare(a[l..n])
for i — 1,n do

Je=1

while S[j] + a[i] > C do

Je=J+1

end while

K[j] — K[} + 1; R[j, K[j]] — a[i]; S[j] < S[j] + ali]
end for
return R[l..n,1..n]

7.4 Probleme

Problema 7.1 Se considera un rucsac de capacitate C si un set de obiecte
avand toate aceeasi dimensiune, d, insa valori diferite. Sa se determine un
subset de obiecte care sa Incapa in rucsac si a caror valoare totala sa fie maxima.

Indicatie. Se selecteazid C/d obiecte in ordinea descrescatoare a valorilor.

Problema 7.2 Se considera un rucsac de capacitate C si un set de obiecte
avand toate aceeasi valoare, v, Insa dimensiuni diferite. Sa se determine un
subset de obiecte care sa Incapa in rucsac si a caror valoare totala sa fie maxima.

Indicatie. Se selecteaza obiecte in ordinea crescatoare a dimensiunilor pana se
depéseste capacitatea rucsacului (ultimul obiect selectat este ignorat).

Problema 7.3 (Stocare optimald pe suport cu acces secvential) Se considerd un
set de n figiere de dimensiuni dy,ds,. . .,d,,. Se pune problema stocarii acestora
pe un suport cu acces secvential astfel incat timpul total de regasire a figierelor
sd fie cat mai mic. Procesul de regasire satisface urmatoarele restrictii: (i)
fisierele trebuie regisite in ordinea inversd a stocdrii lor; (ii) timpul necesar
regasirii figierului k£ este proportional cu suma dimensiunilor tuturor figierelor
stocate inainte de acest figier la care se adaugd dimensiunea figierului (dy).

Indicatie. Sa considerim c& permutarea (p(1),p(2),...,p(n)) indicd ordinea
in care sunt stocate figierele. Atunci timpul necesar accesarii figierului & este
7(k) = dp) + ... + dpx). Prin urmare timpul de accesare al tuturor figierelor
este:

3

T(n) = ) (k) =ndyq) + (n— 1)dpe) + ... + 2dp—1) + dpr)
k=1
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