Capitolul 6
Tehnica divizarii

Este o tehnica similara tehnicii reducerii insa rezolvarea unei probleme de di-
mensiune n nu se reduce la rezolvarea unei singure subprobleme de dimensiune
mai mica ci la rezolvarea catorva subprobleme de dimensiuni ciat mai apropiate.

6.1 Principiul tehnicii divizarii

Tehnica divizarii (denumita si ”divide et impera” sau ”divide and conquer”) se
bazeaza pe descompunerea problemei de rezolvat in doua sau mai multe sub-
probleme independente, rezolvarea acestora gi combinarea rezultatelor obtinute.
Etapele care se parcurg in aplicarea metodei sunt:

e Descompunerea in subprobleme. O problema de dimensiune n este des-
compusa In doud sau mai multe subprobleme de dimensiune mai mica.
Cazul clasic este acela cand subproblemele au aceeasi natura ca si prob-
lema initiala. Ideal este ca dimensiunile subproblemelor s& fie cat mai
apropiate (daca problema de dimensiune n se descompune in k subpro-
bleme e de preferat ca acestea si aibd dimensiuni apropiate de n/k).
Pentru ca aceasta tehnica si fie efectivd (s conducd de exemplu la re-
ducerea costului calculului) trebuie ca subproblemele care se rezolva si
fie independente (o aceeasi subproblema s nu fie rezolvata de mai multe
ori).

e Rezolvarea subproblemelor. Fiecare dintre subproblemele independente
obtinute prin divizare se rezolva. Daca ele sunt similare problemei initiale
atunci se aplica din nou tehnica divizarii. Procesul de divizare continua
pana cand se ajunge la subprobleme de dimensiune suficient de mica
(dimensiunea criticd, n.) pentru a fi rezolvate direct.
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o (Combinarea rezultatelor. Pentru a obtine raspunsul la problema initiala
uneori trebuie combinate rezultatele obtinute prin rezolvarea subproble-
melor.

Structura generala a unui algoritm elaborat folosind tehnica divizarii este

descrisa in Algoritmul 6.1. In practica cel mai adesea se utilizeaza k = 2 si

ni

= |n/2], no =n—[n/2|.

Algoritmul 6.1 Structura generala a unui algoritm bazat pe tehnica divizarii

divizare(P(n))
if n < n. then
( rezolvare directd )
else
( descompune P(n) in k subprobleme P(n),...P(ng) )
for i — 1,k do
divizare(P(n;))
end for

( compunerea rezultatelor )
end if

Pentru a ilustra tehnica consideram problema determinarii maximului din-

tr-o secventd finitd de valori reale stocate in tabloul z[1..n]. Aplicand ideea di-
vizérii rezulta cd este suficient sd determindm maximul din subtabloul x[1..|n/2]]
si maximul din subtabloul z[[n/2]| + 1..n]. Rezultatul va {i cea mai mare dintre

va

lorile obtinute. Varianta recursiva a algoritmului este descrisa in Algoritmul

6.2.

Algoritmul 6.2 Determinarea maximului unui tablou folosind tehnica divizarii

10:
11:
12:
13:
14:

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

: maxim (real z[s..d])
. if s = d then
max «— x[s]
: else
m— [(s+d)/2]
maxl «— maxim(x[s..m])
maz2 — maxim(z[m + 1..d])
if maxl < max2 then
max <— max2
else
max «— mazl
end if
end if
return mazx

138



In acest caz se aplica tehnica divizarii pentru k = 2 gi dimensiunea critica
n. = 1. Subproblemele sunt independente, iar compunerea rezultatelor consta
in prelucrarea ”if mazxl < maz2 then max «— maz2 else max — mazl”.

Notand cu T'(n) numarul de comparatii efectuate se obtine relatia de recu-

renta:
T(n) = 0 dacan =1
Tl T(n/2))+T(n—|n/2])+1 dacdn>2
In cazul in care n nu este o putere a lui 2 metoda iteratiei este mai dificil de

aplicat. Pornim de la cazul particular n = 2" pentru care relatia de recurenta
conduce la T'(n) = 27'(n/2) + 1 pentru n > 2 obtindndu-se succesiunea:

T(n) = 2T(n/2)+1
T(n/2) = 2T(n/4)+1 |-2!
T(n/4) = 2T(n/8)+1 |-22
T(2) = 2T(1)+1 |-2m-!
T(1) = 0 gm

inmul‘gind relatiile cu factorii din ultima coloana, insumand relatiile si efectuand
reducerile se obtine: T'(n) = 1+2+2%2+...27"1 =2m 1 =n — 1. Acest
rezultat este valabil doar pentru n = 2™. Pentru a arata ca este adevarat
pentru orice n aplicdm inductia matematicd. Evident T(1) = 1 —1 = 0.
Presupunem ca T'(k) = k — 1 pentru orice k < n. Rezultd ca T'(n) = [n/2] —
1+n—{n/2] —1+1=mn-—1, adicd algoritmul are complexitate liniara, la fel
ca cel obtinut aplicand metoda clasica. Ultimul rezultat poate fi obtinut direct
folosind Propozitia 5.1.

6.2 Analiza complexitatii algoritmilor bazati pe
tehnica divizarii

Analiza complexitatii algoritmilor elaborati prin tehnica divizarii sau a redu-
cerii se bazeazd pe un rezultat teoretic important cunoscut sub numele de
Teorema master.

Presupunem ca o problema de dimensiune n este descompusa in m sub-
probleme de dimensiuni n/m dintre care este necesar sa fie rezolvate k < m.
Consideram c& divizarea i compunerea rezultatelor au impreuna costul Tpc(n)
iar costul rezolvarii in cazul particular este Ty. Cu aceste ipoteze costul cores-
punzator algoritmului verifica relatia de recurenta:

T(n) = T daca n < n,
" | KT (n/m)+Tpc(n) dacdn > n.

Determinarea lui T'(n) pornind de la aceasta recurenta este usurata de teorema
urmatoare.
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Teorema 6.1 (Teorema master) Dacd Tpc(n) € ©(n?), d > 0 atunci:

O(nd) dacd k < m?
T(n)e{ O(nign) dacd k=m?
O(n'°en k) dacd k > m?

Teorema raméane valabila si in cazul notatiei O. Pentru demonstratie pot fi
consultate [3], [11], [12].

Pentru algoritmul maxim avem d = 0, m = 2, k = 2, deci se aplica cazul al
treilea al teoremei obtindndu-se T'(n) = n.

Teorema poate fi aplicata si in cazul algoritmilor bazati pe tehnica reducerii.
Astfel pentru algoritmul cautéarii binare avem: Tpe(n) = (1) deci d = 0,
m = 2 si k = 1. Se aplica cazul al doilea al teoremei master (1 = 2°) si se
obtine T'(n) = O(Ig n).

6.3 Algoritmi de sortare bazati pe tehnica di-
vizarii

Consideram din nou problema ordonarii crescatoare a unui sir de valori; (1,22,

., Tp). Algoritmii bazati pe compararea elementelor prezentati in Cap. 4 au
ordinul de complexitate O(n?). Ideea de start o reprezinti incercarea de a
reduce aceasta complexitate folosind principiul divizarii. Aceasta presupune:
(i) descompunerea sirului initial in doud subsecvente; (ii) ordonarea fiecareia
dintre acestea folosind aceeasi tehnicg; (iii) combinarea subsecventelor ordonate
pentru a obtine varianta ordonata a girului total.

Dimensiunea critica, sub care problema poate fi rezolvata direct este n. =
1. In acest caz subsecventa se reduce la un singur element, implicit ordonat.
Este posibil sa se foloseasca si 1 < n. < 10 aplicand pentru sortarea acestor
subsecvente una dintre metodele elementare de sortare (de exemplu metoda
insertiei).

In continuare sunt prezentate doud metode de sortare bazate pe principiul
divizarii: sortarea prin interclasare ("mergesort”) si sortarea rapidd (”quick-
sort”). Acestea difera atit in etapa descompunerii sirului in subsiruri cit si in
recombinarea rezultatelor.

6.3.1 Sortare prin interclasare

Idee.
Sirul (z1, 9, ...,z,) se descompune in doud subsecvente de lungimi cit mai
apropiate: (x1,...,%[n/2)) 8 (T|n/2)+1,---,%n); se ordoneaza fiecare dintre

subsecvente aplicand aceeasi tehnica; se construieste girul final ordonat par-
curgand cele doud subsecvente si preluand elemente din ele astfel incat sa fie
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respectatd relatia de ordine (aceasta prelucrare se numeste interclasare). Modul
de lucru al sortarii prin interclasare este ilustrat in figura 6.1.

158342100

Descompunerell

Cazliparticularl

Interclasarel

v 011234580

Figura 6.1: Sortare prin interclasare

Structura generala a algoritmului.

Etapele principale ale algoritmului de sortare prin interclasare sunt descrise in
Algoritmul 6.3 iar pentru sortarea unui tablou z[1..n] algoritmul trebuie apelat
pentru li = 1 gi Is = n (mergesort(z[l..n])).

Algoritmul 6.3 Structura generala a algoritmului de sortare prin interclasare

mergesort(z[li..ls])
if li <ls then
m = [(li+1s)/2]
z[li..m] « mergesort(z[li..m])
xz[m + 1..ls] < mergesort(x[m + 1..1s])
x[li..ls] « merge(z[li..m], z[m + 1..1s])
end if
return z[li..ls]
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Interclasare

Etapa cea mai importanta a prelucrarii este reprezentata de interclasare. Scopul
acestel prelucrari este construirea unui gir ordonat pornind de la doua siruri or-
donate. Ideea prelucrarii consta in a parcurge in paralel, folosind doua contoare,
cele doua giruri si a compara elementele curente. In sirul final se transfera ele-
mentul mai mic dintre cele doua iar contorul utilizat pentru parcurgerea sirului
din care s-a transferat un element este incrementat. Procesul continud pana
cand unul dintre sgiruri a fost transferat in intregime. Elementele celuilalt sir
sunt transferate direct in girul final.

Exista diverse modalitati de a descrie algoritmic aceasta prelucrare. Una
dintre acestea este prezentatda in Algoritmul 6.4 in care ¢ reprezinta o zona
suplimentara de memorie.

Algoritmul 6.4 Interclasarea a doua giruri ordonate crescator

merge(z[li..m],z[m + 1..1s])
i« li; j «— m+1; k0 // initializarea contoarelor
// parcurgerea pana la sfargitul unuia dintre tablouri
while : <m and j <ls do
if x[i] < z[j] then
// transfer din tabloul a
kE—k+1;clk] —zfil; i —i+1
else
// transfer din tabloul b
ke k+1; ok —aljl j —j+1
end if
end while
while 1 < m do
// transferul eventualelor elemente ramase in a
ke—k+1;clk] —=x[i]; i —i+1
end while
while j <Is do
// transferul eventualelor elemente ramase in b
k—k+1clk] —aljl; j—j+1;
end while
return c[l..k]

Preconditiile Algoritmului 6.4: {x[li..m] crescator si x[m + 1..1s] cresciitor},
iar postconditia este: {c[1..p + ¢] este crescator} (notdm cu p numaérul de ele-
mente din primul tablou gi cu ¢ numarul de elemente din al doilea). Pentru a
demonstra ca algoritmul asigura satisfacerea postconditiei este suficient sa se
arate cd {c[1..k] este crescitor, k = i+ j — 2} este proprietate invariantd pentru
fiecare dintre cele trei prelucrari repetitive.

Contorizand numarul de comparatii (Tc(p, q)) si cel de transferuri ale ele-
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mentelor (Tas(p, q)) se obtine: T¢(p, q) € Q(min(p, ¢)) (in cazul cel mai favora-
bil), Te(p, ¢) € O(p+q—1) (in cazul cel mai defavorabil) iar Th(p, ¢) € O(p+q).

S& analizdm cazul interclasérii a doud tablouri a[1..p] si b[1..q] (independent
de algoritmul de sortare prin interclasare). O variantd de algoritm este cea
care folosegte cate o valoare "santineld” pentru fiecare dintre tablourile a[l..p]
si b[1..q]. Santinelele constau in valori mai mari decit toate valorile prezente in
a gi b i sunt plasate pe pozitiile p 4+ 1 respectiv ¢ + 1. In acest caz algoritmul
poate fi descris intr-o forma mai condensatd (Algoritm 6.5) si atdt numarul de
comparatii cat gi numarul de transferuri este T¢(p, ¢) = Tar(p, q) = p+¢. Prin
urmare in varianta cu valori santinela se efectueaza ceva mai multe comparatii
decat in cea fara astfel de valori insa ordinul de complexitate ramane liniar in
raport cu dimensiunile tablourilor.

Algoritmul 6.5 Varianta cu valori santineld a algoritmului de interclasare
merge2(a[l..p+ 1],b[1..q¢ + 1])
afp + 1] < o0; blg + 1] « oo; // fixarea santinelelor
i« 1; j « 1; //initializarea indicilor de parcurgere
for k—1,p+q do
// parcurgerea pozitiilor in tabloul final
if a[i] < b[j] then
// preluare din a
clk] —alil; i —i+1
else
// preluare din b
clk] — bljl; j — j+1
end if
end for
return c[l..p + ¢|

Analiza complexitatii.

Notand cu T'(n) numarul de prelucrari (comparatii si transferuri) efectuate
de citre sortarea prin interclasare gi cu Tinter(n) numaérul celor efectuate pe
parcursul interclasarii se obtine relatia de recurenta:

T(n) = 0 n=1
T(|n/2])+T(n—[n/2]) + Tinter(n) n>1
Cum numaérul de subprobleme este 2 (m = 2) si ambele trebuie rezolvate

(k = 2) iar Tipter(n) € O(n) rezultd cd se poate aplica cazul doi al Teore-
mei master (d = 1 astfel ca k = m?) obtinindu-se c& sortarea prin interclasare
are complexitate ©(nlg n).

Observatie. Costul redus al prelucrarilor din sortarea prin interclasare este
insa contrabalansat de faptul ca se utilizeaza (in etapa de interclasare) o zona
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de manevra de dimensiune proportionald cu cea a tabloului initial. In [12] (pag.
256) este descrisa o varianta nerecursiva a sortarii prin interclasare caracteri-
zatd printr-un numaéar redus de transferuri de elemente.

6.3.2 Sortare rapida
Idee

La sortarea prin interclasare descompunerea sirului initial in doua subsecvente
se realizeaza pe baza pozitiei elementelor. Asta face ca elemente cu valori mici
(sau mari) sd se poatd afla in fiecare dintre subsgiruri. Din aceastd cauza este
necesara combinarea rezultatelor prin interclasare. O alta modalitate de des-
compunere ar fi aceea in care se tine cont si de valoarea elementelor. Scopul
urmarit este de a simplifica combinarea rezultatelor. Ideal ar fi ca prin con-
catenarea sirurilor ordonate sa se obtina girul ordonat in intregime.

Exemplul 6.1 Consideram girul x = (3,1,2,4,7,5,8). Se observa ca elemen-
tul 4 se afld pe o pozitie privilegiatd (¢ = 4) intrucit toate elementele care
il preced sunt mai mici decat el si toate cele care il succed sunt mai mari.
Aceasta inseamnd ci se afld deja pe pozitia finald. Un element z[q] avand pro-
prietatile: z[i] < z[q] pentru i = 1,¢— 1 si z[i] > z[q] pentru i = ¢+ 1,n se
numeste pivot. Existenta unui pivot permite reducerea sortarii sirului initial la
sortarea subsecventelor x[1..g— 1] si [¢g+1..n]. Nu intotdeauna exista un astfel
de pivot dupa cum se observa din subsirul (3,1, 2). In aceste situatii trebuie
”creat” unul prin modificarea pozitiilor unor elemente. Alteori pivotul, daca
exista, se afla pe o pozitie care nu permite descompunerea problemei initiale in
subprobleme de dimensiuni apropiate (de exemplu in subsirul (7,5, 8) valoarea
de pe ultima pozitie poate fi considerata valoare pivot).

Exemplul 6.2 Si consideram acum sirul (3,1,2,7,5,4,8). Se observa cid po-
zitia ¢ = 3 are urmatoarea proprietate: z[i] < z[j] pentru orice i € {1,...,q} si
orice j € {¢+1,...,n}. In acest caz sortarea girului initial se reduce la sortarea
subgirurilor z[1..q] si z[g 4+ 1..n]. Pozitia ¢ este numita pozitie de partitionare.

Structura generala

Pornind de la exemplele de mai sus se pot dezvolta doud variante de sortare
bazate pe descompunerea sirului initial in doua subsecvente: una care foloseste
un element pivot iar alta care foloseste o pozitie de partitionare. Acest tip
de sortare este cunoscuta sub numele de sortare rapida (”quicksort”) si a fost
dezvoltata de Hoare. Structura generald a acestor doua variante este descrisa
in Algoritmii 6.6 si 6.7.

Diferenta dintre cele doua variante este mica: in prima varianta in prelu-
crarea de partitionare se asigura si plasarea pe pozitia g a valorii finale pe cand
in a doua doar se determina pozitia de partitionare.
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Algoritmul 6.6 Sortare rapida bazata pe element pivot

quicksortl (z[li..ls])
if li <ls then
q < partitiel(x[li..ls]
z[li..q — 1] « quicksorti(z[li..q— 1])
z[g + 1..1s] < quicksorti(z[q+ 1..ls])
end if
return z[li..ls]

Algoritmul 6.7 Sortare rapida bazata pe pozitie de partitionare

quicksort2 (z[li..ls])
if Il < ls then
q < partitie2(x[li..ls]
z[li..q] < quicksortl(x[li..q])
z[qg+ 1..ls] < quicksorti(z[g+ 1..ls])
end if
return z[li..ls

Partitionare

Este prelucrarea cea mai importanta a algoritmului. Discutam separat cele
doua variante desi dupa cum se va vedea diferentele dintre ele sunt putine.
Consideram problema identificarii in z[1..n] a unui pivot, z[q] cu propri-
etatea ci x[i] < z[q] pentru ¢ < ¢ si x[i] > z[q] pentru ¢ > ¢. Dupa cum s-a
vizut in exemplul anterior nu intotdeauna existd un pivot. In aceste situatii
se creeaza unul. Ideea este urméatoarea: se alege o valoare arbitrara dintre cele
prezente in gir gi se rearanjeaza elementele sirului (prin interschimbari) astfel
incat elementele mai mici decat aceasta valoare sa fie in prima parte a girului
iar cele mai mari in a doua parte a sirului. In felul acesta se determin si pozitia
q pe care trebuie plasata valoarea. Prelucrarea este descrisd in Algoritmul 6.8.

Exemplul 6.4 Consideram sirul (1,7,5,3,8,2,4). Initial ¢ = 0, j = 7 iar
v = 4. Succesiunea prelucrarilor este:

FEtapa 1. Dupa executia primului ciclu repeat se obtine i = 2 (cici 7 > 4) iar
dupéa executia celui de al doilea se obtine j = 6. Cum ¢ < j se interschimba
z[2] cu z[6] obtindndu-se (1,2,5,3,8,7,4).

Etapa 2. Parcurgerea in continuare de la stanga la dreapta conduce la ¢ = 3
iar de la dreapta la stdnga la j = 4. Cum 7 < j se interschimba z[3] cu z[4] si
se obtine (1,2,3,5,8,7,4).

Etapa 3. Continuand parcurgerile in cele doua directii se ajunge la ¢ = 4 i
Jj=3.

Cum ¢ > j se iese din prelucrarea repetitivd exterioard, iar elementele xz[4]
si x[7] se interschimba obtindndu-se (1,2,3,4,8,7,5), pozitia pivotului fiind 4.
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Algoritmul 6.8 Determinarea pozitiei pivotului

partitiel(z[li..ls])
v < x[ls] // se alege valoarea pivotului
i« li—1 // contor pentru parcurgere de la stanga la dreapta
j < ls // contor pentru parcurgere de la dreapta la stanga
while i < j do
repeat
1—1+1
until z[i] > v
repeat
J—j—1
until z[j] <wv
if ¢+ < j then
] < x[j]
end if
end while
x[i] < z[ls]
return 1

Aceasta pozitie asigura o partitionare echilibrata a girului. Aceasta situatie nu
este 1nsa obtinuta intotdeauna.

Exemplul 6.5 Sa consideram sirul (4,7,5,3,8,2,1). Aplicand acelasi algo-
ritm, dupd prima etapid se obtine: ¢ = 1, j = 1 (a se observa ca in acest
caz fara a folosi o pozitie suplimentard cu rol de fanion, z[0] = v conditia de
oprire a celui de-al doilea repeat nu este niciodata satisficutd), girul devine
(1,7,5,3,8,2,4) iar pozitia pivotului este ¢ = 1. In acest caz s-a obtinut o
partitionare dezechilibrata (sirul se descompune intr-un subsir vid, pivotul aflat
pe prima pozitie si un subsir constituit din celelalte elemente). Se poate re-
marca cd pentru primul ciclu repeat x[ls] joaca rolul unui fanion.

Observatii.

(i) Inegalitatile de tip > si < din ciclurile repeat fac ca, in cazul unor valori
egale, sa se obtina o partitionare echilibrata gi nu una dezechilibrata cum
s-ar iIntampla daca s-ar folosi inegalitati stricte. In acelagi timp daca s-ar
utiliza inegalitati stricte valoarea v nu ar putea fi folosita ca fanion.

(ii) Problema nesatisfacerii conditiei de oprire pentru ciclul dupa j poate sa
apara doar in cazul in care [t = 1 gi atunci cand v este cea mai mica
valoare din gir. Este de preferat sa se foloseasca valoare fanion decat sa
se modifice conditia de oprire de la ciclu (de exemplu z[j] < v and j < 7).

(iii) La iegirea din prelucrarea repetitiva exterioara (while) indicii 7 si j sa-
tisfac una dintre relatiile: ¢ = j sau ¢ = j 4+ 1. Ultima interschimbare
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asigura plasarea valorii fanion pe pozitia sa finala.

Pentru a justifica corectitudinea algoritmului partitiel consideram aser-
tiunea: {daci i < j atunci z[k] < v pentru k = li,i iar z[k] > v pentru
k = j,ls iar dacd i > j atunci z[k] < v pentru k = l4,4 iar z[k] > v pentru
k = j+1,is}. Cum preconditia este li < ls, deci i < j si postconditiile sunt
{z[k] < z[i] pentru k = 1,i — 1, x[k] > x[i] pentru k = i + 1,[s}, se poate ardta
ca asertiunea de mai sus este invarianta in raport cu prelucrarea repetitiva
while iar dupa efectuarea ultimei interschimbari implica postconditiile.

Consideram acum cealalta varianta de partitionare. Aceasta difera de prima
in special prin faptul ca permite ca valoarea pivotului sa participe la inter-
schimbari. In plus el nu este plasat la sfargit pe pozitia finald fiind necesara
astfel sortarea subtablourilor z[li..q] si z[q + 1..Is]. Aceasta face sd nu mai fie
necesara plasarea pe pozitia 0 a unui fanion intrucat se creeaza in mod natural
fanioane pentru fiecare dintre cele doua cicluri repeat. Aceastd varianta este
descrisa in Algoritmul 6.9.

Algoritmul 6.9 Determinarea pozitiei de partitionare

partitie2(z[li..ls])

v « z[li] // se alege valoarea pivotului

i« li—1 // contor pentru parcurgere de la stanga la dreapta
j < 1ls+1 // contor pentru parcurgere de la dreapta la stinga
while i < 5 do

repeat
1—1+1
until z[i] > v
repeat
Je—Jj—1
until z[j] <wv
if i < j then
ali] < w[j]
end if
end while
return j

In acest caz se poate arita ci asertiunea {dacii i < j atunci z[k] < v pentru
k = li,i iar x[k] > v pentru k = j,[s iar daca i > j atunci z[k] < v pentru
k =li,i— 1iar z[k] > v pentru k = j + 1,1s} este invarianti in raport cu ciclul
while iar la iegirea din ciclu (cdnd i = j sau ¢ = j+ 1) implicd z[k] < v pentru
k =1li,jsix[k] > vpentru k = j + 1,ls adica postconditia z[k1] < x[k2] pentru
orice k1 € {li,...,j}, k2e {j+1,...,ls}.

De remarcat ci dacd se alege ca pivot z[ls], varianta quicksort2 nu va
functiona corect putand conduce la situatia in care unul dintre subtablouri
este vid (ceea ce provoaca o succesiune nesfarsita de apeluri recursive, intrucat
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nu se mai reduce dimensiunea problemei). In cazul in care se doreste ca
x[ls] si fie valoarea pivot este necesar ca apelurile recursive si se facd pen-
tru: quicksort2(z[li..q— 1]) si quicksort2(x[q..ls]).

Ca urmare a reorganizarii sirului in etapa determinarii pivotului sau a
pozitiei de partitionare, pozitia relativd a elementelor avand aceeasi valoare
a cheii de sortare nu este neaparat conservata. Prin urmare algoritmul de
sortare rapida nu este stabil.

Analiza complexitatii

Analizam complexitatea variantei quicksortl. Pe parcursul partitionarii, nu-
marul de comparatii depaseste in general numarul de interschimbari, motiv
pentru care vom analiza doar numarul de comparatii efectuate. Pentru un sir
de lungime n numarul de comparatii efectuate in cele doua cicluri repeat din
partitionarel este n+i—j (i si j fiind valorile finale ale contoarelor). Astfel,
daca i = j se vor efectua n comparatii iar daca i = j + 1 se vor efectua n + 1
comparatii.

Influenta majora asupra numarului de comparatii efectuate de catre al-
goritmul quicksortl o are raportul dintre dimensiunile celor doua subgiruri
obtinute dupéa partitionare. Cu cat dimensiunile celor doua subsiruri sunt mai
apropiate cu atat se reduce numarul comparatiilor efectuate. Astfel cazurile
cele mai favorabile corespund partitionarii echilibrate iar cele mai putin favor-
abile partitionarii dezechilibrate.

Analiza in cazul cel mai favorabil. Presupunem ci la fiecare partitionare a
unui gir de lungime n se obtin doud subsecvente de lungimi |n/2]| respectiv
n — [n/2] — 1 iar numarul de comparatii din partitionare este n. In aceste
conditii putem considera ca marginea superioara a numarului de comparatii
satisface o relatie de recurenta de forma T'(n) = 2T(n/2) + n ceea ce conduce
prin teorema master la o complexitate de ordin nlg n. Prin urmare in cazul cel
mai favorabil ordinul de complexitate a algoritmului quicksortl este nlg n,
adica algoritmul apartine lui Q(nlg n).

Analiza in cazul cel mai defavorabil. Presupunem ca la fiecare partitionare se
efectueaza n + 1 comparatii si ca se genereaza un subsir vid si unul de lungime
n—1. Atunci relatia de recurenta corespunzatoare este T'(n) = T'(n—1)+n+1.
Aplicand metoda iteratiei se obtine T'(n) = (n + 1)(n 4+ 2)/2 — 3. Se obtine
astfel ca in cazul cel mai defavorabil complexitatea este patratica, adica sortarea
rapida apartine clasei O(n?). Spre deosebire de metodele elementare de sortare
pentru care un gir initial sortat conducea la un numéar minim de prelucrari in
acest caz tocmai aceste situatii conduc la costul maxim (pentru un sir deja
ordonat la fiecare partitionare se obtine pivotul pe ultima pozitie).

Pentru a evita partitionarea dezechilibrata au fost propuse diverse variante
de alegere a valorii pivotului, una dintre acestea constand in selectia a trei valori
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din gir si alegerea ca valoare a pivotului a medianei acestor valori (valoarea
aflata pe a doua pozitie in tripletul ordonat).

Analiza in cazul mediu. Se bazeazd pe ipoteza ci toate cele n pozitii ale girului
au aceeasi probabilitate de a fi selectate ca pozitie pivot (probabilitatea este in
acest caz 1/n). Presupunand ca la fiecare partitionare a unui sir de lungime
n se efectueaza n + 1 comparatii, numéarul de comparatii efectuate in cazul in
care pozitia pivotului este g satisface: Ty(n) =T(¢—1)+T(n —q) +n + 1.
Prin urmare numarul mediu de comparatii satisface:

Tm(n) = %22:1 Tq(n) =(Mn+1)+ %Zg:l(Tm(q —1)+Tn(n—q))

= (n+ 1)+ 230 Tulg - 1),

Scazand intre ele relatiile:

n

nTm(n) =2 Tulg—1)+n(n+1)

q=1

(n—DTp(n-1)= QiTm(q -1)+(n—-1n
q=1

se obtine relatia de recurenta pentru T,,:
nTy,(n)=Mn+1)Th(n—1)+2n

Aplicand metoda iteratiei rezulta:

1
o) = 21 m—1)+2
n

T(n—1) = — Tpn(n—2)+2]| ntl
" n—1"" n

n—1 nil
Tn(n=2) = " Tu(n—3)+2| -2k
. _ 3 n+1
T1n(2) = STa(1)+2 .5
Ty (1) = 0

iar prin insumare se obtine:

T (n) 2n+1)(A/n+1/(n—1)+...+1/3)+2
2n+1) Y1 2 +2~2(n+1)(lnn —In3) +2.
Prin urmare numarul mediu de comparatii este de ordinul 2n Inn ~ 1.38nlg n.

Aceasta inseamnd ci in cazul mediu sortarea rapidi este doar cu 38% mai
costisitoare decat in cazul cel mai favorabil.
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