Capitolul 4

Analiza algoritmilor de
sortare

4.1 Problematica sortarii

Se considera un set finit de obiecte, fiecare avand asociata o caracteristica,
numita cheie, ce ia valori intr-o multime pe care este definita o relatie de ordine.
Sortarea este procesul prin care elementele setului sunt rearanjate astfel Incat
cheile lor sa se afle intr-o anumita ordine.

Exemplul 4.1 Consideram setul de valori intregi: (5,8,3,1,6). In acest caz
cheia de sortare coincide cu valoarea elementului. Prin sortare crescatoare se
obtine setul (1,3,5,6,8) iar prin sortare descrescdtoare se obtine (8,6,5,3,1).

Exemplul 4.2 Consideram un tabel constand din nume ale studentilor si note:
((Popescu,9), (Tonescu,10), (Voinescu,8), (Adam,9)). In acest caz cheia de
sortare poate fi numele sau nota. Prin ordonare crescatoare dupa nume se
obtine ((Adam,9), (Ionescu,10), (Popescu,9), (Voinescu,8)), iar prin ordonare
descrescatoare dupa noté se obtine ((Ionescu,10), (Popescu,9), (Adam,9), (Voi-
nescu,8)).

Pentru a simplifica prezentarea, in continuare vom considera ca setul pre-
lucrat este constituit din valori scalare ce reprezinta chiar cheile de sortare si
ca scopul urmarit este ordonarea cresciatoare a acestora. Astfel, a ordona setul
(z1,22,...,2,) este echivalent cu a gasi o permutare de ordin n, (p(1),p(2),

cey p(n)) astfel incat Tp(1) < Tp(2) <...< Tp(n)-

De asemenea vom considera ca elementele setului sunt stocate pe un suport
de informatie ce permite accesul aleator la date. In acest caz este vorba despre
sortare internd. In cazul in care suportul de informatie permite doar acce-
sul secvential la date trebuie folosite metode specifice incadrate in categoria
metodelor de sortare externd.
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Pe de alta parte, in functie de spatiul de manevra necesar pentru efectuarea
sortarii exista:
e Sortare ce foloseste o zona de manevra de dimensiunea setului de date.

Daca setul initial de date este reprezentat de tabloul x[1..n], cel sortat se
va obtine intr-un alt tablou y[1..n].

e Sortare In aceeasi zond de memorie (sortare pe loc - in situ). Elementele
tabloului z[1..n] igi schimb& pozitiile astfel incat dupa incheierea proce-
sului sa fie ordonate. Este posibil ca si in acest caz sa se foloseasca o zona
de memorie insa aceasta este de regula de dimensiunea unui element si
nu de dimensiunea intregului tablou.

In continuare vom analiza doar metode de sortare interna in aceeasi zona
de memorie. Metodele de sortare pot fi caracterizate prin:

Stabilitate. O metoda de sortare este considerata stabila daca ordinea rela-
tivd a elementelor ce au aceeagi valoare a cheii nu se modifica in pro-
cesul de sortare. De exemplu daca asupra tabelului cu note din Exem-
plul 4.2 se aplica o metoda stabila de ordonare descrescatoare dupa nota
se obtine ((Tonescu,10), (Popescu,9), (Adam,9), (Voinescu,8)) pe cand
dacd se aplicd una care nu este stabild se va putea obtine ((Ionescu,10),
(Adam,9), (Popescu,9), (Voinescu,8)).

Naturalete. O metoda de sortare este considerata naturald dacd numarul de
operatii scade odata cu distanta dintre tabloul initial i cel sortat. O
masurad a acestei distante poate fi numarul de inversiuni al permutarii
corespunzatoare tabloului initial.

Eficientd. O metoda este considerata eficienta daca nu necesita un volum mare
de resurse. Din punctul de vedere al spatiului de memorie o metoda de
sortare pe loc este mai eficienta decat una bazata pe o zona de manevra
de dimensiunea tabloului. Din punct de vedere al timpului de executie
este important sa fie efectuate cat mai putine operatii. In general, in
analiza se iau in considerare doar operatiile efectuate asupra elementelor
tabloului (comparatii §i mutari). O metoda este consideratd optimald
daca ordinul sau de complexitate este cel mai mic din clasa de metode
din care face parte.

Simplitate. O metoda este considerata simpla daca este intuitiva si ugor de
inteles.

Primele doua proprietati sunt specifice algoritmilor de sortare pe cand ul-
timele sunt cu caracter general. In continuare vom considera citeva metode
elementare de sortare caracterizate prin faptul ca sunt simple, nu sunt cele
mai eficiente metode, dar reprezinta punct de pornire pentru metode avansate.
Pentru fiecare dintre aceste metode se va prezenta: principiul, verificarea corec-
titudinii si analiza complexitatii.
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4.2 Sortare prin insertie

4.2.1 Principiu

Ideea de baza a acestei metode este:

Incepind cu al doilea element al tabloului x[1..n), fiecare element
este inserat pe pozitia adecvatd in subtabloul care il precede.

La fiecare etapd a sortarii, elementului z[i] i se cauta pozitia adecvatd in
subtabloul destinatie x[1..¢ — 1] (care este deja ordonat) comparand pe z[i] cu
elementele din z[1..i — 1] incepand cu z[i — 1] i creAnd spatiu prin deplasarea
spre dreapta a elementelor mai mari decat x[i]. Astfel structura generala este
descrisa in algoritmul insertie.

insertie(real z[1..n])
for i — 2,n do

( insereaza x[i] in subgirul x[1..i — 1] astfel incat x[1..i] s& fie ordonat)
end for

Sortarea prin insertie este detaliata in Algoritmul 4.1.

Algoritmul 4.1 Sortare prin insertie

insertiel(real z[1..n])
for i — 2,n do
je—i-1
aux — x[i]
while j > 1 and auz < z[j] do
zlj + 1] — z[j]
J—j—1
end while
z[j + 1] < aux
end for
return z[1..n]

Exista si alte metode de implementare a metodei. Astfel, pentru a evita
efectuarea comparatiei j > 1 la fiecare iteratie interioara se plaseaza pe pozitia
0 in tabloul x valoarea lui x[i], aceast& pozitie jucind rolul unui fanion. Astfel
cel mai tarziu cand j = 0 se ajunge la z[j] = x[i]. Aceastd varianta este descrisa
in Algoritmul 4.2.

4.2.2 Verificarea corectitudinii

Preconditia problemei este P = {n > 1}, iar postconditia este Q ={x[1..n] este
ordonat crescator}. Pentru ciclul exterior (dupa i) demonstram c proprietatea
invariantd este {z[1..i — 1] este ordonat crescator}. La inceputul ciclului ¢ = 2,
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deci z[1..1] poate fi considerat crescitor. La sfargitul prelucrarii (i = n + 1)
invariantul implica evident postconditia. Raméne sa aratam ca proprietatea
ramane adevarata si dupa efectuarea prelucrarilor din cadrul ciclului. Pentru
aceasta este suficient s& ar&tidm ca pentru ciclul interior (dupa j) asertiunea
{z[1..4] este crescitor si aur < z[j+ 1] = z[j + 2] < ... < x[i]} este invariantd.
La sfargitul ciclului while aceasta proprietate ar implica una dintre relatiile:

o (1] <...<z[j] <aux <z[j+1] ==z[j +2] <...<z[{] in cazul in care
conditia de iegire din ciclu este auz > x[j];

o qur < z[l] = z[2] < ... < z[i] in cazul in care conditia de iegire din ciclu
este 7 = 0.

Oricare dintre aceste doua relatii ar conduce prin atribuirea z[j + 1] < aux la
z[1] < ... < z[j] < z[j+1] < z[j+2] < ... < x[i] iar prin trecerea la urmatoarea
valoare a contorului (i <+ 7+ 1) la faptul c& z[1..i — 1] este crescator.

Ramane doar sa justificim invariantul ciclului while. La intrarea in ciclu au
loc relatiile: j =i — 1, aux = z[i] deci aux = x[j + 1] = x[i] iar cum z[1..¢ — 1]
este crescator rezulta ca proprietatea invarianta propusa pentru while este
satisfacutda. Aratam ca ea nu este alteratd de prelucrarile din cadrul ciclului:
dacd auxr < z[j], prin atribuirea x[j + 1] <« z[j] se obtine: auz < z[j] =
z[j + 1] < ... < z[i] iar dupd j « j — 1 va fi adeviirata asertiunea: { z[1..j]
crescator i auzr < z[j+ 1] =z[j+2] < ... <z[i]. Cum z[j + 1] = z[j + 2] prin
atribuirea x[j + 1] < z[j] nu se pierde informatie din tablou.

Oprirea algoritmului este asigurata de utilizarea cate unui contor pentru
fiecare dintre cele doua cicluri.

Algoritmul 4.2 Sortarea prin insertie cu folosirea unui fanion

insertie2(real z[1..n])
for i — 2,n do
z[0] — x[f]
je—i—1
while z[0] < z[j] do
[j +1] — x[j]
Je=Jg—1
end while
z[j +1] — z[0]
end for
return z[1..n]

4.2.3 Analiza complexitatii

Vom lua in considerare doar operatiile de comparare i mutare (atribuire) efec-
tuate asupra elementelor tabloului. Fie T (7) si Th(¢) numarul comparatiilor
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respectiv al atribuirilor care implica elementele tabloului pentru fiecare i =
2,n. In functie de problema concretd de rezolvat poate fi mai mare costul
comparatiilor (daca compararea presupune efectuarea mai multor prelucrari)
sau costul atribuirilor (dacd elementele tabloului sunt structurate).

Cazul cel mai favorabil corespunde girului ordonat crescitor iar cel mai
defavorabil celui ordonat descrescator.

In cazul cel mai favorabil T(i) = 1, iar Tas(i) = 2 (este vorba de operatiile
care implica variabila ajutdatoare aux si care dealtfel in acest caz nu au nici un
efect) deci T'(n) > S0 (T (i) +Tar(i)) = 3(n—1). In cazul cel mai defavorabil
Te(i) =diar Th(i) = i— 142 =141, obtinandu-se ca T(n) < >0 ,(2i+1) =
n? +2n — 3.

Prin urmare 3(n — 1) < T'(n) < n? + 2n — 3 adica algoritmul sortarii prin
insertie se incadreaza in clasele Q(n) si O(n?).

4.2.4 Proprietati ale sortarii prin insertie

O proprietate importanta este faptul ca in cazul girurilor aproape sortate (numar
mic de inversiuni) comportarea algoritmului este apropiata de comportarea din
cazul cel mai favorabil. Aceasta Inseamna ca este satisfacuta proprietatea de
naturalete.

Atat timp cat conditia de continuare a ciclului interior este aux < xz[j]
algoritmul de sortare prin insertie este stabil. Daca insa se folosegte auz < z[j]
atunci stabilitatea nu mai este asigurata.

O alta caracteristica a sortarii prin insertie este faptul ca pentru fiecare
comparatie efectuata se realizeaza deplasarea unui element cu o singura pozitie.
Aceasta Inseamna eliminarea a cel mult unei inversiuni, adicd aranjarea in or-
dinea dorita (dar nu neaparat pe pozitiile finale) ale unei perechi de elemente.
Cum in cazul cel mai defavorabil, cel al unui sir ordonat descresciator, sunt
n(n — 1)/2 inversiuni rezulta cd sunt necesare tot atitea comparatii. Aceasta
inseamnd ca orice algoritm de sortare bazat pe transformiri locale (inter-
schimbéri intre elemente vecine) apartine lui O(n?). Pentru reducerea ordinului
de complexitate ar trebui sa se realizeze interschimbari intre elemente care nu
sunt neaparat vecine. Aceasta este ideea variantei de algoritm descrise in con-
tinuare.

4.2.5 Sortare prin insertie cu pas variabil

Unul dintre dezavantajele sortarii prin insertie este faptul ca la fiecare etapa un
element al girului se deplaseaza cu o singura pozitie. O varianta de reducere a
numarului de operatii efectuate este de a compara elemente aflate la o distanta
mai mare (h > 1) si de a realiza deplasarea acestor elemente peste mai multe
pozitii. De fapt tehnica se aplicd in mod repetat pentru valori din ce in ce mai
mici ale pasului h, asigurand h-sortarea sirului.
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Un gir z[1..n] este considerat h-sortat dacd orice subsir x[ig], z[io + h], x[i0 +
2h]... este sortat (ip € {1,...,h}). Aceasta este ideea algoritmului propus de
Donald Shell in 1959, algoritm cunoscut sub numele ”Shell sort”.

Elementul cheie al algoritmului il reprezinta alegerea valorilor pasului h.

Pentru alegeri adecvate ale secventei hj se poate obtine un algoritm de com-
plexitate mai mici (de exemplu O(n3/2) in loc de O(n?) cum este in cazul
algoritmului clasic de sortare prin insertie). O astfel de secventa de pasi este
hi, =2% —1 pentru 1 < k < |lgn].
Exemplu. Exemplificam ideea algoritmului In cazul unui sir cu 15 elemente
pentru urmatoarele valori ale pasului: h = 13, h = 4, h = 1 (care corespund
unui sir hy dat prin relatia hy = 3hi—1 + 1, hy = 1). Pentru acest sir s-a
ilustrat experimental ca este eficient, fara insd a fi determinat teoretic ordinul
de complexitate. Procesul de sortare consta in urmatoarele etape:

Etapa 1: pentru h = 13 se aplica algoritmul sortarii prin insertie subsirurilor
(x[1], z[14]) si (z[2],x[15]), singurele subsiruri cu elemente aflate la distanta h

care au mai mult de un element:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

4] 8 10 7 9 12 5 15 2 13 6 1 4 B 11

si se obtine

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3 8 10 7 9 12 5 15 2 13 6 1 4 14 11
Etapa 2: pentru h = 4 se aplica algoritmul sortarii prin insertie succesiv

subsirurilor: (z[1], z[5], z[9], z[13]), (z[2], z[6], [10], 2[14]), (x[3], =[7], x[11],2[15]),
(x[4], [8], [12]). Dupa prima subetapa (prelucrarea primului subsir) prin care
se ordoneaza subgirul constituit din elementele marcate:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
B1 8 10 7 @ 12 5 15 21 13 6 1 @I 14 11

se obtine:

1 2 3 4 5 6 v & 9 10 11 12 13 14 15
2 8 10 7 3 12 5 15 4 13 6 1 9 14 11

La a doua subetapa se aplica sortarea prin insertie asupra subgirului constituit
din elementele marcate:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 B 10 7 3 02 5 15 4 M31 6 1 9 @4 11

obtindndu-se aceeasgi configuratie (subsgirul este deja ordonat crescitor). Se
prelucreaza acum cel de al treilea subsir:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 8 M 7 3 12 B 15 4 13 1 9 14 IO
obtinandu-se
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12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 8 B 7 3 12 B 15 4 13 M 1 9 14 @I

Se aplica acum sortarea prin insertie asupra subsirului constituit din elementele
marcate:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 8 5 ™ 3 12 6 O 4 13 10 ™ 9 14 11
obtinandu-se
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 8 5 1 3 12 6 7 4 13 10 15 9 14 11

Etapa 3: Se aplica sortarea prin insertie asupra intregului gir. Intrucat girul
la care s-a ajuns prin prelucrarile anterioare este aproape sortat numarul de
operatii efectuate in ultima etapa (cand se aplicd sortarea clasica prin insertie)
este semnificativ mai mic decat daca s-ar aplica algoritmul de sortare prin
insertie girului initial. Pentru acest exemplu aplicarea directa a sortarii prin
insertie conduce la executia a 68 de comparatii pe cand aplicarea sortarii cu pas
variabil de insertie conduce la executia a 34 de comparatii. Atat prelucrarea
specificd unei etape (pentru o valoare a pasului de insertie) cit si intreaga
sortare sunt descrise in Algoritmul 4.3.

Algoritmul 4.3 Sortarea prin insertie cu pas variabil (”Shell sort”)

inser_pas(real z[1..n], integer h) shellsort(real z[1..n])
integer i, j integer h
real aux h—1
for i +— h+1,ndo while h < n do
aux — x[i] h+«—3xh+1
je—i—nh end while
while j > 1 and auz < z[j] do repeat
x[j + h] — z[j] h«— hDIV3
j—ji—nh z[1..n] < inser_pas(z[l..n], h)
end while until h =1
x[j + h] — auzx return z[l1..n]
end for

return z[1..n]

4.3 Sortare prin selectie

4.3.1 Principiu

Ideea de baza a acestei metode este:
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Pentru fiecare pozitie i, incepand cu prima, se selecteaza din sub-
tabloul ce incepe cu acea pozitie cel mai mic element si se am-
plaseaza pe locul respectiv (prin interschimbare cu elementul curent
de pe pozitia i)

Structura generald este descrisa in algoritmul selectie.

selectie(real z[1..n))
fori— 1,n—1do

( se determind valoarea minimd din z[i..n] si se interschimba cu z[i] )
end for

Ciclul for continud pand la n — 1 deoarece subtabloul z[n..n] contine un
singur element care este plasat chiar pe pozitia potrivita, ca urmare a inter-
schimbarilor efectuate anterior. O varianta de descriere a metodei selectiei este
Algoritmul 4.4.

Algoritmul 4.4 Sortare prin selectie

selectie(real z[1..n])
fori—1,n—1do
k«—1
for j — i+ 1,n do
if 2[k] > z[j] then
k—3j
end if
end for
if £ # i then
end if
end for
return (z[1..n))

4.3.2 Verificarea corectitudinii

Ar&tdm c& un invariant al ciclului exterior (dupd ) este: {z[1..i—1] este ordonat
crescator si z[i —1] < x[j] pentru j = 4,n}. La inceput i = 1 deci z[1..0] este un
tablou vid. Ciclul for interior (dup4 j) determind pozitia minimului din z[¢..n].
Aceasta este plasatd prin interschimbare pe pozitia i. Se obtine astfel ¢ x[1..i]
este ordonat crescitor si cd x[i] < z[j] pentru j =7 + 1, n. Dupd incrementarea
lui ¢ (la sfarsitul ciclului dupa i) se reobtine proprietatea invariantd. La final
i = n, iar invariantul conduce la z[l..n — 1] crescator si z[n — 1] < z[n] adica
z[1..n] este sortat crescitor.
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4.3.3 Analiza complexitatii
Indiferent de aranjarea initiala a elementelor, numarul de comparatii efectuate
este:

n—1 n n—1

To(n) = Z Z 1= Z(” —i)=n(n-1) - n(n2— D _ ”(”2— 1)

In cazul cel mai favorabil (sir ordonat crescator) numaérul interschimbaérilor
este Tar(n) = 0. In cazul cel mai defavorabil (sir ordonat descresciitor) pentru
fiecare i se efectueaza o interschimbare (trei atribuiri), deci costul corespunzator
modificarii elementelor tabloului este Ths(n) = 3 Z?;ll 1=3(n—1). Luand in
considerare atat comparatiile cat gi atribuirile se obtine ca algoritmul sortarii
prin selectie apartine clasei ©(n?).

4.3.4 Proprietati ale sortarii prin selectie

Algoritmul este partial natural (numérul de comparatii nu depinde de gradul
de sortare al girului). In varianta prezentati (cAnd minimul este interschimbat
cu pozitia curentd) algoritmul nu este stabil. Daca inséd in locul unei singure
interschimbari s-ar realiza deplasarea elementelor subtabloului z[i..k — 1] la
dreapta cu o pozitie (ca in algoritmul insertiei), iar z[k] (salvat in prealabil
intr-o variabild auxiliard) s-ar transfera in z[i] algoritmul ar deveni stabil.

4.4 Sortare prin interschimbarea elementelor
vecine

4.4.1 Principiu

Ideea de baza a acestei metode de sortare este:

Se parcurge tabloul de sortat si se compara elementele vecine iar
daca acestea nu se afld in ordinea corectd se interschimba. Parcurg-
erea se reia pand cand nu mai este necesard nici o interschimbare.

Structura generala este descrisa in algoritmul interschimbari.

interschimbari (real z[1..n])

repeat
( se parcurge tabloul si dac& doud elemente vecine nu sunt in ordinea
corectd sunt interschimbate )

until ( nu mai este necesara nici o interschimbare )

Sa consideram secventa interschimbarii elementelor vecine in cazul in care
nu sunt in ordinea corecta:
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fori— 1,n—1do
if z[i] > «[i + 1] then
x[i] < z[i + 1]
end if
end for

Folosind ca invariant al prelucrdrii repetitive proprietatea {z[i] > z[j],
j = 1,i} se poate arita ci prelucrarea de mai sus conduce la satisfacerea
postconditiei: {z[n] > z[i], i = 1,n}. Pentru i = 1 proprietatea invarianta este
adevaratd intrucat z[1] > z[1]. Presupunem ci proprietatea este adevarata
pentru i. Dacd z[i] < z[i + 1] atunci nu se efectueazd nici o prelucrare si
raméne adevarata gi pentru ¢ + 1. Dacd in schimb z[i] > z[i + 1] atunci se
efectueaza interschimbarea astfel cd z[i] < z[i + 1], deci proprietatea devine
adevarata gi pentru ¢ + 1.

Pe baza acestei proprietati a secventei de interschimbari se deduce ca este
suficient sa aplicdm aceastd prelucrare succesiv pentru z[l..n], z[l.n — 1], ...,
z[1..2]. Rezultd cd o prima varianta a sortarii prin interschimbarea elementelor
vecine este cea descrisa in Algoritmul 4.5.

Algoritmul 4.5 Sortare prin interschimbarea elementelor vecine

interschimbaril(real z[1..n])
for i — n,2,—1 do
for j — 1,i—1do
if z[j] > z[j + 1] then
2lj] o afj + 1
end if
end for
end for
return (z[1..n))

4.4.2 Verificarea corectitudinii

Intrucat s-a demonstrat ci efectul ciclului interior este c& plaseaza valoarea
maxima pe pozitia i rezultd ca pentru ciclul exterior poate fi considerata ca
invarianta proprietatea {z[i + 1..n] este crescdtor iar z[i + 1] > x[j] pentru
j = 1,i}. La iesirea din ciclul exterior, valoarea contorului i este 1 astfel ca se
obtine ci z[1..n] este ordonat crescator.
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4.4.3 Analiza complexitatii

Numaérul de comparatii efectuate nu depinde de gradul de sortare al girului
initial fiind 1n orice situatie:

n i—1 n n—1
Tc(n):221:2(i—1)=zz':w.

In schimb, numarul de interschimbari depinde de proprietatile sirului astfel: in
cazul cel mai favorabil (gir sortat crescdtor) se obtine Ths(n) = 0, iar in cazul
cel mai defavorabil (sir sortat descrescator) se obtine costul Ths(n) = 3n(n —
1)/2 (o interschimbare presupune efectuarea a 3 atribuiri). Astfel numarul de
prelucrari analizate satisface: n(n —1)/2 < T(n) < 2n(n — 1) adicd algoritmul
prezentat mai sus apartine clasei ©(n?).

4.4.4 Variante ale sortarii prin interschimbarea elemen-
telor vecine

Algoritmul interschimbaril poate fi imbunatatit prin reducerea numarului
de comparatii efectuate, in sensul cd nu este necesar intotdeauna sa se par-
curgd tabloul pentru i = 2,n. De exemplu, daca tabloul este de la inceput
ordonat ar fi suficientd o singura parcurgere care sa verifice ca nu este necesara
efectuarea nici unei interschimbari. Pornind de la aceasta idee se ajunge la
varianta descrisa in Algoritmul 4.6.

Algoritmul 4.6 Varianta a algoritmului de sortare prin interschimbarea ele-
mentelor vecine
interschimbiri2(real z[1..n])
repeat
inter «— false
fori—1,n—1do
if z[i] > z[i + 1] then
x[i] < z[i + 1]
inter «— true
end if
end for
until inter =false
return z[l..n]

Pentru acest algoritm numarul de comparatii efectuate in cazul cel mai
favorabil este T(n) = n — 1 iar in cazul cel mai defavorabil este Te(n) =
Z;l:l(n —1) = n(n —1). In ceea ce priveste costul interschimbarilor acesta
este acelagi ca pentru prima varianta a algoritmului gi anume 0 < Ths(n) <
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3n(n — 1)/2. Prin urmare costul total al prelucrarilor analizate satisface:

5n(n —1)

n—1<T(n)< 5

adicd algoritmul este din Q(n) si O(n?).

Intrucat la sfarsitul sirului se formeazii un subsir crescitor rezulti ci nu
mai este necesar sa se facd comparatii in acea portiune. Aceastd portiune este
limitata inferior de cel mai mare indice pentru care s-a efectuat interschimbare.
Pornind de la aceasta idee se ajunge la varianta descrisd in Algoritmul 4.7.

Algoritmul 4.7 Varianta a algoritmului de sortare prin interschimbarea ele-
mentelor vecine
interschimbiri3(real z[1..n])
m<«—mn
repeat
t—0
fori—1,m—1do
if z[i] > z[i + 1] then
x[i] < z[i + 1]
t—1
end if
end for
m 1
until ¢t <1
return z[l..n]

Sortarea prin interschimbarea elementelor vecine asigura, la fiecare pas al ci-
clului exterior, plasarea cate unui element (de exemplu maximul din subtabloul
tratat la etapa respectiva) pe pozitia finala. O variantd ceva mai eficientd ar fi
ca la fiecare etapd s se plaseze pe pozitiile finale cate doud elemente (minimul
respectiv maximul din subtabloul tratat la etapa respectiva). Pe de altd parte
prin retinerea indicelui ultimei interschimbari efectuate, atat la parcurgerea de
la stanga la dreapta cat si de la dreapta la stanga se poate limita regiunea a-
nalizatd cu mai mult de o pozitie atat la stanga cat si la dreapta (cand tabloul
contine portiuni deja sortate). Aceastd variantd (cunoscutd sub numele de
"shaker sort”) este descrisd in Algoritmul 4.8.

Atata timp cat conditia pentru interschimbare este specificata prin inegali-
tate strictd (z[i] > x[i + 1]) oricare dintre variantele algoritmului este stabils.
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Algoritmul 4.8 Varianta ”shaker sort”

shakersort(real z[1..n])
integer s,d,i,t
s—1;d—n
repeat
t—20
for i — s,d—1do
if x[i] > «[i + 1] then
z[i] o zfi+1];t i
end if
end for
if t # 0 then
d—t;t—0
fori«—d,s+1,—1do
if z[i] < z[i — 1] then
afi] o zfi —1]; t — i
end if
end for
s 1
end if
untilt =0or s =d
return z[l..n]

4.5 Limite ale eficientei algoritmilor de sortare
bazati pe compararea intre elemente

Valorile comparative ale numarului de prelucrari (comparatii si mutari asupra
elementelor tabloului) pentru algoritmii de sortare descrigi sunt prezentate in
Tabelul 4.1. In sectiunea referitoare la sortarea prin insertie s-a mentionat
faptul ca algoritmii de sortare bazati pe transformari locale (de exemplu, inter-
schimbari ale elementelor vecine) au o complexitate patratica in cazul cel mai
defavorabil.

In cazul general al algoritmilor de sortare ce folosesc compararea intre ele-
mente se poate arata cid ordinul de complexitate este cel putin n 1g n. Acest lu-
cru poate fi justificat prin faptul ca procesul de sortare poate fi ilustrat printr-un
arbore de decizie caracterizat prin faptul ca fiecare nod intern corespunde unei
comparatii intre doua elemente iar frontiera contine noduri corespunzatoare tu-
turor permutarilor posibile ale multimii elementelor ce trebuie sortate. Figura
4.1 ilustreaza arborele de decizie corespunzator sortarii prin insertie in cazul
unui tablou cu 3 elemente. Ordinul de complexitate al algoritmului este dat
de adancimea arborelui (numérul de nivele). In cazul unei multimi cu n ele-
mente, numarul permutarilor este n! iar intrucat arborele de decizie este binar

99



Algoritm Caz favorabil Caz defavorabil
Tc(n) [ Tu() | Tc() T (n)
insertiel n—1 2n—1) n2 +2n—2 n2—|—2n—4
3(n—1) <T(n) < n®>+2n— 3, (Qn), O(n?))
selectie w 0 w 3(n—1)
R E W (©(n?)
interschimbaril n(nQ— ) 0 w 3n(n2— 1)
n(nQ— 1) < T(n) < 2n(n—1), (0(n?))
interschimb#ri2 | n—1 0 n(n—1) n(ng— 1)
n—1<T(n) < w,(ﬁ(n), O(n?))

Tabelul 4.1: Costurile algoritmilor elementari de sortare (numar de comparatii
si de transferuri de elemente) si ordinele de complexitate corespunzatoare

rezultd ci adancimea lui, k, trebuie si satisfaci: 1+ 24 ...+ 2% > n! adici
21 — 1 > n! ceea ce implica faptul ca k € Q(lgn!) = Q(n Ig n). Prin wr-
mare, numarul de comparatii efectuate, in cel mai defavorabil caz, de catre un
algoritm de sortare bazat pe compararea elementelor este cel putin n 1g n. Un
exemplu de algoritm care atinge aceasta limita inferioara este cel bazat pe uti-
lizarea unei structuri de date speciale numita ”heap”. Pe langa acest algoritm
(descris in sectiunea urméitoare) exista si alti algoritmi care au ordin de com-
plexitate n lg n fie in cazul cel mai defavorabil (sortarea prin interclasare) sau
in cazul mediu (sortarea rapida). Acesti algoritmi sunt prezentati in capitolul
dedicat tehnicii divizarii.

4.6 Sortarea folosind structura de tip ”heap”

Un ”heap”, numit uneori ansamblu sau movila este un tablou de elemente
HJ[l..n] care are proprietatea ci pentru fiecare element H[i] cu 1 < i < [n/2]
sunt adevarate inegalitatile: H[i] > H[2i] si H[i] > H[2i+ 1] (in cazul in care
2i + 1 < n. O astfel de structurd poate fi vizualizata sub forma unui arbore
binar aproape complet (arbore in care fiecare nod are doi fii, iar fiecare nivel
cu exceptia ultimului este complet). Fii unui nod aflat pe pozitia ¢ in tablou
se afld pe pozitiile 2¢ (fiul stang) respectiv 2i + 1 (fiul drept). In baza aceleiasgi
proprietéti parintele nodului de pe pozitia ¢ in tablou se afld pe pozitia |i/2].
Cateva exemple de astfel de structura vizualizata arborescent sunt prezentate
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Figura 4.1: Arbore de decizie corespunzator sortarii prin insertie in cazul unui
tablou cu trei elemente distincte

in Figura 4.2.

Aceste structuri de date sunt utile atdt pentru sortarea eficientd a unui
tablou cat si pentru implementarea cozilor de prioritati. In aceastd sectiune
structura de tip "heap” este folosita doar pentru implementarea unei metode
de sortare.

Una dintre cele mai importante prelucrari referitoare la un heap este aceea
de a asigura satisfacerea proprietétii corespunzatoare fiecarui element (nod):
valoarea corespunzitoare nodului sa fie mai mare decat valorile corespunzatoare
fiillor. Metoda de transformare a unui heap astfel incat nodul ¢ sa satisfaca pro-
prietatea specificd (in ipoteza cd subarborii avand radacinile in cei doi fii satis-
fac fiecare proprietatea de heap) este descrisa in Algoritmul 4.9 care primeste
ca date de intrare tabloul corespunzator heapului si indicele nodului de unde
incepe procesul de "reparare”. Trebuie precizat faptul ca nu toate cele n ele-
mente ale tabloului sunt considerate active la un moment dat astfel ca dimen-
siunea heapului, specificatda in algoritm prin size(H) poate fi mai mica decat
n.

Intrucat un subarbore are cel mult 2n/3 noduri (cazul cel mai defavora-
bil este intalnit cadnd ultimul nivel al arborelului este completat pe jumatate)
numarul de comparatii efectuate, T'(n), satisface T'(n) < T'(n/3) + 2 ceea ce
conduce la faptul ca T'(n) € O(lg n).

Procesul propriu-zis de sortare consta in doua etape principale:
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Figura 4.2: Exemple de heap-uri descrise arborescent

Algoritmul 4.9 Restaurarea proprietatii de heap pornind de la nodul

reHeap(H[1..n},)

if 2¢ < size(H) and H|2i] > H|[i| then
imazx < 24

else
1max < 1t

end if

if 2i + 1 < size(H) and H[2i+ 1] > H[imaz| then
imaz <« 21+ 1

end if

if imaz # i then
H[i] < H[imax)]
H[l..n] «—reHeap(H ,imax)

end if

return H[1..n]

e Construirea, pornind de la tabloul initial, al unui heap. Procesul de

construire se bazeaza pe utilizarea algoritmului reHeap pentru fiecare
element din prima jumatate a tabloului incepand cu elementul de pe

pozitia |n/2]

Eliminarea succesiva din heap a nodului radécina si plasarea acestuia la
sfargitul tabloului corespunzator heap-ului. La fiecare etapa dimensiunea
heapului scade cu un element iar subtabloul ordonat de la sfarsitul zonei
corespunzatoare tabloului initial cregte cu un element.

Cele doua etape sunt descrise in Algoritmul 4.10.

Intrucat algoritmul heapSort apeleaza de n — 1 ori algoritmul reHeap care

are ordinul de complexitate O(lg n) iar cum algoritmul de construire are or-
dinul O(n lg n) rezulta ci heapSort are de asemenea ordinul O(n 1g n). Merita
mentionat faptul cd marginea superioara n lg n pentru algoritmul de construire
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Algoritmul 4.10 Construirea unui heap si sortarea pe baza acestuia

construireHeap(H][1..n]) heapSort(H][1..n])
size(H) «—mn H|[1..n] <—construireHeap(H)
for i — [n/2],1,—1do for i —n,2,—-1do
H[1..n] < reHeap(H,i) H[i]| — H[1]
end for size(H) « size(H) — 1
return H[l..n] H[1..n] «reHeap(H,1)
end for

return H[1..n]

al unui heap este larga si ca se poate demonstra ca acesta are de fapt complex-
itate liniara.

4.7 Algoritmi de sortare care nu folosesc com-
pararea intre elemente

Daca se cunosc informatii suplimentare despre elementele girului de sortat (de
exemplu ci apartin unei multimi de forma {1,...,m}) atunci se poate evita
compararea directd intre elemente si in felul acesta se pot obtine algoritmi de
complexitate mai mica decat nlgn.

4.7.1 Sortarea folosind tabel de frecvente

Sa considerdm problema sortdrii unui tablou z[1..n] avind elemente din {1,2,
..., m}. Pentru acest caz particular poate fi utilizat un algoritm de complexi-
tate O(m + n) bazat pe urmatoarele idei:

e se construiegte tabelul f[1..m] al frecventelor de aparitie ale valorilor
elementelor tabloului z[1..n];

e se calculeaza frecventele cumulate asociate;

e se foloseste tabelul frecventelor cumulate pentru a construi tabloul ordo-
nat y.

Ideea fundamentala a acestui algoritm este de a determina, pentru fiecare
element al tabloului de sortat, cate dintre elemente sunt mai mici decat el.
Din acest motiv metoda este cunoscuta si sub numele de sortare prin numarare
(”counting sort”). Acest lucru este ficut insd calculand frecvente cumulate si
fard a compara direct elementele intre ele. O varianta de implementare este
descrisa in Algoritmul 4.11. Daci m € O(n) atunci algoritmul are complexitate
liniard. Daca insd m este mult mai mare decat n (de exemplu m € ©(n?))
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atunci ordinul de complexitate al algoritmului de sortare este determinat de
m.

In ceea ce priveste stabilitatea, atat timp cat ciclul de construire al tabloului
y este descrescator, algoritmul este stabil. Spre deosebire de ceilalti algoritmi
de sortare analizati pana acum, acesta utilizeaza spatiu de memorie aditional
de dimensiune cel putin n.

Algoritmul 4.11 Sortare pe baza unui tablou de frecvente

CountingSort(integer z[1..n],m)
integer i, f[1..m], y[1..n]
for i — 1,m do
fli] <0
end for
for i — 1,n do

flalil]l < flzfill +1

end for
for i — 2, m do

fli] = fli = 1] + fld]
end for

for i — n,1,—1 do
ylf [=[i]]] — =[d]
flell] « fl=li]] -1

end for

for i — 1,n do
z[i] — yli]

end for

return z[l..n]

4.7.2 Sortarea pe baza cifrelor

In cazul in care elementele tabloului de sortat sunt numere naturale cu cel mult
k cifre, iar k este mic in raport cu n atunci sortarea poate fi realizata in timp
liniar in raport cu n. Ideea acestei metode este de a realiza succesiv sortarea
la nivelul cifrelor numarului pornind de la cifra cea mai putin semnificativa:
se ordoneaza tabloul in raport cu cifra cea mai putin semnificativa a fiecarui
numar (folosind de exemplu sortarea pe baza tabelului de frecvente) dupa care
se sorteaza In raport cu cifra de rang imediat superior s.a.m.d. pana se ajunge
la cifra cea mai semnificativa. Algoritmul 4.12 descrie structura generald pre-
cum si adaptarea algoritmului CountingSort in cazul sortarii pe baza cifrelor
(functia cs).

Algoritmul cs se apeleaza pentru m = 9 deci este de ordinul O(n). Pe
de altd parte pentru ca algoritmul de sortare pe baza cifrelor sa functioneze
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Algoritmul 4.12 Sortarea pe baza cifrelor

radixsort(integer z[1..n], k) cs(integer z[1..n],m,c )
integer i integer 1, j, f[0..m], y[1..n]
for:—0,k—1do for : — 0,m do
z[l..n] — es(x[1..n],9,17) fli] <0
end for end for
return z[1..n] for i — 1,n do
j — (z[¢]DIV putere(10,¢))MOD 10
fli] = flil+1
end for
for i — 1,m do
fli] = fli = 1]+ f[d]
end for

for i —n,1,—1 do
j < (z[i]DIV putere(10,¢))MOD 10
ylf1i]] =[]
fUl = fli] -1
end for
for i +— 1,n do
x[i] — yli]
end for
return z[1..n]

corect este necesar ca subalgoritmul de sortare prin numarare apelat sa fie
stabil. Daca m = 10* este semnificativ mai mare decat n atunci algoritmul
nu este eficient. Daca insa k este mult mai mic decat n atunci un algoritm de
complexitate O(kn) ar putea fi acceptabil.

4.8 Probleme

Problema 4.1 Se considera un tablou ale carui elemente contin doua tipuri
de informatii: nume si nota. Sa se ordoneze descrescitor dupa nota, iar pentru
aceeasi nota crescator dupa nume.

Indicatie. Se sorteaza tabloul crescator dupa nume, dupa care se aplica un
algoritm stabil pentru sortarea descrescatoare dupa nota.

Problema 4.2 Propuneti un algoritm care sorteaza crescator elementele de
pe pozitiile impare ale unui tablou si descrescator cele de pe pozitii pare.
Indicatie. Se aplica ideea de la h-sortarea prin insertie pentru h = 2 insa in

prima etapa se sorteaza crescator iar in a doua se sorteaza descrescator.

Problema 4.3 Se considera o matrice patratica de dimensiune n si elemente
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reale, a;;. Sa se reorganizeze matricea prin interschimbéari de linii §i coloane
astfel incat elementele diagonalei principale sa fie ordonate crescator.

Indicatie. Se aplicd algoritmul de sortare prin selectie asupra girului (a11, ass,
.., Gpy) Insd interschimbarea elementului a;; cu elementul a;; se realizeazd
prin interschimbarea intregii linii 4 cu linia j si a coloanei ¢ cu coloana j.

Problema 4.4 Se considera algoritmul:
alg(z[l..n])
fori«—1,n—1do

if i MOD 2 =1 then
for j —1,n—1,2do
if z[j] > z[j + 1] then
2lj] o afj+ 1]
end if
end for
else
for j —2,n—1,2do
if z[j] > z[j + 1] then
zlj] < xj +1]
end if
end for
end if
end for
return z[1..n]

S& se stabileasca care este efectul algoritmului asupra tabloului z[1..n] si s& se
stabileasca ordinul de complexitate.

Indicatie. Algoritmul asigurd ordonarea crescitoare a lui x[1..n] iar ordinul de
complexitate este O(n?).

Problema 4.5 Si se adapteze algoritmul de sortare pe baza tabelului de
frecvente (Algoritmul 4.11) astfel incat tabloul y sa contine elementele lui z
in ordine descrescatoare.

Indicatie. Atribuirea y[f[z[i]]] < x[é] se inlocuiegte cu y[n + 1 — f[z[i]]] — z[i],
iar pentru a asigura stabilitatea parcurgerea lui z[1..n] se va face incepand cu
primul element.

Problema 4.6 Se considerd un set de valori din {1, ..., m}. Preprocesati acest
set folosind un algoritm de complexitate O(max{m,n}) astfel incat raspunsul
la intrebarea ”céte elemente se afla in intervalul [a,b] 77, a,b € {1,...,m} s&
poata fi obtinut In timp constant.

Indicatie. In tabelul frecventelor cumulate (care poate fi construit in O(m+n))
elementul f[b] reprezintd numéarul de elemente din tablou mai mici sau egale
decét b, iar fla — 1] reprezintd numéarul elementelor strict mai mici decat a.
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Astfel numéarul de elemente cuprinse in [a,b] se poate obtine printr-o singura
operatie: f[b] — fla —1].

Problema 4.7 Propuneti un algoritm de complexitate liniara pentru ordona-
rea crescatoare a unui tablou constituit din n valori intregi apartinand multimii
{0,1,...,n% —1}.

Indicatie. Se vor interpreta valorile ca fiind reprezentate in baza n. Ast-
fel fiecareia dintre cele n valori 1i corespunde o pereche de "cifre”, co,c; €
{0,...,n — 1} obtinute ca rest respectiv cat al impartirii la n. Se poate ast-
fel aplica algoritmul sortarii pe baza cifrelor in cazul in care valoarea maxima
a "cifrelor” este m = n — 1 iar numarul de "cifre” este k = 2. Ordinul de
complexitate este in acest caz O(k(m + n)) adica O(n).

Problema 4.8 Se considerd un tablou constituit din triplete de trei valori
intregi corespunzatoare unei date calendaristice (zi,luna,an). Propuneti un al-
goritm eficient de ordonare crescatoare dupa valoarea datei.

Indicatie. Se aplicd un algoritm stabil de complexitate liniarad (de exemplu
sortarea prin numaérare) succesiv pentru zi, luna si an.
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