Capitolul 3

Analiza complexitatii
algoritmilor

Analiza complexitatii unui algoritm are ca scop estimarea volumului de resurse
de calcul necesare pentru executia algoritmului. Prin resurse se intelege:

e Spatiul de memorie necesar pentru stocarea datelor pe care le prelucreaza
algoritmul.

e Timpul necesar pentru executia tuturor prelucrarilor specificate in algo-
ritm.

Aceasta analiza este utila pentru a stabili daca un algoritm utilizeazd un
volum acceptabil de resurse pentru rezolvarea unei probleme. In caz contrar
algoritmul, chiar daca este corect, nu este considerat eficient gi nu poate fi apli-
cat in practica. Analiza complexitatii, numita si analiza eficientei algoritmilor,
este utilizata si in compararea algoritmilor cu scopul de a-1 alege pe cel mai
eficient (cel care folosegte cele mai putine resurse de calcul).

In majoritatea algoritmilor volumul resurselor necesare depinde de dimen-
stunea problemei de rezolvat. Aceasta este determinatd de reguld de volumul
datelor de intrare. In cazul cel mai general acesta este dat de numarul bitilor
necesari reprezentarii datelor. Daca se prelucreaza o valoare numerica, n (de
exemplu, se verifici dacd n este numar prim) atunci ca dimensiune a problemei
se consider numarul de biti utilizati in reprezentarea lui n, adica |log, n] + 1.
Daca datele de prelucrat sunt organizate sub forma unor tablouri atunci di-
mensiunea problemei poate fi considerata ca fiind numarul de componente ale
tablourilor (de exemplu la determinarea minimului dintr-un tablou cu n ele-
mente sau in calculul valorii unui polinom de gradul n se considera ca dimen-
siunea problemei este n). Sunt situatii in care volumul datelor de intrare este
specificat prin mai multe valori (de exemplu in prelucrarea unei matrici cu m
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linii si n coloane). In aceste cazuri dimensiunea problemei este reprezentata de
toate valorile respective (de exemplu, (m,n)).

Uneori la stabilirea dimensiunii unei probleme trebuie sa se tina cont si de
prelucrarile ce vor fi efectuate asupra datelor. De exemplu, daca prelucrarea
unui text se efectueaza la nivel de cuvinte atunci dimensiunea problemei va
fi determinaté de numarul cuvintelor, pe cand daca se efectueaza la nivel de
caractere atunci va fi determinata de numarul de caractere.

Spatiul de memorare este influentat de modul de reprezentare a datelor. De
exemplu, o matrice cu elemente intregi avand 100 de linii si 100 de coloane din
care doar 50 sunt nenule (matrice rard) poate fi reprezentata in una dintre vari-
antele: (i) tablou bidimensional 100 x 100 (10000 de valori intregi); (ii) tablou
unidimensional in care se retin doar cele 50 de valori nenule si indicii core-
spunzatori (150 de valori intregi). Alegerea unui mod eficient de reprezentare a
datelor poate influenta complexitatea prelucrarilor. De exemplu algoritmul de
adunare a doua matrici rare devine mai complicat in cazul In care acestea sunt
reprezentate prin tablouri unidimensionale. In general obtinerea unor algoritmi
eficienti din punct de vedere al timpului de executie necesita marirea spatiului
de memorie alocat datelor gi reciproc.

Dintre cele doua resurse de calcul, spatiu si timp, cea critica este timpul de
executie. In continuare vom analiza doar dependenta dintre timpul de executie
(inteles de cele mai multe ori ca numar de repetdri ale unor operatii) al unui
algoritm i dimensiunea problemei.

3.1 Timp de executie

In continuare vom nota cu T'(n) timpul de executie al unui algoritm destinat
rezolvarii unei probleme de dimensiune n. Pentru a estima timpul de executie
trebuie stabilit un model de calcul §i o unitate de masura. Vom considera un
model de calcul (numit i magind de calcul cu acces aleator) caracterizat prin:

e Prelucrarile se efectueaza in mod secvential.

e Operatiile elementare sunt efectuate in timp constant indiferent de va-
loarea operanzilor.

e Timpul de acces la informatie nu depinde de pozitia acesteia (nu sunt
diferente intre prelucrarea primului element al unui tablou si cea a oricarui
alt element).

A stabili o unitate de masura inseamna a stabili care sunt operatiile ele-
mentare si a considera ca unitate de misuri timpul acestora de executie. In
acest fel timpul de executie va fi exprimat prin numarul de operatii elementare
executate. Sunt considerate operatii elementare cele aritmetice (adunare, scadere,
inmultire, impértire), comparatiile si cele logice (negatie, conjunctie si disjunctie).
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1: S0

2: 50 Operatie Cost Nr. repetari
3: while i <n do 1 c1 1

4: 1—1+1 2 Co 1

5 S« S+ 3 c3 n+1

6: end while 4 N n

7: return S 5 cs n

Tabelul 3.1: Analiza costurilor in cazul algoritmului de calcul a sumei primelor
n numere naturale

Cum scopul calculului timpului de executie este de a permite compararea algo-
ritmilor, uneori este suficient sa se contorizeze doar anumite tipuri de operatii
elementare, numite operatii de bazd (de exemplu in cazul unui algoritm de
cdutare sau de sortare se pot contoriza doar operatiile de comparare) si/sau
s& se considere cd timpul de executie a acestora este unitar (desi operatiile de
inmmultire si Impartire sunt mai costisitoare decéat cele de adunare si scadere
in analizd se poate considera ca ele au acelasi cost).

Timpul de executie al intregului algoritm se obtine Insuméand timpii de
executie ai prelucrarilor componente.

Exemplul 3.1 Considerdm problema calculului sumei Y ., i. Dimensiunea
acestel probleme poate fi consideratda n. Algoritmul i tabelul cu costurile
corespunzatoare prelucrarilor sunt prezentate in Tabelul 3.1. Insuménd timpii
de executie ai prelucrarilor elementare se obtine: T'(n) = n(cz +c4 +c¢5) +c1 +
co + ¢c3 = kin + ko, adica timpul de executie depinde liniar de dimensiunea
problemei. Costurile operatiilor elementare influenteaza doar constantele ce
intervin in functia 7'(n).

Calculul sumei poate fi realizat si utilizand o prelucrare de tip for ¢ «— 1,n
do S «— S + i endfor. Costul gestiunii contorului (initializare, testare si
incrementare) fiind ¢y + (n 4 1)es + ney. In cazul in care toate prelucrarile
au cost unitar se obtine 2(n + 1) pentru costul gestiunii contorului unui ciclu
for cu n iteratii. Ipoteza costului unitar nu este in Intregime corectd intrucat
initializarea consta intr-o simpla atribuire iar incrementarea intr-o adunare si
o atribuire. Totusi pentru a simplifica analiza o vom utiliza in continuare.

Exemplul 3.2 Consideram problema determinarii produsului a doua matrici:
A de dimensiune mxn si B de dimensiune n X p. In acest caz dimensiunea prob-
lemei este determinata de trei valori: (m,n,p). Algoritmul si analiza costurilor
este prezentata in Tabelul 3.2.

Costul prelucrarilor de pe liniile 1, 2 si 4 reprezinta costul gestiunii contorului si
va fi tratat global. Presupunand ca toate operatiile aritmetice si de comparare
au cost unitar obtine timpul de executie T'(m,n,p) = dmnp + 5Smp + 4m + 2.
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1: for i — 1,m do

2: forj« 1,pdo Op. Cost Nr. repet.
3: cli,j] <0 1 2(m+1) 1

4: for k «— 1,n do 2 2(p+1) m

5: cli, j] < cli, 3] + ali, k] = bk, j] 3 1 m-p

6: end for 4 2(n+1) m-p

7. end for ) 2 m-p-n
8: end for

9: return c[l..m,1..p]

Tabelul 3.2: Analiza costurilor in cazul produsului a doud matrici

1 m «— z[1]

2: for i — 2,n do Operatie Cost Nr. repetari
3:  if m > z[i] then 1 1 1

4: m «— z[i] 2 2n 1

5. end if 3 1 n—1

6: end for 4 1 7(n)

7: return m

Tabelul 3.3: Analiza costurilor in cazul algoritmului de determinare a minimu-
lui dintr-un tablou

In practicd nu este necesard o analiza atat de detaliata ci este suficient s se
identifice operatia dominantd si sa se estimeze numarul de repetari ale acesteia.
Prin operatie dominanta se intelege operatia care contribuie cel mai mult la
timpul de executie a algoritmului si de regula este operatia ce apare in ciclul
cel mai interior. In exemplul de mai sus ar putea fi consideratd ca operatie
dominanta, operatia de inmultire. In acest caz costul executiei algoritmului ar
fi T(m,n,p) = mnp.

Exemplul 3.3 Consideram problema determinarii valorii minime dintr-un ta-
blou z[1..n]. Dimensiunea problemei este datd de numéarul n de elemente ale
tabloului. Prelucrarile algoritmului i costurile corespunzatoare sunt prezentate
in Tabelul 3.3.

Spre deosebire de exemplele anterioare timpul de executie nu poate fi calculat
explicit Intrucat numarul de repetari ale prelucrarii numerotate cu 4 depinde
de valorile aflate in tablou. Daca cea mai mica valoare din tablou se afla chiar
pe prima pozitie atunci prelucrarea 4 nu se efectueaza nici o data iar 7(n) = 0.
Acesta este considerat cazul cel mai favorabil.

Daca, in schimb, elementele tabloului sunt in ordine strict descrescatoare atunci
prelucrarea 4 se efectueaza la fiecare iteratie adicd 7(n) = n — 1. Acesta este
cazul cel mai defavorabil.
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1: gasit <« false

24— 1 Operatie Cost Nr. repetari
3: while (gasit =false) and ¢ < n do 1 1 1

4:  if v = z[i] then 2 1 1

5: gasit — true 3 3 Ti(n) +1

6: else 4 1 T1(n)

7: i—i+1 5 1 T2(n)

8 end if 6 1 73(n)

9: end while
10: return gasit

Tabelul 3.4: Analiza costurilor in cazul cautarii secventiale

Timpul de executie poate fi astfel incadrat intre doud limite: 3n < T'(n) <
4n — 1. In acest caz este usor de observat ca se poate considera ca operatie
dominanta cea a compararii dintre valoarea variabilei m si elementele tabloului.
In acest caz costul algoritmului ar fi T'(n) = n—1. In ambele situatii dependenta
timpului de executie de dimensiunea problemei este liniara.

Exemplul 3.4 Consideram problema cautirii unei valori v intr-un tablou x[1..n).
Dimensiunea problemei este din nou n iar o prima varianta a algoritmului este
si costurile corespunzatoare algoritmului este prezentata in Tabelul 3.4.

In cazul in care valoarea v se afld in sir notam cu k prima pozitie pe care se
afla. Se obtine:

A deci 1 < 7y(n) <n.
n  valoarea nu se afli in sir

k  valoarea se afla in sir
mi(n) =
| 1 valoarea se afla in sir
m2(n) = 0 valoarea nu se afli in si
sir

r3(n) = { k—1 valoarea se afla in sir deci 0 < 75(n) < n.

Tl n valoarea nu se afla in sir

Cazul cel mai favorabil este cel in care valoarea se afla pe prima pozitie in
tablou, caz in care T'(n) = 3(m1(n) +1) + 11 (n) + 2(n) + 13(n) +2 =6+ 1+
1+0+2=10.

Cazul cel mai defavorabil este cel in care valoarea nu se afli in tablou: T'(n) =
3n+1)+n+04+n+2=>5n+1).

O alta varianta a algoritmului de cautare este descrisa in Tabelul 3.5. Daca
existd k astfel incat xz[k] = v atunci 7(n) = k — 1. In acest caz numérul total
de operatii este 4k + 2. In cazul cel mai favorabil numérul de operatii este 6
iar in cazul cel mai defavorabil numarul de operatii este 4n + 2.
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1: 1+ 1

2: while (z[i] # v) and (i < n) do Operatie Cost Nr. repetari
30 di—1+1 1 1 1

4: end while 3 3 T(n)+1

5. if z[i] = v then 4 1 7(n)

6: gasit «—true 5-8 2 1

7: else

8:  gasit —false

9: end if

10: return gasit

Tabelul 3.5: Analiza costurilor in cazul cautarii secventiale

3.1.1 Analiza cazurilor extreme

Asa cum rezultd din analiza algoritmului de cautare prezentat in Exemplul
3.4. numarul de operatii executate depinde uneori nu doar de dimensiunea
problemei ci i de proprietatile datelor de intrare. Astfel pentru instante diferite
ale problemei se executd un numir diferit de prelucriri. In astfel de situatii
numarul de operatii executate nu poate fi calculat exact, astfel ca se calculeaza
margini ale acestuia analizand cele doua cazuri extreme: cazul cel mai favorabil
si cazul cel mai defavorabil.

Cazul favorabil corespunde acelor instante ale problemei pentru care numa-
rul de operatii efectuate este cel mai mic. Analiza in cazul cel mai favorabil
permite identificarea unei limite inferioare a timpului de executie. Aceasta
analizd este utila pentru a identifica algoritmi ineficienti (dacd un algoritm are
un cost mare in cel mai favorabil caz, atunci el nu poate fi considerat o vari-
antd acceptabild). Sunt situatii in care frecventa instantelor corespunzatoare
celui mai favorabil caz sau apropiate acestuia este mare. In astfel de situatii es-
timarile obtinute in cel mai favorabil caz sunt furnizeaza informatii utile despre
algoritm. De exemplu algoritmul de sortare prin insertie, analizat in Capitolul
4, se comporta bine in cazul in care tabloul este deja sortat, iar aceasta com-
portare ramane valabila gi pentru tablouri ”aproape” sortate.

Cazul cel mai defavorabil corespunde instantelor pentru care numarul de
operatii efectuate este maxim. Analiza acestui caz furnizeaza o limita supe-
rioard a timpului de executie . In aprecierea si compararea algoritmilor intere-
seaza In special cel mai defavorabil caz deoarece furnizeaza cel mai mare timp
de executie relativ la orice date de intrare de dimensiune data. Pe de alta parte
pentru anumiti algoritmi cazul cel mai defavorabil este relativ frecvent.

3.1.2 Analiza cazului mediu

Uneori, cazurile extreme (cel mai defavorabil si cel mai favorabil) se intélnesc
rar, astfel ca analiza acestor cazuri nu furnizeaza suficienta informatie despre
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algoritm.

In aceste situatii este utila o alta masura a complexitatii algoritmilor si
anume timpul mediu de execufie. Acesta reprezinta o valoare medie a timpilor
de executie calculata in raport cu distributia de probabilitate corespunzatoare
spatiului datelor de intrare. Stabilirea acestei distributii de probabilitate pre-
supune Impartirea multimii instantelor posibile ale problemei in clase astfel
incat pentru instantele din aceeasi clasa numarul de operatii efectuate sa fie
acelasi.

Daca v(n) reprezinta numarul cazurilor posibile (clase de instante pentru
care algoritmul efectueaza acelagi numér de operatii), Py este probabilitatea de
aparitie a cazului k iar Ti(n) este timpul de executie corespunzitor cazului k
atunci timpul mediu este dat de relatia:

v(n)

Tpn(n) =Y Ti(n)Ps.
k=1

Dacd toate cazurile sunt echiprobabile (P, = 1/v(n)) se obtine T,,(n) =
S Ti(n) /().

Exemplu. Consideram din nou problema cautéarii unei valori v intr-un tablou
z[1..n] (exemplul 3.4). Pentru a simplifica analiza vom considera cd elementele
tabloului sunt distincte. Pentru a calcula timpul mediu de executie trebuie sa
facem ipoteze asupra distributiei datelor de intrare.

Dificultatea principala in stabilirea timpului mediu consta in stabilirea dis-
tributiei corespunzatoare spatiului datelor de intrare. Pentru exemplul in
discutie s-ar putea lua in considerare si ipoteza ca probabilitatea ca valoarea v
sd se afle in tablou este P(v se afla in tablou) = p, iar probabilitatea ca valoarea
sa nu se afle in tablou este P(v nu se afla in tablou) = 1—p. In plus consideram
ca In cazul in care se afla in tablou elementul cautat se gaseste cu aceeagi prob-
abilitate pe oricare dintre cele n pozitii: P(v se afli pe pozitia k) = 1/n. In
acest caz timpul mediu este:

(10 — 5p)n + (5p + 10)
2

Tin(n) =

SIS

f:5(/c+1)+5(1 —p)n+1) =
k=1

Daca sansa ca elementul sa se afle in gir coincide cu cea ca el sa nu se afle
atunci se obtine T}, (n) = (15n + 25) /4.

O alta ipoteza asupra distributiei de probabilitate corespunzatoare diferitelor
instante ale problemei este sa consideram ca valoarea v se poate afla pe oricare
dintre pozitiile din tablou sau in afara acestuia cu aceeagi probabilitate. Cum
numarul cazurilor posibile este v(n) =n+1 (n cazuri in care valoarea se afla in
cadrul tabloului si unul in care v nu se afla in tablou) rezulta ca probabilitatea
fiecarui caz este 1/(n+1). Cum timpul corespunzétor cazului in care v se afla
pe pozitia k este Ty, = 5(k + 1) iar cel corespunzitor cazului in care valoarea
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nu se afld in tablou este 7,11 = 5(n + 1) rezultd cd timpul mediu de executie

este:
1

Tin(n) = (i5(k+1)+5(n+1)) _5(n® +5n+2)
k=1

2(n+1)

n+1

Aceasta ipoteza este naturald in cazul in care se analizeaza o varianta a
algoritmului caracterizata prin faptul ca se adauga la tablou un element care
coincide cu valoarea cautata. Aceasta varianta se bazeaza pe tehnica fanionului
gi este descrisé in algoritmul 3.1. Algoritmul returneaza pozitia pe care se afla
valoarea cautata. Daca pozitia returnata este n+1 atunci inseamna ca valoarea
cautatd nu se afla in tabloul initial.

Algoritmul 3.1 Cautare secventiala folosind tehnica fanionului

cxn+1]—w
11

: while z[i] # v do
1—1+1

: end while

: return ¢

Pentru cazul in care valoarea cautata se afla pe pozitia k (k € {1,...,n+1})
numarul de operatii efectuate este Ti(n) = 2k + 1. Astfel timpul mediu este
Ty (n) = ( "9k 4+ 1)) J(n+1) =n+3.

Timpul mediu de executie depinde de ipotezele facute asupra distributiei
datelor de intrare gi in general nu este o simpld medie aritmetica a timpilor
corespunzitori cazurilor extreme (cel mai favorabil respectiv cel mai defavora-
bil).

Datorita dificultatilor ce pot interveni in estimarea timpului mediu si da-
torita faptului ca in multe situatii acesta diferd de timpul in cazul cel mai
defavorabil doar prin valori ale constantelor implicate, de regula analiza se
referd la estimarea timpului in cazul cel mai defavorabil. Timpul mediu are
semnificatie atunci cand pentru problema in studiu cazul cel mai defavorabil
apare rar.

3.2 Ordin de crestere

Pentru a aprecia eficienta unui algoritm nu este necesara cunoasgterea expresiei
detaliate a timpului de executie. Mai degraba intereseaza modul in care timpul
de executie creste o data cu cresterea dimensiunii problemei. O masura utila
in acest sens este ordinul de crestere. Acesta este determinat de termenul
dominant din expresia timpului de executie. Cand dimensiunea problemei este
mare valoarea termenului dominant depaseste semnificativ valorile celorlalti
termeni astfel cd acestia din urma pot fi neglijati. Pentru a stabili ordinul de
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crestere al timpului de executie al unui algoritm este suficient sa se contorizeze
operatia dominantd (cea mai costisitoare si mai frecvent executatd).

Ezemple. Daca T'(n) = an+ b (¢ > 0) cand dimensiunea problemei cregte de
k ori si termenul dominant din timpul de executie creste de acelagi numar de
ori ciici T'(kn) = k - (an) + b. In acest caz este vorba despre un ordin liniar de
crestere. Daca T(n) = an?+bn+c (a > 0) atunci T'(kn) = k2-(an?)+k-(bn)+c,
deci termenul dominant creste de k2 ori, motiv pentru care spunem ci este un
ordin patratic de cregtere.

Daca T'(n) = algn atunci T'(kn) = algn + algk, adica termenul dominant
nu se modificd, timpul de executie crescand cu o constanta (in raport cu n).
In relatiile anterioare i in toate cele ce vor urma prin lg notim logaritmul in
baza 2 (intrucat trecerea de la o baza la alta este echivalenta cu Inmultirea
cu o constanta ce depinde doar de bazele implicate, iar in stabilirea ordinului
de cregtere se ignora constantele, in analiza eficientei baza logaritmilor nu este
relevantd). Un ordin logaritmic de cregtere reprezintd o comportare buna.
Daca in schimb T'(n) = a2" atunci T'(kn) = a(2")* adica ordinul de crestere
este exponential.

Intrucat problema eficientei devine critica pentru probleme de dimensiuni
mari analiza eficientei se efectueaza pentru valori mari ale lui n (teoretic se
considerd cd n — 00), in felul acesta ludndu-se in considerare doar comportarea
termenului dominant. Acest tip de analiza se numeste analizd asimptoticd. In
cadrul analizei asimptotice se considera cd un algoritm este mai eficient decét
altul daca ordinul de cregtere al timpului de executie al primului este mai mic
decat cel al celui de-al doilea.

Relatia intre ordinele de crestere are semnificatie doar pentru dimensiuni
mari ale problemei. Daci considerm timpii T7(n) = 10n + 10 si Ta(n) = n?
atunci se observa cu ugurintd cd T1(n) > Ta(n) pentru n < 10, desi ordinul de
cregtere al lui T este evident mai mic decét cel al lui T (Figura 3.1).

Prin urmare un algoritm asimptotic mai eficient decat altul reprezinta vari-
anta cea mai buna doar in cazul problemelor de dimensiuni mari.

3.3 Notatii asimptotice

Pentru a ugura analiza asimptotica gi pentru a permite gruparea algoritmilor in
clase in functie de ordinul de cregtere a timpului de executie (facand abstractie
de eventualele constante ce intervin in expresiile detaliate ale timpilor de executie)
s-au introdus niste clase de functii si notatii asociate.
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T(n)
800
600
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200

Figura 3.1: Ordin liniar si ordin patratic de crestere

3.3.1 Notatia O.

Definitia 3.1 Pentru o functie g : N — Ry, O(g(n)) reprezintd mulfimea de
functii:

O(g9(n)) = {f:N—=Ry;3er,c0 € R ng €N astfel incat
(3.1)
crg(n) < f(n) < cag(n), Vn = no}

Despre timpul de executie al unui algoritm, T'(n), se spune ca este de or-
dinul ©(g(n)) dacid T(n) € ©(g(n)). Prin abuz de notatie in algoritmica se
obisnuieste sa se scrie T'(n) = ©(g(n)). Din punct de vedere intuitiv faptul ca
f(n) € ©(g(n)) inseamna ca f(n) si g(n) sunt asimptotic echivalente, adica au
acelagi ordin de cregtere. Altfel spus lim,, .o f(n)/g(n) = k, k fiind o valoare
finita strict pozitiva.

In figura 3.2 este ilustratd aceasti idee folosind reprezentirile grafice ale
functiilor f(n) = n? + 5nlgn + 10 si g(n) = c¢;n?, ¢; € {1,2}, pentru diverse
domenii de variatie ale lui n (n € {1,...,5}, n € {1,...,50} respectiv n €
{1,...,500}) si valorile ¢; = 1 si ¢co = 4. Pentru aceste valori ale constantelor
c1 §1 co se observa din grafic ca este suficient sa consideram ny = 3 pentru
a ardta cd f € ©(g(n)). Constanta ca = 4 conduce la o margine superioara
relaxatd. In realitate orice valoarea supraunitard poate fi considerata, insa cu
cat co este mai mica cu atat ng va fi mai mare.

Exemplu. Pentru Exemplul 3.1 (calcul sumé) s-a obtinut T'(n) = kin + ko
(k1 > 0, k2 > 0) prin urmare pentru ¢; = k1, c2 = k1 + 1 g1 ng > k2 se obtine
cd cin < T(n) < con pentru n > ng, adicd T'(n) € ©(n).
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Figura 3.2: Graficele functiilor f (linie continud), ¢1g,c2g (linie punctata)

Pentru Exemplul 3.3 (determinare minim) s-a obtinut cd 3n < T'(n) < 4n—1
prin urmare T'(n) € ©(n) (este suficient si se considere ¢; = 3, ¢a = 4 si
ng = 1).

Propozitia 3.1 Notatia © are urmadatoarele proprietdti:

(i) Dacd T(n) = agn®+ap_1n*~1+.. . +ain+ag, ar, > 0 atunci T(n) € O(nk).

(i1) ©(log,(n)) = O(logy(n)) pentru orice valori reale pozitive a si b (diferite
de 1).

(iii) f(n) € O(f(n)) (reflexivitate).

(iv) Daca f(n) € ©(g(n)) atunci g(n) € O(f(n)) (simetrie).

(v) Dacd)f(n) € O(g(n)) si g(n) € O(h(n)) atunci f(n) € O(h(n)) (tranzitiv-
itate).

(vi) ©(f(n) + g(n)) = O(max{f(n),g(n)}).

Demonstratie. (i) Intr-adevir, din lim, . T(n)/n* = aj, rezultd ci pentru
orice ¢ > 0 existd ng(g) cu proprietatea ca |T'(n)/n* — ax| < e pentru orice
n > no(e). Deci

T(n) <

ap — € < <
nk

ar+e¢&, Yn>mno(e)
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adicd pentru ¢; = ar — €, ¢a = a + € $i np = no(e) se obtin inegalitatile din
(3.1).
(ii) Proprietatea rezulta din definitie si din faptul ca log, (n) = log,(n)/ log,(a).
(iii)-(vi) Toate proprietatile rezultd simplu din definitie.

O

Proprietatea (ii) sugereaza faptul ca in analiza eficientei nu are importanta
baza logaritmului, motiv pentru care in continuare logaritmul va fi specificat
generic prin lg fard a se face referire la baza lui (implicit se considera baza
2). Proprietatile (iii)-(v) sugereazi c& notatia © permite definirea unei clase
de echivalentd (f(n) si g(n) sunt echivalente dacd f(n) € ©(g(n))). Clasele de
echivalenta corespunzatoare sunt numite clase de complezitate.

Notatia © se foloseste atunci cand se poate determina explicit expresia
timpului de executie sau timpii de executie corespunzatori cazurilor extreme
au acelagi ordin de cregtere.

In cazul Exemplului 3.4 (problema citutirii) s-a obtinut ¢& 10 < T'(n) <
5(n+1) ceea ce sugereaza ca existd cazuri (de exemplu, valoarea este gasita pe
prima pozitie) in care numarul de operatii efectuate nu depinde de dimensiunea
problemei. In aceastil situatie T(n) ¢ ©(n) deoarece nu poate fi gasit un ¢y
si un ng astfel incat cyn < 10 pentru orice n > nyg. In astfel de situatii se
analizeaza comportarea asimptoticd a timpului in cazul cel mai defavorabil. In
situatia in care pentru toate datele de intrare timpul de executie nu depinde
de volumul acestora (de exemplu in cazul algoritmului de determinare a valorii
minime dintr-un sir ordonat crescator) atunci se noteaza T'(n) € ©(1) (timp de
executie constant).

3.3.2 Notatia O.

Definitia 3.2 Pentru o functie g : N — Ry, O(g(n)) reprezinta multimea de
functii:

O(g(n)) = {f:N—=Ry;3cecR, ngecN astfel incat
(3.2)
0< f(n) <cg(n),vn >ne}

Aceastad clasa de functii permite descrierea comportirii unui algoritm in
cazul cel mai defavorabil fard a se face referire la celelalte situatii. Intrucat de
regula intereseaza comportarea algoritmului pentru date arbitrare de intrare
este suficient sd specificam o margine superioara pentru timpul de executie.
Intuitiv, faptul c¢a f(n) € O(g(n)) inseamna ci f(n) cregte asimptotic cel mult
la fel de repede ca g(n). Altfel spus lim,, . f(n)/g(n) = k, k filnd o valoare
pozitiva, dar nu neaparat nenula.

Folosind definitia se pot demonstra urmatoarele proprietati ale notatiei O.

Propozitia 3.2 Notatia O are urmdatoarele proprietati:
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(i) Dacd T'(n) = apn®+ar_1n* "1 +.. +ain+ag, ar > 0 atunci T(n) € O(nP)
pentru orice p > k.

(i1) f(n) € O(f(n)) (reflexivitate).

(i11) Daca ];(n) € O(g(n)) si g(n) € O(h(n)) atunci f(n) € O(h(n)) (tranzi-
tivitate).

(i) O(f(n) + g(n)) = O(max{f(n),g(n)}).
(v) ©(g(n)) € O(g(n)).

Dupa cum ilustreaza Exemplul 3.4, incluziunea de la proprietatea (v), adica
©(g(n)) C O(g(n)), este stricta.

Folosind definitia lui O se verifica usor ca daca g1(n) < ga(n) pentru n > ng
iar f(n) € O(g1(n)) atunci f(n) € O(g2(n)). Prin urmare dacd T(n) € O(n)
atunci T'(n) € O(n?) pentru orice d > 1. Evident la analiza unui algoritm este
util s& se puna in evidenta cea mai micd margine superioara. Astfel pentru
algoritmul din Exemplul 3.4 vom spune ca are ordinul de complexitate O(n) si
nu O(n?) (chiar daca afirmatia ar fi corecta din punctul de vedere al definitiei).

Notatia o. Daca in Definitia 3.2 in locul inegalitatii f(n) < cg(n) se spe-
cificid inegalitatea strictd f(n) < cg(n) care are loc pentru orice constanta
pozitivd ¢ atunci se obtine clasa o(g(n)). Aceasta este echivalent cu faptul ci
lim,, o0 f(n)/g(n) = 0. Cu aceasta notatie putem scrie ca 3n — 1 € o(n?) dar
n?+3n—1¢ o(n?) (desi n? +3n—1 € O(n?)). Aceastd notatie este mai putin
frecvent folosita in practica decat O.

3.3.3 Notatia Q.

Definitia 3.3 Pentru o functie g : N — Ry, Q(g(n)) reprezintd mulfimea de
functii:

Qg(n)) = {f:N—=Ry;3cec R}, ng €N astfel incat
(3.3)
cg(n) < f(n),¥n = no}

Notatia ) se foloseste pentru a exprima eficienta algoritmului pornind de
la timpul de executie corespunzator celui mai favorabil caz. Intuitiv, faptul ca
f(n) € Q(g(n)) inseamna ca f(n) creste asimptotic cel putin la fel de repede
ca g(n), adicd lim,,_,o f(n)/g(n) > k, k fiind o valoare strict pozitiva dar nu
neapdrat finitd (limita poate fi chiar infinita).

Propozitia 3.3 Notatia 2 are urmatoarele proprietdti:

(i) Dacd T(n) = axn®+ap_1n*~'4.. . 4a1n+ao, ar, > 0 atunci T(n) € O(nP)
pentru orice p < k.
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(i) f(n) € Q(f(n)) (reflexivitate).

(#i) Daca J;(n) € Qg(n)) si g(n) € Q(h(n)) atunci f(n) € Q(h(n)) (tranzi-
tivitate).

(i) Q(f(n) + g(n)) = Qmax{f(n), g(n)})-
(v) ©(g(n)) < Q(g(n)).
(vi) Daca f(n) € O(g(n)) atunci g(n) € Q(f(n)) si reciproc.

Aga cum rezultd din Exemplul 3.4 incluziunea O(g(n)) C Q(g(n)) este
strictd: T(n) € Q(1) - corespunde cazului in care valoarea se giseste pe prima
pozitie - insa T'(n) ¢ O(1) intrucat in cazul cel mai defavorabil timpul de
executie depinde de n. Din proprietatile (v) din Propozitiile 3.2 si 3.3 rezulta
ca O(g(n)) = O(g(n)) N Q(g(n)).

Notatia w. Dacé in Definitia 3.3 in locul inegalitatii cg(n) < f(n) se spe-
cificd inegalitatea strictd cg(n) < f(n) care are loc pentru orice constanta
pozitiva ¢ atunci se obtine clasa w(g(n)). Aceasta este echivalent cu faptul ca
lim, . f(n)/g(n) = co. Cu aceastd notatie putem scrie ca 3n? — 1 € w(n) dar
3n—1¢&w(n) (desi 3n — 1 € Q(n)).

3.3.4 Analiza asimptotica a principalelor structuri de pre-
lucrare

Consideram problema determinarii ordinului de complexitate in cazul cel mai
defavorabil pentru structurile algoritmice: secventiala, alternativa si repetitivad.

Presupunem ca structura secventiald este constituitd din prelucrarile Aq,
..., A si fiecare dintre acestea are ordinul de complexitate O(g;(n)). Atunci
structura va avea ordinul de complexitate O(gi(n) + ...+ gx(n)) =
O(max{gi(n), . .., gu(n)}).

Daca evaluarea conditiei unei structuri alternative are cost constant iar
prelucrarile corespunzatoare celor doua variante au ordinele de complexitate
O(g1(n)) respectiv O(gz2(n)) atunci costul structurii alternative va fi
O(max{gi(n), g2 (n)}).

In cazul unei structuri repetitive pentru a determina ordinul de complexitate
in cazul cel mai defavorabil se considera numarul maxim de iteratii. Daca acesta
este mn, iar daca in corpul ciclului prelucrarile sunt de cost constant, atunci se
obtine ordinul O(n). In cazul unui ciclu dublu, daci atat pentru ciclul interior
cat gi pentru cel exterior limitele variaza intre 1 gi n atunci se obtine de regula
o complexitate patratica, O(n?). Daca insa limitele ciclului interior se modifica
este posibil sa se obtina un alt ordin. Sa consideram urmatoarea prelucrare:
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m«—1
for i — 1,n do
m <« 3xm
for j — 1,m do
prelucrare de ordin ©(1)  //prelucrare de cost constant
end for
end for

Cum pentru fiecare valoarea a lui i se obtine m = 3' rezulta ca timpul de
executie este de forma T'(n) =1+ (3" 4+ 1) € ©(3").

3.3.5 Clase de complexitate

Majoritatea algoritmilor intalniti in practica se incadreaza in una dintre clasele
mentionate in Tabelul 3.6. Ordinele de complexitate mentionate in tabel core-
spund celui mai defavorabil caz.

Complexitate Ordin Exemplu

logaritmica O(lgn)  cautare binara
liniard O(n) cdutare secventiala
O(nlgn) sortare prin interclasare
patratica O(n?) sortare prin insertie
cubica O(n?) produsul a doud matrici
patratice de ordin n
exponentiala ~ O(2") prelucrarea tuturor submultimilor
unei multimi cu n elemente
factoriala O(n!) prelucrarea tuturor permutarilor

unei multimi cu n elemente

Tabelul 3.6: Clase de complexitate si exemple de algoritmi reprezentativi

In ierarhizarea algoritmilor dupa ordinul de complexitate sunt utile relatiile
(3.4) cunoscute din matematica.

b k n n
lim (lgz) =0, lm X =0, lm X =0, lm <=0 (a>1)
n—o0 n n—oo q™
(3.4)
Algoritmii aplicabili pentru probleme de dimensiune mare sunt doar cei din
clasa O(n*) (k < n constanti) cunoscuti sub numele de algoritmi polinomiali.
Algoritmii de complexitate exponentiald sunt aplicabili doar pentru probleme
de dimensiune mica.
Pentru stabilirea clasei (ordinului) de complexitate a unui algoritm se par-
curg urmatoarele etape:
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1. Se stabileste dimensiunea problemei.
2. Se identifica operatia de bazi (operatia dominantd).

3. Se verifica dacd numarul de executii ale operatiei de baza depinde doar
de dimensiunea problemei. Daca da, se determina acest numar. Daca nu,
se analizeaza cazul cel mai favorabil, cazul cel mai defavorabil i (daca
este posibil) cazul mediu.

4. Se stabileste clasa de complexitate ciruia i apartine algoritmul.

3.4 Analiza empirica

Motivatie. Analiza teoretica a eficientei algoritmilor poate fi dificila in cazul
unor algoritmi care nu sunt simpli, mai ales daca este vorba de analiza cazu-
lui mediu. O alternativa la analiza teoretica a eficientei o reprezinta analiza
empiricd.

Aceasta poate fi utild pentru: (i) a obtine informatii preliminare privind
clasa de complexitate a unui algoritm; (ii) pentru a compara eficienta a doi
(sau mai multi) algoritmi destinati rezolvarii aceleiagi probleme; (iii) pentru a
compara eficienta mai multor implementari ale aceluiasi algoritm; (iv) pentru
a obtine informatii privind eficienta implementarii unui algoritm pe o anumita
magind de calcul; (v) pentru a identifica portiunile cele mai costisitoare din
cadrul programului (profilare).

Etapele analizei empirice. In analiza empirica a unui algoritm se parcurg
de reguld urmatoarele etape:

1. Se stabilegte scopul analizei.

2. Se alege metrica de eficientd ce va fi utilizatd (numérul de executii ale
unei/unor operatii sau timpul de executie a intregului algoritm sau a unei
portiuni din algoritm).

3. Se stabilesc proprietatile datelor de intrare in raport cu care se face ana-
liza (dimensiunea datelor sau proprietati specifice).

Se implementeaza algoritmul intr-un limbaj de programare.
Se genereaza mai multe seturi de date de intrare.

Se executa programul pentru fiecare set de date de intrare.

N o e

Se analizeaza datele obtinute.
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Alegerea masurii de eficienta depinde de scopul analizei. Dacd, de exem-
plu, se urmaregte obtinerea unor informatii privind clasa de complexitate sau
chiar verificarea acuratetei unei estimari teoretice atunci este adecvatd uti-
lizarea numarului de operatii efectuate. Daca insa scopul este evaluarea com-
portarii implementarii unui algoritm atunci este potrivit timpul de executie.

Pentru a efectua o analiza empirica nu este suficient un singur set de date
de intrare ci mai multe, care sa puna in evidenta diferitele caracteristici ale
algoritmului. In general este bine sa se aleaga date de diferite dimensiuni astfel
incat sa fie acoperita o plaja cat mai larga de dimensiuni. Pe de alta parte are
importanta si analiza diferitelor valori sau configuratii ale datelor de intrare.
Daca se analizeaza un algoritm care verificd daca un numar este prim sau nu si
testarea se face doar pentru numere ce nu sunt prime sau doar pentru numere
care sunt prime atunci nu se va obtine un rezultat relevant. Acelagi lucru
se poate Intampla pentru un algoritm a carui comportare depinde de gradul
de sortare a unui tablou (daci se aleg fie doar tablouri aproape sortate dupa
criteriul dorit fie tablouri ordonate in sens invers analiza nu va fi relevant).

In vederea analizei empirice la implementarea algoritmului intr-un limbaj
de programare vor trebui introduse secvente al caror scop este monitorizarea
executiei. Dacd metrica de eficienta este numarul de executii ale unei operatii
atunci se utilizeaza un contor care se incrementeaza dupa fiecare executie a
operatiei respective. Dacd metrica este timpul de executie atunci trebuie
inregistrat momentul intrarii in secventa analizata si momentul iesirii. Ma-
joritatea limbajelor de programare ofera functii de méasurare a timpului scurs
intre doua momente. Este important, in special in cazul in care pe calculator
sunt active mai multe taskuri, s& se contorizeze doar timpul afectat executiei
programului analizat. In special daci este vorba de misurarea timpului este in-
dicat sa se ruleze programul de test de mai multe ori si sa se calculeze valoarea
medie a timpilor.

La generarea seturilor de date de intrare scopul urmarit este sa se obtina
date tipice ruldrilor uzuale (si nu fie doar exceptii). In acest scop adesea
datele se genereaza in maniera aleatoare. In realitate este vorba de o pseudo-
aleatoritate intrucat este simulata prin tehnici cu caracter determinist.

Dupa executia programului pentru datele de test se inregistreaza rezul-
tatele, iar in scopul analizei fie se calculeaza marimi sintetice (media, abaterea
standard etc.), fie se reprezintad grafic perechi de puncte de forma (dimensiune
problema, masura de eficientd).

3.5 Analiza amortizata
Sa consideram problema numaririi in baza 2 de la 0 pana la n = 2F — 1
considerand valoarea binara curentd stocata intr-un tablou b[0..k — 1] (b[0]

reprezinta bitul cel mai putin semnificativ iar b[n] reprezinta bitul cel mai sem-
nificativ). Algoritmul determin&rii valorii n prin numaérare consta in aplicarea
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repetatd a unui algoritm de incrementare in baza 2 (Algoritmul 4).

Algoritmul 3.2 Incrementare binara

increm(integer b[0..k — 1]) numidrare(integer n, k)
integer i integer b[0..k — 1],j
Li«—0 1: b[0..k — 1] < 0; write b[0..k — 1]
2: while ¢ < k and b[i]] =1 do 2: for j «—1,n do
3 Bli] —0 3: b[0..k — 1] « increm(b[0..k — 1])
4 d—i+1 4:  write b[0..k — 1]
5: end while 5: end for
6: bli] — 1
7: return b[0..k — 1]

Se pune problema determinarii ordinului de complexitate in cazul cel mai
defavorabil. Dimensiunea problemei este determinata de valorile k£ si n iar
operatia dominantd este cea de schimbare a valorii unei cifre binare: b[i] se
transformé din 1 in 0 (linia 3 a algoritmului increm) sau din 0 in 1 (linia
6 a algoritmului increm). Daca se analizeaza eficienta algoritmului increm
independent de contextul general al problemei atunci se observa ugor ca in
cazul cel mai defavorabil numarul de modificari ale unei cifre binare este k.
Deci algoritmul increm apartine lui O(k). Cum algoritmul numdrare apeleaza
algoritmul increm de exact n ori rezulta ca in cazul cel mai defavorabil se
efectueaza kn operatii pentru a se numara de la 1 la n.

J b[0..k — 1] Nr. J b[0..k — 1] Nr.
bs by by by operatii bs by by by operatii
0O 0 0 O 0 O g8 mM [ 15
1 0 0 0 mM 1 9 1 0 0 M 16
2 0 0 O 3 10 1 0 @* 18
3 0 0 1 m 4 11 1 0 1 m 19
4 0 M 7 12 1 T 22
5 0 1 0 m 8 13 1 1 0 m 23
6 0 1 O 10 14 1 1 @ 25
7T 0 1 1 @D 11 15 1 1 1 @I 26

Tabelul 3.7: Numarul de operatii de transformare a unei cifre binare in cazul
numararii de la 0 la 15. Cifrele marcate sunt modificate la iteratia j in cadrul
algoritmului numarare

Daca 1nsa se urmareste numarul de operatii efectuate pentru k = 4sin = 15
(Tabelul 3.7) se observa ci numarul de operatii nu depéaseste 2n. Aceasta
inseamna ca marginea superioara obtinuta aplicand analiza clasica este prea
larga. Se observa ca cifra de pe pozitia 0 se modifica la fiecare iteratie, cifra de
pe pozitia 1 din in doua iteratii, cea de pe pozitia 2 din patru in patru iteratii
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g.a.m.d. Prin urmare numarul de operatii efectuate este

k—1 o] 1
ZL%J < nz 5 = 2n
=0 =0

Deci la fiecare dintre cele n iteratii din algoritmul numdrare se efectueaza
in cazul cel mai defavorabil un numar mediu de 2 modificai ale cifrelor binare.
Aceasta Inseamna ca in contextul utilizarii in algoritmul numarare, algoritmul
de incrementare (care luat independent este de complexitate O(k)) poate fi
considerat de complexitate O(n)/n ceea ce Inseamnd ca se poate considera ca
apartine lui O(1). Un cost astfel determinat este numit cost amortizat iar
analiza bazata pe astfel de costuri se numeste analizd amortizata. Metoda
folosita mai sus este cunoscuta sub numele de analiza bazata pe agregare. In
aceastd metoda costul amortizat este considerat acelagi pentru toate operatiile
(setarea unei cifre binare pe 1 respectiv setarea pe 0 au acelagi cost). O alta
varianta este cea care acorda costuri diferite pentru aceste operatii. Intrucat
numarul de operatii este mai mare cu cat sunt mai multe cifre de 1 pe primele
pozitii se asigneaza un cost mai mare setarii unei cifre pe 1 decat setarii unei
cifre pe 0. De exemplu se considera ca setarea unei cifre pe 1 este cotata cu
costul 2. La setarea efectiva a unei cifre pe 1 se contorizeaza costul efectiv
scazand 1 din valoarea cotata, 2. Restul joaca rolul unui credit care este folosit
la setarea unei cifre pe 0. In felul acesta costul unui apel al functiei increm
poate fi considerat egal cu costul setarii unei cifre pe 1 adica 2. Ideea este
inspirata de amortizarea costurilor in sistemele economice, de unde provine si
denumirea.

Analiza amortizata se bazeaza, ca si analiza cazului mediu, tot pe notiunea
de cost mediu, dar nu in sens statistic, nefiind astfel necesara stabilirea unei
distributii de probabilitate pentru diferitele clase de instante ale problemei.
Pentru detalii suplimentare privind analiza amortizatad pot fi consultate [3], [6],
[11].
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