Capitolul 1

Introducere

1.1 Rezolvarea algoritmica a problemelor

In termeni generali un algoritm este o metoda de rezolvare pas cu pas a pro-
blemelor. O problema este caracterizata de datele de intrare si un enunt care
specifica relatia existenta intre acestea si solutie. In cadrul algoritmului sunt
descrise prelucrarile necesare pentru a obtine solutia problemei pornind de la
datele de intrare.

In rezolvarea algoritmica a problemelor ideea fundamentala este de a urma
schema de rezolvare a unei probleme propusa de catre Polya cu peste 50 de ani
in urma [?]:

) fn;elegerea problemei. Presupune a identifica elementele problemei (date
de intrare, date de iegire si relatiile dintre ele) precum si a rdspunde
la intrebari de genul: sunt posibil de satisfacut conditiile specificate in
enunt? sunt informatiile despre problema suficiente, redundante sau con-
tradictorii?

o Stabilirea unei strategii. Presupune identificarea unor probleme similare
pentru care se cunoaste o metoda de rezolvare. Daca nu este evidenta
similaritatea cu probleme cunoscute se poate incerca reformularea prob-
lemei si eventual rezolvarea unei instante mai simple a acesteia.

e Punerea in aplicare a strategiei. Se aplica tehnica de rezolvare identificata
verificand corectitudinea fiecarei etape parcurse.

o Analiza rezultatelor. Se verifica daca rezultatele satisfac toate cerintele
problemei.

Particularizand aceste etape in cazul rezolvarii algoritmice a problemelor
rezulta urmatoarele etape:



1. Formularea clara, completa si neambigua a problemei, eventual prin uti-
lizarea unor specificatii formale.

2. Identificarea clasei din care face parte problema.

3. Identificarea unui algoritm care permite constructia solutiei pornind de
la specificatiile problemei.

4. Analiza corectitudinii algoritmului (are ca scop s verifice daca algoritmul
corespunde specificatiilor problemei).

5. Analiza eficientei algoritmului (are ca scop sa verifice daca solutia poate
fi obtinuta prin utilizarea unui volum rezonabil de resurse).

6. Implementarea algoritmului si executia acestuia.

Notiunea de algoritm este foarte frecvent folositd in informatica insa nu
exista o definitie unanim acceptata. In continuare consideram ca:

Un algoritm este o succesiune bine precizata de prelucrari care apli-
cate asupra datelor de intrare ale unei probleme permit obtinerea
solutiei acesteia dupd un numar finit de operatii.

Termenul de algoritm provine de la numele unui matematician persan, al-
Khowarizmi (al-Kwarizmi), ce a trait in secolul al IX-lea si care a scris o lucrare
despre efectuarea calculelor numerice intr-o maniera algebrica. Primul algoritm
se considera a fi algoritmul lui Fuclid (utilizat pentru determinarea celui mai
mare divizor comun a doud numere naturale).

Notiunea de algoritm poate fi inteleasa in sens larg nefiind neaparat legata
de rezolvarea unei probleme cu caracter stiintific, ci doar pentru a descrie intr-o
maniera ordonata activitati care constau in parcurgerea unei succesiuni de pasi
(cum este de exemplu utilizarea unui telefon public sau a unui bancomat). In
matematica exista o serie de metode binecunoscute care poseda caracteristi-
cile unui algoritm: metoda rezolvarii ecuatiei de gradul doi, metoda lui Fuclid
pentru calculul celui mai mare divizor comun a doua numere naturale, metoda
lui Eratostene (pentru generarea numerelor prime mai mici decit o anumita
valoare), schema lui Horner (pentru evaluarea unui polinom dar i pentru de-
terminarea catului si restului impartirii unui polinom la un binom) etc.

Solutia problemei se obtine prin ezecutia algoritmului. Algoritmul poate
fi executat pe o magind formala (in faza de proiectare si analiza) sau pe o
masind fizica (calculator) dupa ce a fost codificat intr-un limbaj de programare.
Spre deosebire de un program, care depinde de un limbaj de programare, un
algoritm poate fi interpretat ca o entitate matematica, descrisa folosind un
limbaj specific, si care este independenta de masina pe care va fi executat.

Elaborarea unui algoritm necesita cunostinte specifice domeniului de unde
provine problema de rezolvat (necesare pentru o mai buna intelegere a proble-
mei), cunoasterea unor tehnici generale de rezolvare a problemelor (utile pentru
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a identifica algoritmul adecvat unui problemei de rezolvat) intuitie si gandire
algoritmica.

Indiferent de complexitatea unei aplicatii informatice, la bazele ei stau al-
goritmi destinati rezolvarii problemelor fundamentale ale aplicatiei. Oricat de
sofisticata ar fi tehnologia software utilizata eficienta aplicatiei este in mod
esential determinata de eficienta algoritmilor implicati. Un algoritm prost con-
ceput nu poate fi "reparat” prin artificii de programare.

1.1.1 Proprietati ale algoritmilor

Un algoritm trebuie sa posede urmatoarele proprietati:

Generalitate. Un algoritm destinat rezolvarii unei probleme trebuie sa permita
obtinerea rezultatului pentru orice date de intrare nu numai pentru valori
particulare ale acestora.

Finitudine. Un algoritm trebuie sa admita o descriere finita si fiecare dintre
prelucrarile pe care le contine trebuie sa poate fi executata in timp finit.
Prin intermediul algoritmilor nu pot fi prelucrate structuri infinite.

Rigurozitate. Prelucrarile algoritmului trebuie specificate riguros, fara ambi-
guitati. In orice etapa a executiei algoritmului trebuie sa se stie exact
care este urmatoarea etapa si cum poate fi executata aceasta.

Eficienta. Algoritmii pot fi efectiv utilizati doar daca folosesc resurse de cal-
cul in volum acceptabil. Resursele de calcul se refera la spatiul necesar
stocarii datelor gi timpul necesar executiei prelucrarilor.

In continuare sunt analizate cateva exemple care ilustreaza proprietatile
enumerate mai sus.

Exemplul 1.1 Nu orice problema poate fi rezolvata algoritmic. Consideram un
numaér natural n si urmatoarele doud probleme: (i) sa se construiasca multimea
divizorilor lui n; (ii) sd se construiascd multimea multiplilor lui n. Pentru
rezolvarea primei probleme se poate elabora ugor un algoritm, in schimb pentru
a doua problema nu se poate scrie un algoritm intrucat multimea solutiilor este
infinita (ceea ce face sd nu se cunoasca un criteriu de oprire a prelucrarilor).

Exemplul 1.2 Un algoritm trebuie sa functioneze pentru orice data de intrare.
Sa consideram problema ordonarii crescatoare a sirului de valori: (2,1,4,3,5).
O modalitate de ordonare, care pare naturala la prima vedere, ar fi urmétoarea:
se compara primul element cu al doilea iar daca nu se afli in ordinea buna se
interschimba (in felul acesta se obtine sirul (1,2,4,3,5)); pentru sirul astfel
transformat se compara al doilea element cu al treilea si daca nu se afla in
ordinea dorita se interschimbéa (la aceastd etapa sirul ramane neschimbat); se
continua procedeul pana cand penultimul element se compara cu ultimul. In
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felul acesta se obtine (1,2,3,4,5). Desi metoda descrisa mai sus a permis or-
donarea crescatoare a sirului (2,1, 4, 3,5) ea nu poate fi considerata un algoritm
general de ordonare intrucat daca este aplicata sirului (3,2,1,4,5) conduce la
(2,1,3,4,5), ceea ce evident nu este un sir ordonat crescator .

Exemplul 1.3 Un algoritm trebuie sd se opreascd dupd un numdr finit de
prelucrdari. Se considera urmaétoarea secventa de prelucrari:

Pas 1. Atribuie variabilei z valoarea 1;
Pas 2. Mareste valoarea lui z cu 2;

Pas 3. Daca x este egal cu 100 atunci se opreste prelucrarea altfel se reia de
la Pas 2.

Este usor de observat ca x nu va lua niciodata valoarea 100, deci succesiunea
de prelucrari nu se termina niciodata. Din acest motiv nu poate fi considerata
un algoritm corect. Daca scopul urmarit era generarea tuturor valorilor impare
mai mici decat 100 atunci conditia de la Pas 3 ar fi trebuit sa fie "z este mai
mare decat 100”.

Exemplul 1.4 Prelucrarile dintr-un algoritm trebuie sa fie neambigue. Con-
sideram urmatoarea secventa de prelucrari:

Pas 1. Atribuie variabilei x valoarea 0;
Pas 2. Fie se mareste x cu 1 fie se micsoreaza z cu 1;

Pas 3. Daca x € [—10,10] se reia de la Pasul 2, altfel se opreste algoritmul.

Atat timp cat nu se stabilegte un criteriu dupa care se decide daca x se mareste
sau se micgoreaza, secventa de mai sus nu poate fi considerata un algoritm.
Ambiguitatea poate fi evitatd prin utilizarea unui limbaj mai riguros de de-
scriere a algoritmilor. Sa consideram ca Pas 2 se inlocuieste cu:

Pas 2. Se arunca o moneda. Daca se obtine cap se mareste x cu 1 iar daca se
obtine pajura se micgoreaza x cu 1;

In acest caz specificarea prelucrarilor nu mai este ambigua chiar daca la executii
diferite se obtin rezultate diferite. Ce se poate spune despre finitudinea acestui
algoritm? Daca s-ar obtine alternativ cap respectiv pajura, prelucrarea ar
putea fi infinita. Exista insa si posibilitatea sa se obtina de 11 ori la rand
cap (sau pajura), caz in care procesul s-ar opri dupa 11 repetari ale pasului 2.
Atat timp cat sansa ca algoritmul sa se termine este nenula algoritmul poate
fi considerat corect (in cazul prezentat mai sus este vorba despre un algoritm
aleator). Totusi in implementarea unor astfel de algoritmi se adauga, de regula,
o conditie suplimentara referitoare la numaéarul de repetari ale prelucrarilor.

Pas 1. Atribuie variabilei x valoarea 0; Initializeaza contorul cu 0.

12



Pas 2. Se arunca o moneda. Daca se obtine cap se mareste x cu 1 iar daca se
obtine pajura se micsoreaza x cu 1; Incrementeaza contorul.

Pas 3. Daca = € [—10,10] si contorul este mai mic decat numarul maxim de
iteratii se reia de la Pasul 2, altfel se opreste algoritmul.

Exemplul 1.5 Un algoritm trebuie sa se opreasca dupd un interval rezonabil
de timp. Sa consideram ca rezolvarea unei probleme implicd prelucrarea a n
date si c& numadrul de prelucriri T'(n) depinde de n. Presupunem ca timpul de
executie a unei prelucrari este 10~ 3s si ci problema are dimensiunea n = 100.
Daca se foloseste un algoritmm caracterizat prin T'(n) = n atunci timpul de
executie va fi 100 x 1072 = 107! secunde. Daca, insi se foloseste un algoritm
caracterizat prin T'(n) = 2" atunci timpul de executie va fi de circa 10?7 secunde
adics aproximativ 10'° ani.

1.1.2 Tipuri de date

Prelucrarile specificate in cadrul unui algoritm se efectueaza asupra unor date.
Acestea sunt entitati purtitoare de informatie considerata a fi relevanta pentru
problema de rezolvat. Putem interpreta datele ca fiind ”containere” ce contin
informatie, valoarea curenta a unei date fiind informatia pe care o contine la
un moment dat. In functie de rolul jucat in cadrul algoritmului datele pot
fi constante (valoarea lor raméane nemodificati pe parcursul algoritmului) sau
variabile (valoarea lor poate fi modificata pe parcursul executiei algoritmului).
Din punctul de vedere al informatiei pe care o poarta datele pot fi:

e Simple: contin o singura valoare (aceasta poate fi un numar, o valoare de
adevir sau un caracter).

e Structurate: sunt colectii constituite din mai multe date simple intre
care poate exista o relatie de structura. Daca toate datele componente
au aceeasi natura atunci structura este omogena, altfel este o structura
heterogend.

Datele structurate cu care se va opera corespund unor structuri algebrice
cunoscute si sunt descrise succint in continuare.

Multime. Reprezinta o colectie de valori distincte pentru care nu are impor-
tanta ordinea in care sunt specificate.

Multiset. Reprezinta o colectie de valori nu neaparat distincte pentru care
nu are importanta ordinea in care sunt specificate. Singura diferenta
dintre multiset si multime este faptul ca intr-un multiset pot fi prezente
mai multe instante ale aceluiagi element. De exemplu, multimea cifrelor
numarului 21423712 este {1,2,3,4, 7} pe cind multisetul corespunzator
este {1,1,2,2,2,3,4,7}.
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Sir. Este o succesiune de elemente specificate intr-o ordine prestabilita. De
exemplu, sirul cifrelor numarului 21423712 specificat incepand cu cifra
cea mai putin semnificativa este: (2,1,7,3,2,4,1,2). Pentru un sir dat
se poate defini notiunea de secventd precum si cea de subsgir. O secventa
este o succesiune de elemente consecutive din gir pe cand un subsgir este
o succesiune de elemente din gir care nu sunt neaparat consecutive. De
exemplu, (2,1,4,2,3) reprezintd secventa celor mai semnificative cinci
cifre ale numarului de mai sus, iar (2,7,2,1) reprezinta subsirul cifrelor
aflate pe pozitii impare incepand cu pozitia cea mai semnificativa.

Matrice. Reprezinta o colectie de elemente distribuite pe liniile gi coloanele
unui tabel bidimensional. In varianta clasicii toate liniile (coloanele) au
acelagi numar de elemente si fiecare element al matricii poate fi identificat
prin specificarea unui indice de linie si a unui indice de coloana.

Graf. Este o structura care permite specificarea unei relatii arbitrare intre
elementele unei multimi. Din punct de vedere matematic un graf se de-
finegte ca o pereche (V| E) unde V este o multime finitd (numitd multimea
nodurilor) iar E C V x V este o multime de perechi de noduri. E este nu-
mitd multimea muchiilor (dacd perechile nu sunt ordonate) sau a arcelor
(daca perechile sunt ordonate). Doud noduri v gi v’ sunt considerate adi-
acente daca (v,v") € F iar o succesiune de noduri v1vs ... vy se numeste
cale sau drum in graf daca orice doua noduri succesive sunt adiacente.
Un graf este considerat coner daca intre oricare doua noduri exista o cale
si neconex in caz contrar. Un ciclu intr-un graf este o cale in care primul
si ultimul nod coincid iar un graf care nu contine nici un ciclu este numit
aciclic.

Arbore. Un arbore este un graf conex care nu contine cicluri. Intr-un arbore
exista o unica cale intre oricare doua noduri. Cea mai cunoscuta modali-
tate de a vizualiza un arbore este cea in care nodurile sunt distribuite pe
nivele: pe primul nivel se afla un singur nod, numit radacind, pe al doilea
nivel se afla nodurile adiacente nodului radacina, pe urméatorul nodurile
adiacente acestora g.a.m.d. In continuare se va face referire la arbori pen-
tru a ilustra structura de apel in cazul algoritmilor recursivi sau pentru
a vizualiza spatiul starilor unei probleme.

Exista diferite variante de a reprezenta aceste structuri. In continuare,
in marea majoritate a situatiilor vom considera ca ele sunt reprezentate prin
tablouri de elemente. Un tablou este o modalitate de reprezentare a datelor
caracterizata prin faptul ca fiecare valoare componenta poate fi specificata prin
precizarea unuia sau mai multor indici. Cel mai frecvent sunt folosite tablourile
unidimensionale (pentru reprezentarea girurilor si multimilor) si cele bidimen-
sionale (pentru reprezentarea matricilor sau a relatiilor binare cum sunt cele
specifice grafurilor). Figura 1.1 ilustreazi citeva modalitati de descriere si
reprezentare a structurilor mentionate mai sus.
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Figura 1.1: Modalitati de reprezentare a datelor structurate

1.1.3 Tipuri de prelucrari

Asemenea datelor si prelucrarile ce intervin intr-un algoritm pot fi clasificate
in simple si structurate. Prelucrarile simple sunt:

Atribuire. Permite asignarea unei valori unei variabile. Valoarea atribuita
poate fi rezultatul evaluarii unei expresii. O expresie descrie un calcul
efectuat asupra unor date si contine operanzii (datele asupra carora se
efectueaza calculele) si operatori (care permit specificarea operatiilor ce
se vor efectua asupra operanzilor).

Transfer. Permit preluarea datelor de intrare ale problemei si furnizarea rezul-
tatului/rezultatelor.

Control. In mod normal prelucrarile din algoritm se efectueaza in ordinea
in care sunt specificate. In cazul in care se doreste modificarea ordinii
naturale se transfera controlul executiei la o anumita prelucrare. De
exemplu, o prelucrare prin care se specifica trecerea la un anumit pas al
algoritmului este o astfel de prelucrare de control.

Structurile principale de prelucrare sunt:

Secventiald. Este o succesiune de prelucrari (simple sau structurate). Executia
structurii secventiale consta in executia prelucrarilor componente in or-
dinea in care sunt specificate.
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De decizie (conditionala). Permite specificarea situatiilor in care in functie de
realizarea sau nerealizarea unei conditii se efectueaza o prelucrare sau o
alta prelucrare. Conditia este de regula o expresie a carui rezultat este o
valoare logica (adevarat sau fals). O astfel de prelucrare apare de exemplu
in evaluarea unei functii definite prin:

—1 dacax <O
flz)y=¢< 0 daca z =0
1 daca z >0

Daca z este strict negativ prin evaluare se obtine —1, daca este 0 se obtine
0 iar daca este strict pozitiv se obtine 1.

De ciclare (repetitiva). Permite modelarea situatiilor cand o prelucrare trebuie
repetata. Se caracterizeaza prin existenta unei prelucrari care se repeta
si a unei conditii de oprire (sau de continuare). In functie de momentul
in care este analizata conditia exista prelucrari repetitive conditionate
anterior (conditia este analizatd inainte de a efectua prelucrarea) si pre-
lucrari conditionate posterior (conditia este analizata dupd efectuarea
prelucrarii). O astfel de prelucrare apare in calcului unei sume finite, de
exemplu Y7 | 1/i%. In acest caz prelucrarea care se repetd este adunarea
iar conditia de oprire o reprezinta faptul ca au fost adunati toti cei n
termeni.

1.2 Descrierea algoritmilor

Metodele de rezolvare a problemelor sunt adesea descrise in limbaj matematic.
Desi riguros, acesta nu este intotdeauna adecvat pentru descrierea algoritmilor
intrucat nu permite specificarea unor detalii importante in etapa codificarii
intr-un limbaj de programare. In aceste conditii, pentru descrierea algorit-
milor se folosegte un limbaj specific, numit limbaj algoritmic sau pseudocod.
Pseudocodul este un limbaj artificial constituit dintr-un vocabular restrans ce
contine cuvinte cheie asociate prelucrarilor. Ca orice limbaj se bazeaza pe un
alfabet, un vocabular si un set de reguli de sintazd. Regulile de sintaxa sunt mai
putin stricte decat in cazul limbajelor de programare, fiind acceptate inclusiv
expresii descrise In maniera matematica.

1.2.1 Elementele pseudocodului utilizat

Pseudocodul pe care il vom folosi in continuare permite specificarea prelucrarilor
simple si structurate dupa cum urmeaza.

Atribuire. Pentru atribuirea valorii obtinute prin evaluarea unei expresii,
variabilei cu numele v se specifica:
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v « (expresie)

Expresiile se utilizeaza, de regula, pentru a descrie calcule si sunt consti-
tuite din operanzi si operatori. Operanzii pot fi variabile gi valori constante.
Operatorii utilizati sunt:

e aritmetici: + (adunare), — (scddere), * (inmultire), / (impartire), " (ridi-
care la putere), DIV sau / (catul impartirii intregi), MOD sau % (restul
impartirii intregi);

o relationali: = (egal), # sau ! = (diferit), < (strict mai mic), < sau <=
(mai mic sau egal), > (strict mai mare), > sau >= (mai mare sau egal);

e logici: or (disjunctie), and (conjunctie), not (negatie).
Citire. Pentru completarea variabilei cu numele v cu o valoare preluata de la
dispozitivul de intrare se specifica:

read v

Scriere. Pentru transmiterea catre dispozitivul de iegire a valorii unei variabile
sau a celei obtinute prin evaluarea unei expresii se specifica:

write (expresie)

In specificarea oricarui algoritm este suficienta utilizarea urmatoarelor struc-
turi de prelucrare: secventiald, conditionald §i repetitiva.
Structura secventiala. O succesiune de n prelucrari se specifica prin:

(prelucrare 1)

(prelucrare 2)

(prelucrare n)

Structuri conditionale. Se utilizeaza pentru specificarea prelucrarilor in a
caror executie se urmeazad o ramurd sau alta in functie de satisfacerea sau
nesatisfacerea unei conditii. O structura conditionala cu doua variante de pre-
lucrare se descrie prin:

if(conditie) then (prelucrare 1) else (prelucrare 2) end if

La executia acestei structuri, daca prin evaluarea conditiei se obtine valoarea
adevarat atunci se executa prima prelucrare, altfel se efectueaza cea de a doua.
Cazul particular al unei singure variante se descrie prin:
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if ( conditie ) then (prelucrare) end if

In acest caz prelucrarea specificata se efectueaza doar daca conditia este ade-
varata, altfel se trece direct la prelucrarea urmatoare din algoritm.

Structuri repetitive. Permit descrierea prelucrarilor ce trebuie efectuate in
mod repetat. In functie de modul de plasare a conditiei de continuare (sau
de oprire) exista doud variante de structuri repetitive: conditionata anterior si
conditionata posterior. Varianta conditionata anterior se specifica prin:

while (conditie) do (prelucrare) end while

La executie, prelucrarea se repeta atat timp cat conditia este adevarata. Daca
conditia este de la inceput falsa prelucrarea nu se efectueaza nici o data. Daca
in cadrul prelucrarii nu se modifica componente ale conditiei astfel incat aceasta
sa devina falsa atunci prelucrarea va fi repetata la nesfarsit.

Un caz particular de structura repetitiva conditionata anterior este cel al
prelucrarii repetitive cu contor utilizata atunci cand se cunoaste de la inceput
numarul de repetari ale prelucrarii. Se foloseste o variabila cu rol de contor a
carei valoare variaza intre doud limite: o valoare initiala (v1) si o valoare finala
(v2) fiind modificata la fiecare ciclu cu o altd valoare (pas).

Descrierea

for v — v1,v2, pas do (prelucrare) end for

este echivalenta, in cazul in care valoarea pas este pozitiva, cu secventa:

v — vl

while v < v2 do
(prelucrare)
V< v+ pas

end while

In cazul in care valoarea pas este negativa se schimba doar conditia de la while
(devine v > v2). In cazul in care pas = 1 acesta se poate omite din descriere.
Varianta conditionatd posterior se specifica prin:

repeat (prelucrare) until (conditie)

La executie, prelucrarea se repeta pana cand conditia devine adevarata. Pre-
lucrarea se efectueaza cel putin o data chiar daca conditia este de la inceput
adevarata. Daca in cadrul prelucrarii nu se modifica componente ale conditiei
astfel incat aceasta si devind adevarata, atunci prelucrarea va fi repetata la
nesfargit. Indiferent de varianta de prelucrare repetitiva utilizata, la descrierea
acesteia trebuie stabilite: (i) valorile initiale ale variabilelor ce intervin in pre-
lucrare; (ii) prelucrarea/ prelucrarile care se repetd; (iii) criteriul de oprire (sau
de continuare).
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Comentarii. In cadrul unui algoritm comentariile vor fi specificate prin:

// { text comentariu )

1.2.2 Specificarea datelor

In cadrul algoritmilor uneori este util sa se declare variabilele ce vor fi utilizate,
specificand in acelagi timp tipul lor. De exemplu, pentru specificarea datelor
simple se pot folosi urmétoarele cuvinte cheie: integer (pentru valori intregi),
real (pentru valori reale), boolean (pentru valori logice care pot lua doar
valorile true - adevarat si false - false) si char (pentru variabile ce pot lua
ca valori simboluri oarecare). Astfel, daci a este o variabila cu valori intregi,
b una cu valori reale, ¢ o variabila de tip logic iar d una de tip caracter se va
specifica:

integer a
real b
boolean c
char d

Structura de tip tablou se specifica indicand natura elementelor si limitele
intre care variaza indicii. De exemplu, in cazul unui tablou unidimensional cu
elemente intregi se specifica integer t1[n1..n2], iar in cazul unuia bidimensional
cu elemente reale si indici de linie variind intre m1 si m2, iar indici de coloana
variind intre nl si n2 se specifica real t2]ml..m2,nl..n2]. Tabloul ¢1 poate
corespunde unui sir finit (sau unei multimi) cu n2 — nl 4+ 1 elemente, iar ¢2
unei matrici cu m2 — ml + 1 linii §i n2 — nl 4+ 1 coloane. Elementele unui
tablou se specifica prin intermediul indicilor lor. De exemplu elementul aflat
pe pozitia i (nl < ¢ < n2) in ¢1 se specifica prin t1[é], iar cel aflat pe linia 4
si coloana j (ml < i < m2, nl < j < n2) in t2 se specifica prin ¢2[i, j]. Pot
fi specificate si subtablouri constand din elemente consecutive prin ¢1[il..i2]
(n1 < il <42 < n2). In cazul in care nl > n2 se considera ci tabloul t[n1..n2]
este vid.

1.2.3 Tehnica rafinarii succesive si subalgoritmi

Cea mai simpla metoda de rezolvare algoritmica a problemelor este de a le
descompune in subprobleme si de a le rezolva pe fiecare dintre acestea. Re-
zolvarea fiecarui tip de subproblema se va realiza in cadrul unui (sub)algoritm,
iar algoritmul de rezolvare a problemei initiale va utiliza subalgoritmii pen-
tru a construi rezultatul final. Daca problema contine mai multe subprobleme
de aceeasi naturd atunci acestea pot fi rezolvate de acelagi subalgoritm. In
acest scop prelucrarile din subalgoritm vor fi efectuate asupra unor date gener-
ice ce vor fi inlocuite cu datele concrete specifice problemei doar in momentul
executiei. Transferul controlului executiei de la algoritm la un subalgoritm se
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numeste apel, datele generice sunt numite de regula parametri formali, iar valo-
rile lor concrete sunt numite parametri efectivi. Efectul unui subalgoritm consta
fie in returnarea unor valori catre algoritm fie in modificarea, prin intermediul
parametrilor, a unora dintre variabilele algoritmului. In marea majoritate a
situatiilor datele de intrare sunt parametrii specificati alaturi de numele algo-
ritmului, iar datele de iegire sunt cele specificate dupa return.

Structura generala a unui subalgoritm este:

(nume subalgoritm) (( date generice ))
( date ajutatoare )
( prelucrari specifice )
return ( rezultate )  //returnarea rezultatelor

Uneori un subalgoritm poate avea, pe langa rezultatele pe care le returneaza,
si efecte laterale. Acestea constau de reguld in modificarea valorilor parametri-
lor sau a altor date apartinand algoritmului general. In continuare, majoritatea
algoritmilor vor fi descrisi sub forma unor subalgoritmi, iar pentru simplificare
natura datelor generice si a celor locale (datele ajutatoare utilizate de catre
subalgoritm) nu va fi specificata atunci cdnd se deduce usor din enuntul pro-
blemei.

1.2.4 Exemple

Exemplul 1.6 Se considera trei valori reale retinute in variabilele a, b si c.
(i) Sa se determine cea mai mica dintre cele trei valori. (ii) S& se interschimbe
valorile variabilelor astfel incat variabila a sa contina cea mai mica valoare,
variabila b sa contina valoarea intermediara, iar variabila ¢ sa contina cea mai
mare valoare.

Descrierea algoritmilor. (i) O prima varianta de rezolvare bazatd pe compara-
rea valorilor doud cate doud este descrisa in algoritmul 1.1 (minim1).

O alta varianta, mai compacta, este descrisa in algoritmul minim?2. In aceasta
varianta se initializeaza variabila ce contine valoarea minima cu valoarea vari-
abilei a, dupa care se compara cu urmatoarele valori iar in momentul identi-
ficarii unei valori mai mici valoarea minima este actualizata. Aceasta varianta
poate fi usor extinsa pentru cazul unui gir de valori.

(ii) Ideea, descrisa in algoritmul 1.2 (ordonare) constd in a aduce valoarea
minima in variabila a si de a interschimba, variabilele b si ¢, daca este cazul.
Operatia de interschimbare a valorilor a doua variabile, specificata prin opera-
torul < consta in 3 operatii de atribuire care presupun utilizarea unei variabile
auxiliare cu rol de zona intermediara de stocare. Interschimbarea a < b este
echivalenta cu secventa:

1: aux < a

2 a<+b
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Algoritmul 1.1 Minimul a trei valori

// varianta 1 // varianta 2
miniml(real a,real b,real c) minim2(real a,real b,real c)
real min real min
if a < b then min «— a
if a < ¢ then if b < min then
min «— a min < b
else end if
min < ¢ if ¢ < min then
end if min < ¢
else end if
if b < ¢ then return min
min < b
else
min < ¢
end if
end if

return min

3. b+ aux

Exemplul 1.7 Si se calculeze sumele: (a) > I i%, n € N*; (b) >0, z'/il
pentruz € (0,1) gin € N*; (c) Z?:(? x'/i!, unde z € (0,1), € > Oiar n(e) € N*
este cea mai mici valoare naturald pentru care z(¢) /n(e)! < e (suma specificat
poate fi consideratd o aproximare cu precizia € a sumei infinite Y .-, z*/4!).

Descrierea algoritmilor. (a) Prelucrarea care se repeta este cea de adunare
a unui termen. Procesul repetitiv este finalizat in momentul in care au fost
adunati toti termenii sumei. Prelucrarea poate fi descrisa utilizand oricare
dintre cele trei variante de structura repetitiva. Descrierile din algoritmul 1.3
sunt echivalente.

(b) Suma poate fi rescrisa ca Y T'(i) unde T'(i) = z*/i!. Problema poate fi
rezolvatd intr-o maniera similara celei de la pct. (a), calculand pentru fiecare
i = 1,n valoarea termenului 7'(7). Se observé insd ca intre termenii succesivi
exista o relatie care permite calculul lui T'(¢) pornind de la T'( — 1):

T6) =% = 7 = L-1)-=

Cum n € N* rezulta ca suma contine cel putin un termen, astel ca prelu-
crarea poate fi descrisa printr-o structura de tip repeat ca in algoritmul suma4
(Algoritm 1.4).
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Algoritmul 1.2 Ordonarea a trei valori

1: ordonare(real a,real b,real c)
2: if a > b then
3 a<«b

4: end if

5: if a > ¢ then
6: a<c

7: end if

8 if b > ¢ then
9: bec

10: end if

11: return a,b,c

Algoritmul 1.3 Calculul unei sume finite

sumal(integer i) suma2(integer i) suma3(integer i)

S0 S0 S0

1+ 1 for i — 1,n do i1

while i < n do S—S+ixi repeat
S—S+ixi end for S—S+ixi
i—i+1 return S 1—i+1

end while until ¢ > n

return S return S

(c) Intrucat nu se cunoaste numarul de termeni se va folosi un alt criteriu de
oprire: prelucrarea se opreste dupa ce a fost adaugat primul termen mai mic
decét valoarea e (sirul 7'(¢) fiind descrescator, toti termenii T'(i) cu ¢ > n(e)
sunt mai mici decét €). Algoritmul corespunzator este descris in 1.4 (suma5).

Exemplul 1.8 Sa se determine cel mai mare divizor comun a doua numere
naturale nenule, a si b.

Metoda de rezolvare. Se imparte a la b si se retine restul . Daca r este nul
atunci cel mai mare divizor comun este b. Altfel se imparte b la r gi se retine din
nou restul. Procesul continua, folosind ca deimpartit vechiul impartitor si ca
impartitor ultimul rest obtinut, pana cand se ajunge la un rest nul. Ultimul rest
nenul (ultimul impértitor) reprezinta cel mai mare divizor comun al numerelor
a sib.

Metoda de mai sus, cunoscuta sub numele de algoritmul lui Euclid, poate fi
descrisa matematic dupa cum urmeaza:
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Algoritmul 1.4 Calculul unei sume finite si aproximarea sumei unei serii

suma4(real z, integer n) sumab(real z, real €)

S0 S0

T—1 T—1

71— 1 11

repeat repeat
T—Txz/i T—Txz/i
S—S+T S—S+T
t—1i+1 —1+1

until ¢ > n until 7' < €

return S return S

a=bg+7r, 0<r;<b
b=rigg+r2, 0<ry<r
r1=7r2q3+13, 0<r3<r

Tica =Ti—1q; + 15, 0< 1 <1y

Tn—1 = Tnqn+1 + Tnt1, Tny1 =0
Metoda are caracter algoritmic deoarece succesiunea de impartiri este finita
(sirul resturilor este un sir strict descrescitor de valori naturale). Metoda poate
fi descrisa in pseudocod in oricare dintre variantele din Algoritmul 1.5 unde sunt
folosite ca variabile ajutdtoare: d (pentru deimpartit), ¢ (pentru impartitor) si r
(pentru rest). Algoritmul poate fi descris si fara aceste variabile insa utilizarea
lor 1l face mai lizibil.

Algoritmul 1.5 Variante ale algoritmului lui Euclid

euclidi(integer a,b) euclid2(integer a,b)
integer d,i,r integer d,i,r
d+—a d—a
i+ b i+ b
r«—d MOD 1 repeat
while r # 0 do r«—d MOD i
d—1 d+—1
T T
r+«—d MOD i until r =0
end while return d
return ¢

Exemplul 1.9 Sa se determine cel mai mare dintre minimele valorilor de pe

fiecare linie a unei matrici (ai;);_i7 j—15, adica max, i min;_i5 a;;.
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Metoda de rezolvare. Se construieste un vector ce contine valorile minime de
pe linii: b; = min; 7 a;;, ¢ = 1,m dupa care se determina valoarea maxima
din acest vector. Problema presupune astfel rezolvarea a doua subprobleme:
determinarea valorii minime dintr-un gir finit cu n elemente gi determinarea
valorii maxime dintr-un gir finit cu m elemente.

Descrierea subalgoritmilor. Determinarea minimului unui sir finit reprezentat
printr-un tablou cu n elemente reale se bazeaza pe compararea valorii unei
variabile initializate cu primul element al girului cu fiecare dintre urmatoarele
elemente. In cazul in care este intalnitd o valoare mai micd atunci aceasta
este retinuta in variabila. Subalgoritmul ce permite determinarea maximului
unui sir cu m elemente se bazeaza pe o metoda similard. Ambele metode sunt
descrise in 1.6.

Algoritmul 1.6 Determinarea valorii minime (maxime) dintr-un tablou

minim(real z[1..n]) maxim(real z[1..m])
real min real max
integer i integer i
min «— z[1] maz «— x[1]
for i — 2,n do for i — 2,m do
if min > z[i] then if maz < z[i] then
min «— x[i] max «— x[i]
end if end if
end for end for
return min return max

Descrierea algoritmului. Algoritmul descris in 1.7 consta in construirea ele-
mentelor unui tablou b (folosind subalgoritmul minim) si in determinarea val-
orii maxime din acest tablou (folosind subalgoritmul maxim). Prin specificarea
parametrilor de forma z[l..n] sau z[l..m] se subintelege ca numarul de ele-
mente din tablou este n respectiv m. Parametrul a[i, 1..n] utilizat la apelul
subalgoritmului minim reprezinta linia ¢ a matricii si corespunde unui tablou
unidimensional cu n elemente.

Algoritmul 1.7 Determinarea celei mai mari valori minime din liniile unei
matrici

MaxMinMatrice(real a[l..m, 1..n])

real b[l..m],c

integer i

for i — 1,m do

b[i] « minim(ali, 1..n])

end for

¢ + maxim(b[1..m])

return c
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Exemplul 1.10 Se considera un gir de valori gi se doreste ordonarea crescatoare
a acestora. Problema consta in gasirea unei metode de ordonare bazata doar
pe inversarea ordinii elementelor unor secvente de elemente de la sfarsitul
sirului (sufize ale girului sau eventual intregul gir). De exemplu, pornind de
la girul 4,5, 3,6, 1,2 gi aplicand transformarile: 4,5,3,6,1,2 — 4,5,3,6,2,1 —
1,2,6,3,5,4 — 1,2,6,4,5,3 — 1,2,3,5,4,6 — 1,2,3,5,6,4 — 1,2,3,4,6,5 —
1,2,3.4,5,6 se ajunge la girul ordonat crescator.

Metoda de rezolvare. ldeea rezolvarii este urmatoarea: se identifica valoarea
minima §i se inverseaza secventa de valori ce incepe cu aceasta; aceasta operatie
va aduce valoarea minima pe ultima pozitie in sir; se inverseaza intreg sirul
si astfel valoarea minima ajunge pe prima pozitie a sirului; se aplica aceeasi
tehnica pentru secventa ce incepe cu al doilea element al girului g.a.m.d. Metoda
este descrisa in Algoritmul 1.8, impreuna cu subalgoritmii minim (pentru de-
terminarea indicelui valorii minime) si inversare (pentru inversarea ordinii
elementelor dintr-un subtablou).

Algoritmul 1.8 Sortarea prin inversarea secventelor sufix

ordonareSufix(real z[1..n])
integer imin, i
for i — 1,n—1do
imin < minim(z[i..n])
if imin # ¢ then
z[imin..n] « inversare(z[imin..n])
z[i..n] < inversare(z[i..n])
end if
end for
return z[1..n]

minim(real z[s..d]) inversare(real z[s..d])
integer imin, i integer mij, ¢
imin < s mij = |(s+d)/2]
for i — s+ 1,d do for i «— s,mij do
if z[imin] > z[i] then zli] < z[s+d—1]
imin «— 1 end for
end if return z[s..d]
end for

return min

Exemplul 1.11 Se considera un numar natural constituit din 10 cifre distincte
(de exemplu, 6709385421). S& se determine numéarul imediat urméator (in or-
dine crescitoare) din girul tuturor numerelor naturale constituite din 10 cifre
distincte.

Metoda de rezolvare. Consideram numarul reprezentat prin tabloul cifrelor sale,
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x[1..10], in care cea mai semnificativa se afla pe prima pozitie. Atéta timp cét
cifrele numarului nu sunt in ordine descrescitoare (adicd 9876543210) numarul
cerut poate fi construit parcurgand urmatoarele etape:

Pas 1. Se parcurge sirul de la dreapta la stanga si se identifica prima pereche
(xi-1, ;) cu proprietatea x;—1 < x;. Daca numarul initial nu este consti-
tuit din secventa descrescatoare de cifre 9876543210, atunci exista o astfel
de pereche.

Pas 2. Se determina
zp =min{z;[j =i, ncuz; >z 1}

adica cel mai mic element al subtabloului z[i..n] care il depaseste pe x;_1
(existenta unui astfel de element este asigurata de proprietatea z; > x;_1).

Pas 3. Se interschimba z;_1 cu zp. In felul acesta se obtine un numar mai
mare decat cel initial.

Pas 4. Se ordoneaza crescator subtabloul z[i..n]. Datoritd proprietatilor lui
x[i..n] ordonarea este asigurata prin inversarea ordinii elementelor. Scopul
ordonarii crescatoare este acela de a obtine numarul imediat urmator celui
initial care satisface cerinta de a fi constituit din cifre distincte.

Descrierea algoritmului. Algoritmul poate fi descompus in urmatorii subalgo-
ritmi, corespunzatori principalelor prelucrari specificate in descrierea de mai
sus:

e Identificare: pentru gasirea perechii (z;_1,;) cu proprietatea x;_1 <
x;. Subalgoritmul primeste ca parametru intreg tabloul z si returneaza
valoarea ¢. Daca ¢ = 1 rezulta ca nu exista succesorul cerut pentru
numarul initial.

e Minim: pentru determinarea valorii minime din subtabloul z[i..n] care
are proprietatea ca este mai mare decat x; ;. Subalgoritmul va primi ca
parametri: tabloul z[1..n] gi indicele i gi va returna indicele valorii minime.

e Sortare: pentru ordonarea crescitoare a subtabloului z[i..n] (de fapt
este suficienta inversarea elementelor subtabloului, asa cum este realizata
in algoritmul inversare descris la exemplul anterior).

Structura generald precum si subalgoritmii destinati identificarii perechii (a;_1,
x;) si a indicelui minimului sunt descrigi in Agoritmul 1.9. Trebuie remarcat
faptul c& daci z[1..n] este ordonat descresctor atunci in ciclul while din sub-
algoritmul identificare variabila i ajunge la valoarea 1. Cand i este 1 la
evaluarea conditiei ”¢ > 1 and z[i] < z[i — 1]” pot s& apara probleme datorita
inexistentei lui z[0]. In continuare vom considera ca la evaluarea unei astfel de
conjunctii evaluarea termenilor este stopata la intalnirea primului termen ce
are valoarea false (cum se intdmpla in cazul cind i = 1).
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Algoritmul 1.9 Determinarea urmatorului numar constituit din 10 cifre dis-
tincte

succesor(integer z[1..n]) Minim(integer z[l..n],1)
i «—Identificare(x[l..n]) k1
if i =1 then for j «— i+ 1,n do
return —1 if z[j] < z[k]and xz[j] > z[i — 1] then
else k—3j
k «—Minim(x[1..n],1) end if
x[i — 1] < z[k] end for
Inversare(x[i..n)) return k
return z[l..n
end if
identificare(integer z[1..n))
1+ mn
while (i > 1) and (z[i] < z[i — 1]) do
1—1i—1
end while
return ¢

1.3 Clase de probleme si tehnici de rezolvare

De multe ori in aplicatiile reale apar probleme similare cu probleme cunoscute
si pentru care se cunosc metode de rezolvare. In functie de specificul lor si
de metodele de rezolvare corespunzatoare, problemele pot fi grupate in cateva
clase importante.

1.3.1 Clase de probleme

Marea majoritate a problemelor intalnite in practica se incadreaza in cateva
clase principale de probleme, printre care si cele enumerate in continuare.

Cautare si sortare. Problema cautarii se refera la verificarea prezentei unui
element intr-o colectie de date. In cazul in care exista o relatie de ordine
definitd pe colectia de date, cautarea se poate referi si la identificarea
uneia sau a tuturor pozitiilor pe care apare un anumit element. Verifi-
carea prezentei unui element se bazeaza adeseori pe compararea valorii
unei componente a elementului numita cheie de cautare. Cea mai simpla
tehnica de cautare consta in compararea elementului cautat cu toate e-
lementele colectiei. Simplitatea tehnicii este contrabalansata de faptul
ca nu este intotdeauna eficienta. Pentru a eficientiza procesul de cautare
colectia de date este de regula reorganizata. Cea mai simpla metoda
de reorganizare este ordonarea elementelor dupa cheia de cautare si ex-
ploatarea acestui fapt prin reducerea numarului de elemente analizate.
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Ordonarea elementelor unei colectii de date, numita si sortare, este utila
nu doar in contextul cautarii cat si pentru a facilita efectuarea altor pre-
lucrari asupra datelor. Sortarea este una dintre cele mai frecvente pre-
lucrari din informatica si joaca un rol important atat in analiza datelor cét
i In pregatirea acestora in vederea rezolvarii eficiente a unor probleme.

Satisfacerea restrictiilor gi optimizare combinatoriald. Problemele din aceasta
categorie se refera la identificarea unor structuri discrete: (sub)multimi,
secvente ordonate (permutari), grafuri , functii pe multimi finite etc. care
satisfac anumite restrictii si/sau optimizeaza un anumit criteriu. Astfel
de probleme intervin in numeroase domenii din inginerie si economie.
Exista o serie de probleme care au numeroase aplicatii practice, cum
ar fi: problema rucsacului, problema planificarii activitatilor, problema
comis voiajorului, problema rutarii vehiculelor etc.

Prelucrarea sirurilor de caractere. Sirurile de caractere sunt secvente de e-
lemente dintr-un anumit alfabet si intervin in diferite domenii aplica-
tive (analiza automatd a documentelor, analiza secventelor ADN etc.).
Una dintre prelucrarile cele mai frecvente este cea a identificarii tuturor
aparitiilor unui subgir sau a unui sablon intr-un sir de caractere de di-
mensiuni mari. Principala dificultate in cazul unei astfel de probleme o
reprezinta numarul mare de comparatii necesare.

Geometrie computationald. Problemele din aceasta categorie sunt intalnite
frecvent in domeniile graficii, prelucrarii imaginilor, sistemelor de infor-
mare geografica si roboticii. Specificul acestor probleme este faptul ca
opereaza cu obiecte geometrice (puncte, segmente de dreapta, poligoane,
curbe etc.). Exemple de probleme din aceasta clasa sunt [?]: problema
infagurdtorii convere (determinarea celui mai mic poligon convex care
contine toate elementele unei multimi de puncte in plan), problema tri-
angularizarii unui poligon (descompunerea unui poligon in triunghiuri
cu interioare disjuncte astfel incat suma perimetrelor acestora sa fie cét
mai mica), problema construirii diagramelor Voronoi (partitionarea unei
regiuni din plan care contine o multime finita de puncte de referinta in
asa fel incat fiecare subregiune si contina un singur punct de referinta
si distantele dintre acesta si punctele subregiunii sa fie mai mici decét
distantele dintre punctele subregiunii si celelalte puncte de referinta).

1.3.2 Tehnici de rezolvare

Tehnicile de elaborare a algoritmilor sunt strategii generale de proiectare a
algoritmilor si pot fi aplicate pentru clase largi de probleme ce intervin in diverse
domenii ale informaticii. Cateva dintre cele mai utilizate metode generale de
elaborare a algoritmilor sunt:
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Metoda ”fortei brute”. Este cea mai simpla metoda de elaborare a algoritmilor
fiind bazata pe abordarea directa a problemei. Este intuitiva si usor de
implementat insa nu este in toate cazurile eficienta.

Metoda reducerii (”Decrease and conquer”). Ideea acestei metode este de a
exploata relatia care exista intre solutia unei probleme gi solutia unei
instante de dimensiune mai mica a aceleiagi probleme.

Metoda divizarii (”Divide and conquer”). Se bazeaza pe ideea divizarii pro-
blemei in subprobleme independente §i in rezolvarea fiecarei subprobleme
aplicand aceeasi tehnica.

Metoda cautarii local optimale (”Greedy”). Este utilizatd in principal pen-
tru rezolvarea problemelor care necesita optimizarea unui criteriu si se
bazeaza pe ideea de a construi solutia in maniera incrementala, alegand
la fiecare etapa o componenta a solutiei. Componenta aleasad este cea
care pare a fi cea mai promitatoare din punctul de vedere al apropierii
de solutie. Aceasta alegere nu garanteaza faptul ca solutia finala este
optima.

Metoda programarii dinamice (”Dynamic Programming”). Se bazeaza pe re-
zolvarea unei probleme prin descompunerea ei in subprobleme care se
suprapun (legdtura dintre solutia unei probleme si solutiile subproble-
melor poate fi descrisd printr-o relatie de recurenti). Elementul cheie al
metodei este faptul ca subproblemele care se repeta se rezolva o singura
data si nu de fiecare data cand sunt intalnite.

Metoda cautarii cu revenire (”Backtracking”). Este o tehnica de cautare sis-
tematica a spatiului solutiilor bazata pe retinerea traseului parcurs si pe
revenirea, daca este cazul la configuratii anterioare. In cazul problemelor
de optimizare o tehnica care permite limitarea cautarii este este cea de
tip ramifica gi margineste ("branch and bound”).

Toate aceste metode vor fi descrise in capitolele urmatoare.

1.4 Probleme

Problema 1.1 (Inmulfirea ¢ la russe.) Se considerd urmatoarea metoda de
inmultire a doud numere naturale nenule z si y. Se scrie x aldturi de y (pe
aceeagi linie). Se lmparte x la 2 gi cAtul impartirii se scrie sub x (restul se
ignora deocamdatd). Se inmulteste y cu 2 iar produsul se scrie sub y. Procedeul
continua construindu-se astfel doua coloane de numere. Calculele se opresc in
momentul in care pe prima coloana se obtine valoarea 1. Se aduna toate valorile
de pe coloana a doua care corespund unor valori impare aflate pe prima coloana.
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Ezemplu. Fie v = 13 g1 y = 25. Succesiunea de rezultate obtinute prin aplicarea
operatiilor de mai sus este:

x Y rest factor multiplicare y
13 1 20
6 50 0 2!
100 1 22
1 {200 1 23
325

a) Prelucrarea descrisd prin metoda de mai sus se termina intotdeauna dupa
un numar finit de pagi? Ce se intampla in cazul in care una dintre valori este
egala cu 07

b) Metoda de mai sus conduce intotdeauna la produsul celor doud numere (cu
alte cuvinte este o metoda corectd de inmultire)?

¢) Cate operatii de inmultire cu 2 sunt necesare? Depinde acest numar de
ordinea factorilor?

Indicatie.

a) Ca urmare a impartirilor succesive la 2, valorile de pe prima coloand descresc
pana se ajunge la un cit egal cu 1 (in ipoteza ca x este nenul). Prin urmare
prelucrarea este finita. Daca z este egal cu 0 metoda nu poate fi aplicata ca
atare insa, daca y este 0, ea conduce la un rezultat corect.

b) Corectitudinea prelucrarii deriva din faptul ca metoda realizeaza de fapt con-
versia in baza 2 a primului numar (cifrele reprezentarii in baza doi sunt resturile
obtinute prin impartirile succesive la 2) iar produsul se obtine prin inmultirea
succesiva a celui de al doilea numar cu puteri ale lui 2 gi prin insumarea acelor
produse care corespund unor cifre nenule In reprezentarea binara a primului
numar.

¢) Numarul inmultirilor cu 2 este cu 1 mai mic decat numarul de cifre ale
reprezentarii binare a lui x, adicd |[log, z|. Evident numarul inmultirilor de-
pinde de ordinea factorilor fiind mai mic daca impartirile la 2 se efectueaza
asupra celui mai mic numar.

Problema 1.2 Propuneti o metoda bazata pe operatii de adunare, scadere si
comparare pentru determinarea partii intregi a unui numar real (cea mai mare
valoare intreagd mai micd decat numaérul dat).

Indicatie. Se va tine cont de semnul numérului. In cazul in care este pozitiv se
scade succesiv valoarea 1 pana cand se ajunge la o valoare mai mica strict decat
1. Numarul scaderilor efectuate indica valoarea partii intregi. Pentru numere
negative se aduna succesiv 1 pana se obtine o valoare mai mare sau egala cu 0.
Opusul numarului de adunari reprezinta valoarea partii intregi. In continuare
este prezentat cate un exemplu pentru valori pozitive, respectiv negative.
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Ezemplu.

x>0 <0
x contor x contor
3.25 0 —3.25 0
2.25 1 —2.25 -1
1.25 2 —1.25 —2

0.25 —0.25 -3
075 [-4]

Problema 1.3 Se considera un dreptunghi avand lungimile laturilor a respec-
tiv b (ambele valori sunt numere naturale). S& se propund un algoritm care
sa determine latura patratului care permit acoperirea (pavarea) completd a
dreptunghiului astfel incat numarul de patrate folosite sa fie cat mai mic. In
descrierea algoritmului este permisa folosirea doar a operatiei de scadere si a
comparatiilor.

Indicatie. Pentru a se asigura acoperirea completa a dreptunghiului trebuie
ca latura patratelor sa fie divizor atat pentru a cat si pentru b. Pentru a se
realiza acoperirea cu un numar cat mai mic de patrate latura trebuie sa fie
cel mai mare divizor comun al celor doua valori. S-a ajuns astfel la problema
determinarii celui mai mare divizor comun a doua numere naturale folosind
doar operatii de scadere si comparare. Algoritmul este descris in 1.10.

Algoritmul 1.10 Algoritmul lui Euclid bazat pe operatii de scadere

euclid3 (integer a,b)
while a # b do
if a > b then
a+—a—>
else
b—b—a
end if
end while
return «

Problema 1.4 (Problema identificarii monedei mai ugoare.) Se considerd un
set de n monede identice, cu exceptia uneia care are greutatea mai mica decat
celelalte. Folosind o balanta simpla sa se identifice moneda cu greutatea mai
mica folosind cat mai putine comparatii.

Indicatie. O prima varianta este aceea prin care se selecteaza la intamplare doua
monede si se pun pe balanta. Daca una dintre ele are greutatea mai mica atunci
este chiar moneda cautata. Daca ambele au aceeasi greutate se pastreaza una
dintre ele pe un taler al balantei iar pe celalalt taler se pun succesiv monedele
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ramase. Prelucrarea se opreste in momentul in care se gaseste o moneda cu
greutatea mai mica. Numarul de comparatii este cel mult n — 1.

O alta varianta este cea in care se imparte setul de monede in doua subseturi
(fiecare va avea n/2 elemente, daca n e par, respectiv (n — 1)/2 daca n este
impar) care se pun pe cele doua talere ale balantei. Daca subseturile au aceeasi
greutate (ceea ce se poate intdmpla doar daca n este impar) atunci moneda pusa
deoparte este cea cautata. In caz contrar se aplica acelasi procedeu subsetului
de greutate mai mica gi se continua pana se ajunge la un set de doua sau trei
monede. In acest moment este suficient si se mai efectueze o singurd cantirire.
Numarul de cantariri este cel mult |log, n]. Este adevarat acest rezultat pentru
cazul in care se stie doar ca una dintre monede este diferita dar nu se stie daca
este mai ugoara sau mai grea decat celelalte?

Problema 1.5 (Problema cldtitelor.) La un restaurant bucatarul a pregatit
clatite pe care le-a agezat pe un platou sub forma unei stive. Din pacate
nu toate clatitele au acelagi diametru astfel ca stiva nu arata prea frumos.
Chelnerul ia platoul si avand la dispozitie o spatula reuseste sa aranjeze cu o
singura mana clatitele astfel incat sa fie in ordinea descrescatoare a diametrelor.
Cum a procedat? Descrieti problema intr-o maniera abstracta si propuneti un
algoritm de rezolvare.

Indicatie. Rearanjarea se face efectuand doar miscari de rasturnare a unui ”set”
de clatite dintre cele aflate in partea de sus a stivei. Problema este identica
cu cea a ordonarii descrescatoare a unui sir de valori prin inversarea ordinii
elementelor unor subsecvente de la sfargitul girului.

Ezemplu. Pentru a ordona descrescator sirul (5, 3,4, 1, 6, 2) se aplica urmatoarea
secventa de prelucrari in care subsecventa care se "rastoarna” este incadrata:

53416 2]
534126

654123
654321

Metoda consta in determinarea valorii maxime si inversarea ordinii subsecventei
care incepe cu ea pentru a fi adusa pe ultima pozitie in sir. Se rastoarna intregul
sir, astfel ca valoarea maxima ajunge pe prima pozitie. Se aplica aceeasi metoda
pentru subsecventa care incepe cu al doilea element si se continua pana se
ajunge la o subsecventa constituitd dintr-un singur element. Algoritmul este
similar celui corespunzator ordonarii crescatoare descris in sectiunea 1.2.4.

Problema 1.6 Consideram urmatoarele doua probleme:
(a) O gospodind a facut o serie de cumparaturi si are la dispozitie doud sacose.
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Problema consta in a distribui cumparaturile in cele doua sacose astfel incat
diferenta intre greutatile celor doua sacose sa fie cat mai mica.

(b) Se considera doud dispozitive de stocare a informatiei (de exemplu discuri)
si o multime de figiere a caror dimensiuni insumate nu depaseste capacitatea
globala a celor doua dispozitive. Se Incearca repartizarea figierelor in cele doua
discuri astfel incat diferenta dintre spatiile ramase libere sa fie cat mai mica.
Este vreo legatura intre cele doua probleme? Propuneti metode de rezolvare.

Indicatie. Ambele probleme pot fi formalizate astfel: se considera o multime
de numere pozitive, A = {a1,az2,...,a,} si se cere sid se determine doua
submultimi disjuncte B si C astfel incat B U C = A si modulul diferentei
dintre sumele elementelor din cele doua submultimi (|5 ,c5a — > ,cc al) este
minima. Cea maisimpla metoda este cea a ”fortei brute” prin care se genereaza
toate perechile de submultimi (B, C) si se alege cea care minimizeaza diferenta
specificatd. Numsirul de partitii distincte este 27! —1. Pentru n mare, numarul
de partitii ce trebuie testate devine mare (pentru n = 10 este 511, iar pentru
n = 100 este de ordinul 10?°). E evident ca in astfel de situatii metoda fortei
brute nu este eficienta, astfel ca trebuie cautate metode mai putin costisitoare.

Problema 1.7 (Problema identificarii anagramelor din dictionar.) Se con-
sidera un dictionar cu n = 50000 de cuvinte si un cuvant de lungime m
(m < n). Propuneti o metoda, bazatd pe un numar cat mai mic de comparatii,
care sa determine toate anagramele cuvantului prezente in dictionar.

Indicatie. Se pot analiza cel putin doua variante: (a) se genereazi toate ana-
gramele cuvantului initial (sunt cel mult m! variante) dupa care se cauta fiecare
in dictionar (in total aproximativ n-m-m! comparatii la nivel de caracter); (b)
se ordoneaza crescitor literele cuvantului (necesita circa m? operatii), se par-
curge dictionarul si fiecare cuvant avand aceeasi lungime cu cuvantul analizat
se ordoneaza crescator si se compara cu varianta ordonata a cuvantului initial
(in total m? + n(m? + m) operatii). Pentru n = 50000 iar m = 12 numairul
de operatii efectuate in primul caz este de circa 8 - 109, iar in al doilea caz
este 8105, In ipoteza ci o operatie necesita 1035 in primul caz sunt necesare
aproximativ 24000 ore, iar in al doilea circa 2 ore.

Problema 1.8 Fie n un numar natural nenul. Descrieti in pseudocod algo-
ritmi pentru:

(a) Determinarea sumei tuturor cifrelor lui n. De exemplu, pentru n = 26326
se obtine valoarea 19.

(b) Determinarea valorii obtinute prin inversarea cifrelor numéarului n. De
exemplu, pentru valoarea 26326 se obtine valoarea 62362.

(¢) Determinarea multimii tuturor cifrelor ce intervin in numar. De exemplu,
pentru valoarea 26326 se obtine multimea {2,3,6}.

(d) Determinarea tuturor cifrelor binare ale lui n.
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(e) Determinarea tuturor divizorilor proprii ai lui n.

(f) A verifica dacad numarul n este prim sau nu (algoritmul returneaza true
daca numadrul este prim si false in caz contrar).

(g) Determinarea descompunerii in factori primi a lui n. De exemplu pentru
490 = 2! - 51 . 72 se obtine multimea factorilor primi: {2,5,7} si puterile
corespunzatoare: {1,1,2}.

Rezolvare.

(a) Cifrele numarului se extrag prin impartiri succesive la 10. La fiecare etapa
restul va reprezenta ultima cifra a valorii curente, iar catul impartirii intregi
va reprezenta urmatoarea valoare ce se va imparti la 10 (vezi suma cifre in
Algoritmul 1.11).

(b) Daca n = e 10F 4+ ... ¢110 + ¢ atunci numirul ciutat este m = ¢o10% +
ceiCl—1104ck = (... (co10+¢1)10+co+. .. ¢—1)10+¢. Cifrele lui n se extrag,
incepand de la ultima, prin impartiri succesive la 10. Pentru a-1 construi pe
m este suficient sd se porneasca de la valoarea 0 gi pentru fiecare cifra extrasa
din n sa se Inmulteasca m cu 10 si sa se adune cifra obtinuta. Algoritmul
corespunzator este inversare_cifre (Algoritmul 1.11).

Algoritmul 1.11 Suma cifrelor si valoarea obtinuta prin inversarea ordinii
cifrelor unui numar natural

suma_cifre(integer n) inversare cifre(integer n)

integer S integer m

S0 m <+ 0

while n > 0 do while n > 0 do
S «— S+n MOD 10 m «— m* 10 +n MOD 10
n <« n DIV 10 n « n DIV 10

end while end while

return S return m

(c) Cifrele se determind prin impartiri succesive la 10. Multimea cifrelor poate
fi reprezentata fie printr-un tablou, ¢[0..9], cu 10 elemente contindnd indicatori
de prezenta (elementul de pe pozitia i, este 1 daca cifra ¢ este prezenta in numar
si 0 in caz contrar) fie printr-un tablou care contine cifrele distincte ce apar in
numir. In al doilea caz, pentru fiecare cifra extrasa se verifica daca nu se afla
deja in tabloul cu cifre. Cele doua variante sunt descrise in Algoritmul 1.12.

(d) Cifrele binare ale lui n se obtin prin impartiri succesive la 2 pana se ajunge la
valoarea 0. Restul primei impartiri reprezinta cifra cea mai putin semnificativa,
iar restul ultimei impartiri reprezinta cifra cea mai semnificativa. Presupunand
ca 2871 < n < 2F sunt suficiente k pozitii binare pentru reprezentare, iar
algoritmul poate fi descris prin:

cifre_binare(integer n)
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Algoritmul 1.12 Determinarea multimii cifrelor unui numéar natural

cifrel(integer n) cifre2(integer n)
integer ¢[0..9], i integer c[1..10], ¢, j
for : — 0,9 do boolean prezent

cli] < 0 i—0
end for while n > 0 do
while n > 0 do r «—n MOD 10; j « 1; prezent < false

¢[n MOD 10] < 1 while j <=1 and prezent =false do

n «— n DIV 10 if c[j] = r then
end while prezent <« true
return ¢[0..9] else

Je=J+1
end if
end while

if prezent =false then
i—i+1;c[i]—r
end if
n < n DIV 10
end while
return c[l..7]

integer b[0..k — 1],i
10
while n > 0 do
b[i] < n MOD 2
t—1+1
n «—n DIV 2
end while
return b[0..i — 1]

Pentru a avea in tabloul b cifrele binare in ordinea naturala (incepand cu
cifra cea mai semnificativdd) este suficient s& se inverseze ordinea elementelor
tabloului. Secventa de prelucrari care realizeaza acest lucru este:

for j —0,[(: —1)/2] do
blj] < bli — 1 —j]
end for

In secventa de mai sus operatorul de interschimbare < presupune efectuarea
a trei atribuiri si utilizarea unei variabile auxiliare (auz) pentru retinerea tem-
porara a valorii uneia dintre variabilele implicate in interschimbare:

aur <— a
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a<b
b — aux

(e) Pentru determinarea divizorilor proprii ai lui n (divizori diferiti de 1 si n)
este suficient sa se analizeze toate valorile cuprinse intre 2 si [n/2]. Algoritmul
care afiseaza valorile divizorilor proprii poate fi descris prin:

divizori(integer n)
integer i
for i — 2,|n/2| do
if n MOD i =0 then
write ¢
end if
end for

(f) Se porneste de la premiza cd numarul este prim (initializind variabila ce
va contine rezultatul cu true) si se verificd daca are sau nu divizori proprii
(este suficient si se parcurgd domeniul valorilor cuprinse intre 2 si |y/n]). La
detectarea primului divizor se poate decide ca numarul nu este prim. Aceste
prelucrari sunt descrise in algoritmul prim din 1.13.

Algoritmul 1.13 Verificarea proprietatii de numar prim si descompunerea in
factori primi

prim(integer n) factori_primi(integer n)
integer i integer f[1..k], p[1..k],i,d
boolean p i+ 0
p <« true d«+— 2
12 repeat
while ¢ < |/n| and p =true do if n MOD d = 0 then
if n MOD i =0 then 1—1+1
p <« false fli] < d
else pli] — 1
1—i+1 n <« n DIV d
end if while n MOD d =0 do
end while pli] — pli] + 1
return p n <« n DIV d
end while
end if
d—d+1
until n < d

return f[1..q], p[l..i]

(g) Descompunerea in factori primi a numarului n se va retine in doud tablouri:
tabloul f contine valorile factorilor primi, iar tabloul p contine valorile puterilor
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corespunzatoare. Algoritmul este similar celui de determinare a divizorilor, insa
cand este descoperit un divizor se contorizeaza de cate ori se divide n prin acea
valoare. In acelasi timp factorul descoperit este ”eliminat” din n prin impartiri
succesive. Aceasta asigura faptul ca divizorii ulteriori nu-i vor contine ca factori
pe divizorii mai mici, adica vor fi valori prime. O varianta a acestei metode
este descrisa in algoritmul factori_primi din 1.13.

Problema 1.9 Fie n un numar natural, = o valoare reald din (0,1) sie > 00
valoare reala pozitiva. Descrieti in pseudocod un algoritm pentru:

(a) Calculul sumei Y. | (—1)%? /(2i)!.

(b) Calculul aproximativ al sumei Y ;- (—1)%z? /(2i)! cu precizia e.

Indicatie.

(a) Suma poate fi rescrisi ca S = T(1) + ...+ T(n) cu T(i) = (=1)"a?/(2i)!.
Pentru a reduce numaérul calculelor implicate de evaluarea fiecirui termen se
poate folosi relatia 7'(i) = —22T'(i — 1)/((2i — 1)2i) cu T'(1) = —22/2.

(b) Calculul aproximativ al unei sume infinite presupune insumarea unui numar
finit de termeni pana cand valoarea absoluta a ultimului termen adaugat este
suficient de mica (|T(i)] < e€).

Problema 1.10 Sa se afigseze primele N elemente si si se aproximeze (cu pre-
cizia €) limitele sirurilor (cu exceptia sgirului de la punctul (d) care nu este
neapérat convergent):

(a) zn = (1+1/n)";

(b)z1=a>0, 2, = (Tn-1+a/Tn_1)/2;

(©) @n = fos1/fo, r=fo=1, fo = fao1+ fo2

(d) 1 = s, p, = (axp—1 +b) MOD ¢, n > 1, cu s,a,b,c € N*.

Rezolvare.

(a) Afisarea primelor N elemente ale girului z,, este descrisd in algoritmul
elemente_sir. In cazul unui gir convergent, limita poate fi aproximata prin
elementul xy, care satisface proprietatea |z; —zr_1| < €. In acest caz trebuie
cunoscutd la fiecare etapa atat valoarea curentd (xc) cat si valoarea precedenta
a girului (xzp). O varianta de estimare a limitei este ilustrata in algoritmul
limita sir.
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elemente sir(integer N) limita sir(real eps)

integer n integer n

for n — 1, N do real zc, xp
write putere(l+ 1/n,n) n—1

end for xc — 2

putere(real z,integer n) repeat

real p Tp — xC

integer i ne—n+1

pe—1 zc « putere((n+1/n),n)

for i — 1,n do until |zc — zp| < eps
p—pxzx return xc

end for

return p

(b) Pentru determinarea elementelor unui sir dat printr-o relatie de recurenta
de ordin 7, ,, = f(zp_1,...,%n_r) pentru care se cunosc primele r valori, se
pot utiliza r 4+ 1 variabile: r care contin valorile anterioare din gir (p1,...p,) s
una care contine valoarea curentd (pg). Structura generald a acestei prelucrari
este descrisa in algoritmul sir_recurent.

sir_recurent(integer N, real z[l..r])
integer i
real p[0..7]
pl[l..r] « x[1..7]
for i —r+1,N do
for k —r,1,—1 do
plk] — plk— 1]
end for
pl0] — f(p[1];...,plr])
write p[0]
end for

Atribuirea p[l..r] « z[l..r] semnifica faptul ca elementelor cu indicii cuprinsi
intre 1 si r din tabloul p li se asigneaza valorile elementelor corespunzatoare
din tabloul z. In cazul in care r = 1 algoritmul devine mai simplu. Generarea
elementelor cit gi estimarea limitei (girul converge cétre y/a) sunt descrise in
Algoritmul 1.14.

(c) Sirul f, este dat printr-o relatie de recurenta de ordin 2 si este cunoscut
ca fiind girul lui Fibonacci. Se poate demonstra ca sirul z, converge catre
0 = (1 4+ +/5)/2. Generarea elementelor si estimarea limitei sunt descrise in
Algoritmul 1.15.

(d) Relatiile de recurentd de acest tip sunt folosite pentru generarea de valori
(pseudo)aleatoare gi sunt utilizate pentru implementarea algoritmilor aleatori.
Valorile generate prin relatia data sunt intre 0 si ¢ — 1. Metoda de generare
este descrisa in algoritmul 1.16.
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Algoritmul 1.14 Generarea elementelor gi estimarea limitei unui gi dat prin-
tr-o relatie de recurenta simpla

sir_recurent2(integer N, real a) limita sir2(real a,eps)
integer n real zp,zc
real TC—a
T—a repeat
for n — 2, N do Tp — xC
x— (x+ajx)/2 xc — (zp+a/xp)/2
write x until |zp — z¢| < eps
end for return xc

Algoritmul 1.15 Sirul rapoartelor elementelor din sirul Fibonacci

sir3(integer N) limita_sir3(real eps)

integer n, f0,f1 integer f0, f1

real x real xc, zp

fO—1 fO—1

fl—1 fl—1

for 1 — 3,N do xc— f0/f1
write f0/f1 repeat
f2— f1 Tp — xC
f1— fo f2— f1
fO— f1+4 f2 fl— fO

end for fO— f14 f2

xe — fO0/f1

until |zc — zp| < eps
return xc

Algoritmul 1.16 Generarea unei secvente de valori pseudoaleatoare

sir_pseudoaleator(integer N, s, a, b, ¢)
integer z,n
T — s
for n — 2, N do
x— (axx+b) MOD ¢
write x
end for

39



