Algoritmi si structuri de date (I). Seminar 9: Aplicatii ale tehnicii reducerii. Analiza com-
plexitatii algoritmilor recursivi.

Problema 1 Sa se genereze toate sirurile cu n elemente din {0, 1}. De exemplu, pentru n = 3 sunt
opt siruri binare: (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1).

Rezolvare. O prima varianta de rezolvare constd in numararea in baza doi pornind de la sirul
valorilor egale cu 0. In ipoteza ca p[l..n] este o variabila globala, algoritmul poate fi descris prin:

generare( n)
for i < 1,n do p[i] < 0 endfor
repeat

write p[l..n]

r <—inc(p[l..n])
// r este reportul corespunzator celei mai semnificative cifre
// daca este 1 inseamna ca a fost deja afisat sirul (1,1,...,1)
until r ==

cu algoritmul de incrementare descris prin:

inc( p[l..n])
// se incepe incrementarea de la cifra cea mai putin semnificativa
s<p[n]+1
pln] < sMOD2
r < sDIV2 // r reprezinta reportul
14 n—1
while (r > 0) AND (i >= 1) do
s < pli] +1;
pli] < sMOD2;
r < sDIV?2;
11— 1
endwhile
return r

Considerand ca dimensiunea problemei este n iar operatia dominanta este impartirea la 2, pentru
fiecare dintre cei 2" vectori se efectueaza cel putin o operatie gi cel mult n. Deci algoritmul
apartine lui £2(2") respectiv O(n2"). Trebuie remarcat insa ca marginea n2" este larga intrucat
doar la ultimul apel al algoritmului inc se efectueaza n impartiri (la celelalte apeluri se efectueaza
mai putine). Pe de altd parte algoritmul de incrementare poate fi rescris fara a folosi operatii de
impartire (vezi Probleme suplimentare).

O alta varianta, bazata pe tehnica reducerii, este:



generare(k)
if £ ==1 then
p[] <0
write (p[l..n])
p[l] <1
write (p[l..n])
else
plk] 0
generare(k — 1)
plk] 1
generare(k — 1)
endif

Algoritmul de mai sus se apeleaza pentru k = n (generare(n)) presupunand ca p[l..n| este o
variabila globala. La fiecare apel al functiei se completeaza pozitia corespunzatoare lui k£ cu 0,
respectiv 1 dupa care se apeleaza recursiv algoritmul pentru a genera toate subsirurile binare cu
k — 1 elemente.

Pentru a determina ordinul de complexitate al algoritmului notam cu 7'(n) numarul de atribuiri
efectuate (p[k] < 0 si p[k] < 1). Acesta va satisface relatia de recurenta:

2 n=1
T(”)_{ 2T(n—1)+2 n>1

Pentru rezolvarea relatiei de recurenta se aplica metoda substitutiei inverse:

T(n)=2T(n—1)+2 -1
Tn—1)=2T(n—2)+2

T(2)=2T(1)+2 Qn=2
2 ‘2n—1

Prin insumarea relatiilor si reducerea termenilor asemenea se obtine T'(n) = 2(1 +2+... +2""2 +
2"l =2(2" — 1) € O(2").

Problema 2 Sa se calculeze AP unde A este o matrice n X n gi p este o valoare naturald mai mare
decat 1. Sa se analizeze complexitatea algoritmului propus.

Rezolvare. Presupunem ca produs(A[l..n, 1..n], B[1..n,1..n]) este un algoritm care returneaza pro-
dusul matricilor A gi B specificate ca parametri de intrare.

O prima varianta de calcul a lui AP se bazeaza pe metoda fortei brute gi conduce la un algoritm de
forma:

puterel(A[l..n,1..n], p)
P[l.n,1..n] < A[l..n,1..n|

for i < 2,p do P <produs(P, A)
endfor




Pentru a analiza complexitatea consideram ca dimensiunea problemei este determinata de perechea
(n,p) i ca operatia dominanta este cea de inmultire efectuata in cadrul algoritmului produs. Este
usor de stabilit ci la fiecare apel se efectueaza n® operatii de inmultire astfel ci numirul total de
inmultiri efectuate de catre algoritmul puterel este T'(n,p) = (p — 1)n3 € O(pn?).

Aplicand tehnica reducerii se obtine algoritmul:

putere2(real A[l..n,1..n|, integer p)
if p == 1 then return A[l..n,1..n
else if pMOD2 == 0 then
B[l..n,1..n] <—putere2(A4, p/2)
return produs(B[l..n,1..n], B[l..n,1..n])
else
B[1..n,1..n] < putere2(A, (p —1)/2)
B[l..n,1..n] < produs(B[l..n,1..n], B[1..n, 1..n])
B[1..n,1..n] < produs(B[l..n,1..n], A[l..n,1..n))
return B[l..n,1..n]
endif
endif

Numarul de inmultiri efectuate in cadrul algoritmului satisface relatia de recurenta:

0 p=1
T(n,p) =< T(n,p/2)+n3 p par
T(n,(p—1)/2)+2n3 p impar

Consideram cazul particular p = 2* si aplicim metoda substitutiei inverse:

T(n,p) = T(n,p/2) +n?
T(n,p/2) = T(n,p/4) + n?

Prin insumarea relatiilor de mai sus se obtine T'(n,p) = n3lgp pentru p = 2*, Intrucat T(n,p)
este crescatoare si n3lg p este o functie neteds rezultatul poate fi extins si pentru p arbitrar. Prin

urmare, in varianta bazata pe metoda reducerii, algoritmul de ridicare la putere a unei matrice este
din ©(n31gp).

Problema 3 Cautare pozilie inserare. Se considera un tablou a[l..n] ordonat crescator si v o
valoare. Sa se determine, folosind un algoritm din O(lgn), pozitia unde poate fi inserata valoarea
v in tabloul a astfel incat acesta sa ramana ordonat crescator.

Rezolvare.

O varianta de algoritm, bazata pe ideea de la cautarea binara, este:



cautare_pozitie(a[l..n],v)
li+1;ls+n
if (v < a[li]) return(li) endif
if (v > a[ls]) return(ls + 1) endif
while (Is > 17)
m < (li +1s)/2
if (a[m] == v) then return(m + 1) endif
if (v < a[m]) then ls < m —1
else li <~ m+1
endif
endwhile
if (v < a[li]) return(li)
if (v > a[ls]) return(is + 1)

Corectitudinea poate fi demonstrata folosind ca proprietate invarianta faptul ca afli — 1] < v <
a[ls 4+ 1] (in ipoteza ca se presupune formal cd a[0] = —oo si a[n + 1] = co0). Intrucat structura
algoritmului este similara algoritmului de cautare binara ordinul de complexitate este O(lgn).

O alta varianta a algoritmului este:

cautare pozitie(a[l..n],v)
li+1;ls+n
while (li <ls)
if (v < a[li]) return(li) endif
if (v > a[ls]) return(ls + 1) endif
m < (li+1s)/2
if (a[m] == v) then return(m + 1) endif
if (v < a[m]) then ls < m —1
else li <~ m+1
endif
endwhile
return(li)

Si in acest caz a[li — 1] < v < a[ls+ 1] este proprietate invarianta astfel ca la iegirea din ciclu (cand
li =1s+1) are loc a[li — 1] < v < qa[li]. Prin urmare la iesirea din ciclu trebuie returnata valoarea
lui 3.

Folosind acest algoritm de cautare binara a pozitiei de insertie algoritmul de sortare prin insertie
poate fi transformat in:

insertie_binara(a[l..n))
for i < 2,n do
aux < ali]
poz <—cautare pozitie(a[l..i — 1],v)
for j «+ i —1,poz,—1 do a[j + 1] < a[j] endfor
alpoz] < aux
endfor
return a[l..n]




Din punctul de vedere al numarului de comparatii efectuate algoritmul de insertie binara are com-
plexitatea O(nlgn). Din punctul de vedere al numarului de deplasari de elemente efectuate algo-
ritmul de sortare prin insertie binari apartine lui O(n?).

Problema 4 Metoda bisectiei. Fie f : [a,b] — R o functie continud avand proprietatile: (i)
f(a)f(b) < 0; (ii) exista un unic x* cu proprietatea ca f(z*) = 0. Sa se aproximeze x* cu precizia
e> 0.

Rezolvare. A determina pe x* cu precizia € Inseamna a identifica un interval de lungime € care
contine pe z* sau chiar un interval de lungime 2¢ daca se considera ca aproximare a lui * mijlocul
intervalului. Se poate aplica exact aceeasi strategie ca la cdutarea binara tindndu-se cont ca x* se
afla in intervalul pentru care functia f are valori de semne opuse in extremitati.

bisectie(a,b,e)
li+a;ls+b

repeat
m < (li + 1s)DIV2
if f(m) == 0 then return m endif

if f(m) = f(li) < 0 then ls < m
else li < m
endif
until |Is — li] < 2
return (i + 1s)DIV2

Complexitatea este determinata de dimensiunea intervalului [a, b] si de precizia dorita a aproximarii,
e. Notand n = (b — a)/e si observand ca structura algoritmului este similara celui de la cautarea
binara rezultd ca algoritmul are complexitatea O(lgn). Conditia f(m) == 0 ar putea fi inlocuita
cu o conditie de tip | f(m)| < ¢ cu § o valoare suficient de mica.

Probleme suplimentare

1. Sa se rescrie algoritmul de incrementare cu 1 a unui numar reprezentat in baza 2 fara a folosi
operatii de impartire.
Indicatie. Se parcurge tabloul cu cifrele binare de la cifra cea mai putin semnificativa catre
cea mai semnificativa gi se pune pe 1 prima cifra egala cu 0 intalnita iar cifrele egale cu 1
intalnite pana la primul 0 se inlocuiesc cu 0.

2. Sa se genereze toate cele 2" submultimi ale unei multimi cu n elemente.
Indicatie. O submultime poate fi reprezentata prin tabelul indicatorilor de prezenta care este
un sir binar cu n elemente, prin urmare generarea tuturor submultimilor unei multimi cu n
elemente este echivalenta cu generarea tuturor sirurilor binare cu n elemente.

3. Folosind tehnica divizarii algoritmul de inmultire a doua matrici poate fi reorganizat astfel
incat ordinul de complexitate sa fie redus. Un exemplu in acest sens este algoritmul lui
Strassen al cirui ordin de complexitate este O(n*7) in cazul inmultjirii a dou# matrici patratice
de dimensiune n x n. Consultati resurse web (folosind ”Strassen algorithm” drept cheie de
cautare) unde este descris algoritmul gi incercati sa il implementati.

4. Stabiliti ce afigeaza algoritmul de mai jos atunci cand este apelat pentru & = n (in ipoteza ca
lucreaza asupra unui tablou global a[l..n] initializat astfel incat ali] = i) si stabiliti ordinul
de complexitate al algoritmului.



alg(integer k)
if k == 1 then write a[l..n]
else for i + 1,k do
alg(k — 1)
if tMOD2 == 1 then a[l] <> a[k]
else afi] <> alk]
endif
endfor
endif

5. Descrieti o varianta recursiva a algoritmului de cautare binara a unei pozitii de inserare a
unei valori intr-un tablou ordonat astfel incat acesta sa ramana ordonat (problema 3 de mai
sus).

6. Cautare ternara. Tehnica cdutarii binare poate fi extinsd prin divizarea unui subsir a[li..ls]
in trei subsiruri alli.ml], ajml + 1..m2], a[m2 + 1..Is], unde ml = li + [(Is — li)/3] iar
m2 = li+2[(ls—1i)/3]. Care este ordinul de complexitate al algoritmului de cautare ternara
descris mai jos?

cautare_ternara (a[l..n], v)
li+ 1;1ls <+ n;
while (li <= Is)
ml < li+ (Is — li)DIV3; m2 < li + 2 x (Is — 1i)DIV3
if(z[m1] == v) then return(ml) endif
if(z[m2] == v) then return(m2)endif
if(v < z[m1]) then ls < ml1 —1
else if (v < x[m2])then li + ml + 1;ls + m2 — 1;
else li <+~ m2 + 1 endif
endif endwhile
return(-1)




