Algoritmi si structuri de date (I). Seminar 5: Analiza eficientei algoritmilor. Identificarea celui mai
favorabil si a celui mai defavorabil caz. Estimarea timpului de executie prin contorizarea operatiei dominante.

Problema 1 Scrieti un algoritm care determind numéarul de inversiuni ale unei permutéri (pentru o per-
mutare reprezentatd printr-un tablou a[l..n] o inversiune este o pereche de indici (i,j) cu proprietatile
i,j € {1,...,n}, i < jsia[i] > a[j]). Determinati numarul de operatii de comparare (asupra elementelor
tabloului a) efectuate de catre algoritm si stabiliti ordinul de complexitate al algoritmului.

Indicatie. Numaéarul de inversiuni poate fi calculat prin algoritmul de mai jos:

inversiuni(a[l..n])

1: k<« 0
2: fori+ 1,n—1do
3 forj+i+1,ndo

4: if a[i] > a[j] then
5: k+k+1

6: end if

7. end for

8: end for

9: return &

Pentru stabilirea ordinului de complexitate se considerd n ca fiind dimensiunea problemei si ali] > alj] ca
fiind operatia dominanta. Numaérul de executii ale operatiei dominante este Z?;ll Z;’Zl al= Z?;ll(n—i) =
n(n —1)/2. Deci T(n) = n(n — 1)/2, adica T'(n) € O(n?).

Problema 2 Se considera algoritmul de mai jos care verifica daca un tablou este ordonat crescator. Demonstrati
(identificAind un invariant i o functie de terminare) ci algoritmul este corect si analizati eficienta atat in
cazurile extreme (cel mai favorabil, cel mai defavorabil) cétsi in cazul mediu.

ordonat(a[l..n])
1: 7 < true

140
while (i <n — 1) and (r =true) do

14—1+1

if a[i] > a[i + 1] then

r < false

end if
end while
return r

Indicatie. (a) Analiza corectitudine. E usgor de remarcat cd proprietatea "r contine valoarea de adevar a
afirmatiei a[l..7] este ordonat crescétor” este invarianta in raport cu ciclul while si permite demonstrarea
corectitudinii algoritmului de mai sus.

(b) Dimensiunea problemei este n, iar operatia dominanta este a[i] > ali + 1].

2 Analiza in cazul cel mai favorabil. Cazul cel mai favorabil corespunde situatiei in care a[l] > a[2], caz in
care se efectueaza o singura comparatie. Prin urmare algoritmul este din clasa Q(1).

Analiza in cazul cel mai defavorabil. Cazul cel mai defavorabil corespunde situatiei in care tabloul a[l..n] este
ordonat crescdtor sau ali] < afi + 1] pentru ¢ = 1,n — 2 iar a[n — 1] > a[n], caz in care se n — 1 comparatii.
Algoritmul este din clasa O(n)

Analiza eficientet in cazul mediu. S& analizam cazul mediu in ipoteza ca exista n clase distincte de date de
intrare. Clasa C; (i € {1,...,n — 1}) corespunde vectorilor pentru care prima pereche de valori consecutive
care Incalca conditia de ordonare crescitoare este (a[é], a[i+1]). Cand se ajunge la ¢ = n consideram c& tabloul



este ordonat crescator. Numarul de comparatii corespunzator clasei ¢ este . Notand cu p; probabilitatea de
aparitie a unei instante din clasa C; rezulta ca timpul mediu de executie este:

n—1
=1

Intrucat 327", pi = 1 §i 4 < n rezultd T),(n) <n — 1.

In ipoteza ca toate cele n clase au aceeasi probabilitate de aparitie se obtine urmatoarea estimare pentru

timpul mediu:
n—1

L) = 3 Li g "ol L nm 42 =1) = 1)in+2)

‘—n n n 2 2n
=1

In realitate cele n clase nu sunt echiprobabile insa probabilitatile corespunzatoare nu sunt usor de determinat.
Ceea ce se poate observa este faptul ca p; > ps > ... > p,, deci pe masura ce probabilitatea corespunzatoare
unei instante creste numarul de operatii scade. Analiza cazului mediu este in general dificila, fiind fezabila
doar 1n cazuri particulare, cand se impun ipoteze simplificatoare asupra distributiei de probabilitate.

Problema 3 Se considera un sir de valori intregi (pozitive si negative - cel putin un element este pozitiv).
S& se determine suma maxima a elementelor unei secvente a sirului (succesiune de elemente consecutive).

Rezolvare.
Varianta 1. Pentru fiecare i € {1,...,n} se calculeazd succesiv sumele elementelor subtablourilor afi..j]
cuj € {1,...,n} gi se retine cea maxima. O prim& variantd a algoritmului (secvental) este descrisa in
continuare.

secvental(integer a[l..n))
1: max < 0; tmaz < 1; jmax < 0

: for i + 1,n do
54+ 0
for j < i,n do

s < s+ alj]

if s > max then

max <— S; 1mazx <— i; jmax < j

end if
end for
10: end for
11: return mazx, imax, jmazx

Operatiile dominante sunt cele specificate pe liniile 5 si 6, iar numérul de repetéri ale acestora este T'(n) =
>iz1 2 j—; L =n(n+ 1)/2, prin urmare acest algoritm apartine clasei O(n?).

Varianta 2. Aceeasi problema poate fi rezolvata si printr-un algoritm de complexitate liniard calculand
succesiv suma elementelor din tablou si reinitiind calculul iIn momentul in care suma devine negativa (in
acest caz reinitializand cu 0 variabila s valoarea obtinuta este mai mare decit cea curenti, care este negativa).
Algoritmul secventa2 este descris in continuare.



secventa2(integer a[l..n])
1: max < 0; tert < 1; imax <+ 1
jmax <0
s+ 0
for i + 1,n do
s < s+ ali]
if s < 0 then
s+ 0;icrt +—i+1
else if s > maz then
mazx <— §; 1mazx <— icrt; jmax <1
end if
: end for
: return max, imax, jmax

=

Numarul de executii ale operatiei dominante (s <— s + a[i]) este T'(n) = n, prin urmare algoritmul apartine
clasei O(n).

Problema 4 Sa se estimeze timpul de executie al unui algoritm care genereaza toate numerele prime mai
mici decat o valoare datd n (n > 2).

Rezolvare. Vom analiza doud variante de rezolvare: (a) parcurgerea tuturor valorilor cuprinse intre 2 si n si
retinerea celor prime; (b) algoritmul lui Eratostene.

(a) Presupunem ca algoritmul prim(i) returneaza true daci n este prim gi false in caz contrar (analizind
divizorii potentiali dintre 2 si [v/]).

(b) Algoritmul lui Eratostene. Se pornegte de la tabloul a[2..n] initializat cu valorile naturale cuprinse intre
2 i n si se marcheaza succesiv toate valorile ce sunt multipli ai unor valori mai mici. Elementele ramase
nemarcate sunt prime.

Ambele variante sunt descrise in Algoritmul 1.

Algoritmul 1 Algoritmi pentru generarea numerelor prime

generare(integer eratostene(integer
n) n)

1: k<0 1: for ¢ + 2,n do

2: for i + 2,n do 2: ali] « i

3:  if prim(i) =true then 3: end for

4: kE—k+1 4: for i <+ 2,[\/n] do

5: plk] i 5. if a[i] # 0 then

6: end if 6: ] — %

7: end for 7 while j <n do

8 return p[l..k] 8: aljl < 0; j«j+1
9: end while
10:  end if
11: end for
12 K+ 0
13: for i < 2,n do
14:  if a[i] # 0 then
15: k<« k+1; plk] < ali]
16:  end if
17: end for
18: return p[l..k]

In ambele cazuri consideram dimensiunea problemei ca fiind n.



In prima varianta consideram ca operatiile dominante sunt cele efectuate in cadrul subalgoritmului prim.
Luam in considerare doar operatia de analiza a divizorilor potentiali. Pentru fiecare ¢ numarul de comparatii
efectuate este |v/i] — 1. Deci:

n

Titn) = 3 (Vil - 1) < 3 Vi— (- 1)

i=2 i=2

Pentru a estima suma de mai sus se aproximeaza cu integrala [,' \/zdx = 2/3n\/n —4+/2/3 obtinandu-se ci:
Ti(n) <2/3ny/n —4v2/3 — (n — 1)

Pe de altd parte, intrucat vi — 1 < |Vi] < /i, rezulta ¢ Ty (n) > 2/3n/n — 4v/2/3 — 2(n — 1).
Se obtine astfel ca T1(n) € ©(n/n).

In cazul algoritmului lui Eratostene operatia dominanta poate fi consideratd cea de marcare a elementelor
tabloului a. Pentru fiecare i se marcheazi cel mult | (n —42)/i+ 1] elemente astfel ci numarul total de astfel
de operatii satisface:

WAl WAl NP
T < 1 < 1) = - — —1
2(n)_;L ; +J_;( —+1) n2. izzzﬂx/ﬁJ

Se aplica din nou tehnica aproximarii unei sume prin integrala corespunzatoare si se obtine:

To(n) < nlny/n — nlnv2 — Vn(vn+1)/2+vn
deci To(n) € O(nlgn).

Se observa ca varianta bazata pe algoritmul lui Eratostene are un ordin de complexitate mai mic decat prima
varianta Insa necesita utilizarea unui tablou suplimentar de dimensiune n — 1.

Probleme suplimentare/teme

1. Scrieti un algoritm pentru a verifica daca elementele unui tablou (cu valori intregi) sunt distincte sau
nu. Demonstrati corectitudinea algoritmului si estimati timpul de executie considerand comparatia
intre elementele tabloului drept operatie dominanta.

2. Scrieti un algoritm pentru a verifica daci elementele unui tablou (cu valori intregi) sunt toate identice
sau nu. Demonstrati corectitudinea algoritmului si timpul de executie considerand comparatia intre
elementele tabloului drept operatie dominanta.

3. Se considera o matrice A cu m linii i n coloane i o valoare z. Scrieti un algoritm care verifica daca
valoarea x este prezenta sau nu in matrice. Stabiliti ordinul de complexitate al algoritmului considerand
comparatia cu elementele matricii drept operatie dominanta.

4. Se considerd un tablou x[1..n — 1] care contine valori distincte din multimea {1,2,...,n}. Propuneti
un algoritm de complexitate liniard care sa identifice valoarea din {1,2,...,n} care nu este prezenta
in tabloul z.

Observatie. Incercati si rezolvati problema folosind spatiu de memorie auxiliar de dimensiune O(1)
(aceasta inseamnd sa nu folositi vectori auxiliari).

5. Se considerd un tablou z[l..n] ordonat cresciitor cu elemente care nu sunt neapdrat distincte. Sa se
transforme tabloul x astfel incat pe primele k pozitii s& se afle elementele distincte In ordine crescatoare.
De exemplu pornind de la [1,2,2,4,4,4,7,8,9,9,9,9] se obtine tabloul ce contine pe primele k = 6
pozitii valorile: [1,2,4,7,8,9] (restul elementelor nu intereseaza ce valori au).



