Algoritmi si structuri de date (I). Seminar 14: Aplicatii ale tehnicii cdutarii cu revenire.

Problema 1 (Problema comis voiajorului (TSP-Traveling Salesman Problem)). Se considera un set de n
orage si un comis voiajor care trebuie sa viziteze toate cele n orage pornind din primul orag, trecand o singura
data prin fiecare orasg gi intorcdndu-se in primul orag. Se considerd cunoscutd matricea D[l..n,1..n] in care
elementul DJi, j] este 0 dacd nu existd drum direct intre orasul ¢ gi oragul j respectiv lungimea drumului
direct dintre cele doua orage. (i) Sa se genereze toate circuitele pe care le poate parcurge comis voiajorul
pornind din orasul 1; (ii) S& se determine cel mai scurt circuit.

Rezolvare. In ambele variante solutia poate fi reprezentatd printr-un sir (s1, -+ Sp) unde s; € {1,...,n}
reprezinta indicele oragului vizitat la etapa i. Pentru a obtine circuitul trebuie doar adaugat orasul de
pornire (de exemplu, 1). Restrictiile ce trebuie satisfacute sunt: s; # s; pentru orice ¢ # j (nu se viziteaza
de doua ori acelasi oras) si D(s;_1,s;) > 0 pentru i = 2,n (existd drum direct intre orasele vizitate la etape
succesive).

Conditiile de continuare deduse din restrictiile de mai sus sunt: si # s; pentru i = 1,k — 1 i D(sg—1,8k) >
0. In cazul ciutirii celui mai scurt traseu numéarul traseelor generate poate fi redus daca se completeaza
conditiile de continuare cu Z?:z D(s;_1,s;) < Lmin unde Lmin este lungimea celui mai scurt traseu generat
pana la momentul curent. Variabila Lmin se initializeaza inainte de apelul algoritmului de generare cu o
valoare suficient de mare (Lmin = o0). In ambele variante ale problemei se considera c& s-a obtinut o solutie
cand au fost completate toate cele n componente. Pentru a obtine lungimea circuitului se adauga la suma
> o D(si_1,s;) distanta dintre oragul s, si primul orag (stocatd in D(s,,1)).

In prima varianta, algoritmul este descris in 1.

Algorithm 1 Problema comis voiajorului. Generarea tuturor circuitelor (stdnga). Generarea unui circuit
de lungime minima (dreapta)

TSP(integer k)

—

: optTSP(integer k)
if k—1=n then if (k—1=mn) then
if D[s[n],s[1]] > 0 then if D[s[n], s[1]] > 0 AND L+D[s[n], s[1]] <
write s[1..n] Lmin then

end if 4: Lmin < L+ D[s[n], s[1]]
else 5: smin[l..n] < s[l..n]
for i < 2,n do 6: end if
slk] i 7: else
if validare(s[l..k]) =true 8 for i<« 2,n do
then 9: slk] <1
TSP(k + 1) 10: if validare(s[l..k]) =true then
end if 11: L <+ L+ Dis[k — 1], s[k]]
end for 12: optTSP(k + 1)
end if 13: L + L — D[s[k — 1], s[k]]
14: end if
15:  end for
16: end if

Inainte de apelul lui TSP, s[1] se seteazd pe 1 (se porneste intotdeauna din primul oras) iar algoritmul se
apeleaza pentru k = 2. In algoritmul validare se verifica faptul ca s[k] # s[i] pentru i = 1,k — 1 si faptul
ca D[s[k — 1], s[k]] > 0. In cazul in care una dintre aceste conditii este incélcata se returneaza false.

In a doua variant se folosesc variabilele globale smin[l..n] si L'min pentru a stoca cel mai scurt traseu
generat pana la momentul curent, respectiv lungimea lui. Lmin se initializeaza cu o valoare suficient de
mare. In plus se foloseste variabila globala L care contine la fiecare etapa lungimea traseului dintre primul si
ultimul orag vizitat. Inainte de apel L se initializeazi cu 0. Algoritmul este descris in 1. Algoritmul optTSP
poate fi transformat pe baza ideii de la tehnica ”ramifica si margineste” calculand pentru fiecare solutie



partiala o margine inferioara a lungimii traseului si efectuand apelul recursiv de la linia 12 doar daca aceasta
limit4 este mai mica decat Lmin (initializatd inaintea apelului optTSP(1) cu o valoare suficient de mare - de
exemplu nmax; ; D;;). O variantd de calcul a limitei inferioare pentru lungimea traseului in cazul solutiei
partiale (s1,...,sk) este:

k—1 n
Ly = ZDSMH +(n—k) Z di+ min Dj
i—1 i=k+1 i=k+ln

unde d; este media aritmetica a distantelor dintre oragul 7 si cele mai apropiate alte doua orase care nu au
fost vizitate inca.

Problema 2 (Turul calului.) Se considerd un cal plasat pe o pozitie (ig,jo) pe o tabld de sah. Se pune
problema determinérii unei secvente de pozitii prin care trebuie sa treaca calul pentru a vizita o singura
data fiecare pozitie.

Indicatie. Solutia poate fi reprezentatd printr-un tablou contindnd 64 de perechi distincte de indici (4, 5)
(i,5 € {1,...,8}). Doud perechi consecutive ale solutiei, (i, ) si (¢, j') trebuie sa reprezinte pozitii intre care
calul se poate deplasa printr-o singurd mutare, adicd: i —4'|=1sgi|j—j'| =2sau|i—i|=25i|j— 5| =1.

Problema 3 Pdtrat magic. Un patrat magic de dimensiune n este o matrice cu n linii gi n coloane care
contine valorile din multimea {1,2,...,n?} astfel iIncat suma elementelor de pe fiecare linie si de pe fiecare
coloana este aceeasi.

(a) Care este suma elementelor de pe o linie (coloand) dintr-un patrat magic de dimensiune n.

(b) Folosind tehnica cautarii sistematice, generati toate patratele magice de dimensiune n.

Indicatie. (a) Suma elementelor de pe fiecare linie/coloani este suma elementelor din {1,2,...,n%} impartita
la numarul de linii (n). (b) O solutie este o permutare a multimii {1,2,...,n%} care satisface restrictiile
referitoare la sumele elementelor de pe linii/coloane. O varianta de rezolvare consta in generarea permutarilor
de ordin n? si selectia celor care satisfac restrictiile.

Problema 4 (Partitionarea unwi numdr.) Pentru un numér natural C sa se determine toate modalitatile
distincte de a descompune C ca suma de numere naturale nenule (doud descompuneri sunt considerate
distincte daca nu contin aceiasi termeni).

Indicatie. O solutie poate fi reprezentatd ca un vector de forma (si,s2,...s;) unde s; € {1,2,...,C},
$i < 8iy1,1 =1,k —1gis1+s2+...+s, = C. Conditia de continuare este si > sp_1 si s1+s2+. ..+, < Ciar
conditia de oprire (corespunzatoare apelului destinat completarii componentei k) este s1+sa2+...+sx_1 = C.

Problema 5 (Problema labirintului.) Se considera o grila patratica n x n in care anumite celule sunt libere
iar altele sunt ocupate. Celulele libere ale grilei pot fi vizitate prin deplasare din pozitia curenta in oricare
dintre pozitiile libere vecine (stinga, dreapta, sus, jos). Presupunand ci celulele (1,1) si (n,n) sunt libere
si se genereze toate traseele care permit trecerea doar prin celule libere de la (1,1) la (n,n). Un exemplu
de labirint si de traseu care uneste cele doua celule este ilustrat in Figura 1.

Rezolvare. Consideram ca informatia privind starea unei celule este stocatd in matricea M[l..n,1..n] in
care M][i, j| este 0 daca celula e liberd si 1 in caz contrar. O solutie a problemei este un gir de perechi
de coordonate identificind celulele libere prin care se trece: s = (s1,...,8m,) cu s; = (i, ;). Restrictiile
ce trebuie satisfacute de catre solutie sunt: elementele lui s sunt perechi distincte si se trece doar prin
celule libere (M|s[l].i,s[l].j] = 0). Cand se ajunge in celula (n,n) se considerd c& s-a obtinut o solutie.
Dintr-o celuld de coordonate (i, j) se poate trece intr-una dintre cele patru celule vecine avand coordonatele:
(i—=1,7), (i+1,4), (i,5—1) si (4,7 +1) (tindndu-se cont de limitarile existente pentru celulele de pe frontiera).
Algoritmul de validare returneaza false daca cel putin una dintre urmatoarele conditii este incalcata:

1. 1<s[kli<n,1<s[kl.j<n

2. MIs[k].3, s[k].5] = 0
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Figure 1: Exemplu de labirint si de traseu care uneste coltul din stanga sus cu coltul din dreapta jos

Algorithm 2 Determinarea unui traseu prin labirint

labirint(integer k)
if s[k —1] = (n,n) then
write s[1..k — 1]
else
slk] « (s[k —1].i—1,s[k —1].5)
if validare(s[l..k]) then
labirint (k+1)
end if
slk] < (s[k —1].i + 1, s[k — 1].5)
if validare(s[l..k]) then
labirint (k+1)
end if
slk] « (s[k —1].i, 8]k — 1].7 — 1)
if validare(s[l..k]) then
labirint (k+1)
end if
slk] < (s[k — 1.4, s[k — 1.7+ 1)
if validare(s[l..k]) then
labirint (k+1)
end if
end if

3. skl #s[l,l=1,k—1

Algoritmul care genereaza traseele este descris in Alg. 2.



