Algoritmi si structuri de date (I). Seminar 13: Aplicatii ale programarii dinamice (II).

Problema 1 (Problema colectdrii obiectelor) Se considera o grild de dimensiune m x n ale carei celule pot
fi de unul dintre urmatoarele trei tipuri: (i) celuld accesibila goald; (ii) celula accesibila care contine un
obiect; (iii) celuld inaccesibila. Se pune problema determinarii unui traseu pentru un robot care pleaca din
celula din coltul din stanga sus cu scopul de a ajunge in celula din coltul din dreapta jos trecand prin celule
accesibile si colectand cat mai multe obiecte.

Indicatie. Se considera ca informatiile privind starea fiecirei celule sunt stocate intr-o matrice B[1..m,1..n]

cu elemente din {—1,0,1}: B[i,j] = —1 daca celula este inaccesibild, B[i,j] = 0 daci celula este accesibila
dar nu contine obiect, B[i,j] = 1 daci celula este accesibild gi contine un obiect. Un exemplu de matrice
este:
0 -1 0 1 00
1 0 0 -1 10
B = 0 1 0 -1 1 0
0 0 0 1 0 1
-1 -1 -1 0 1 0

Considerand ca Fi, j] contine numérul maxim de obiecte colectate de-a lungul unui traseu care se terming
in celula (4, ) relatia de recurentd pentru calculul lui F[i, j] este:

B[0,0] i=0,j=0

Fli —1,0] + BJi,0] j=0,i>0,B[i,0)! = -1
P B j=0,i>0,B[i,0] = —1
i3] = F[0,5 — 1] + B0, ] i=0,7>0,B[0,j]=-1

—0 i=0,j>0,B[0,j] = -1

max{F[i —1,j], F[i,j — 1]} + B[i,j] altfel

Problema 2 (Sectionarea optimald a unei tije) Se considera o tija de lungime n care se doreste a fi sectionata
in fragmente de lungimi intregi. Stiind ca pentru fiecare lungime de fragment este un alt pret se pune
problema determinarii unei modalitati de sectionare care sa conduca la un cost cat mai mic.

De exemplu pentru o tija de lungime 8 pentru care preturile sectiondrilor sunt p = [2,3,1,4,6,5,6, 5]
(obtinerea unui segment de lungime 1 are pretul 2, obtinerea unui segment de lungimea 2 are pretul 3,
pentru un segment de lungime 3 pretul este 1 etc) o sectionare optimala ar conduce la dous segmente de
lungime 3 si un segment de lungime 2.

Indicatie. Problema sectionarii este similara cu cea a inmultirii optimale a unui gir de matrici in sensul ca
pentru a se obtine o sectionare optimala, fiecare dintre cele doua fragmente obtinute In urma unei taieturi
trebuie sectionat optimal. Tija poate fi consideratd ca un sir de elemente de lungime 1. Consideram
Cli, j] costul sectionarii optimale a portiunii de tiji delimitatd de elementele ¢ si j. Relatia de recurentd
corespunzatoare calculului lui C[i, j] este:

p[0] i=]
Cli,jl = min(p[j — i}, min;<;; C[5, ] + Cll+1,5]) i<
0 ©> g

Daca i = j Inseamna ca fragmentul are deja lungimea 1 gi nu mai trebuie sectionat, iar pretul lui corespunde
lui p[1]. Daci i < j atunci se alege varianta de cost minim: fie nu se aplica tdieturd (in acest caz pretul este
corespunzator lungimii fragmentului, p[j — ¢]) sau se aplica la pozitia [ (i < I < j) care conduce la costul
cel mai mic (in conditiile in care fiecare dintre fragmente este la randul sau fragmentat optimal). Pentru a
determina mai usor pozitiile de taiere este util ca in paralel cu construirea tabloului C' sa se completeze si
un tablou cu pozitiile de taiere: t[i, j] contine pozitia taieturii aplicate tijei delimitate de elementele 7 i j.



1 1=7

t[i } _ J dacd 1 < J st C[Zaj] :p[j - Z]
J Imin  dacd i < j si Cli,Imin] + Cllmin + 1,4]) < C[i,l]] + C[l + 1,4]),l =4,5 — 1
0 i>7

Pentru exemplul de mai sus se obtine urmatoarea matrice de costuri:

[[2313424H5]
[02313424]
[00231342]
[0002313 4]
[0000231 3]
[00000O0 23 1]
[0O00O0O0O0 2 3]
[0000O0O0O0 2]]

si matrice de taieturi (cu indicii elementelor din tija pornind de la 0 - o valoare egald cu 0 inseamnd ca
se aplica taieturd dupa primul element, o valoare egala cu 1 inseamna ca se aplica taietura dupa al doilea
element etc):

(0120420 2]

(012315 31]

[002 3426 4]

[0003453T7]

[000O0 45 6 4]

[0000O056 7]

[00O00O0O0G6T7]

[000O0O0O0O0 T7]]
Problema 3 (Problema inchiderii tranzitive) Considerdm o relatie binara R C {1,...,n} x {1,...,n}.
Inchiderea sa tranzitivil este o relatie binard R* C {1,...,n} x {1,...,n} avand proprietatea: daci pentru
i, €{1,...,n} existd i1,...,4m € {1,...,n} cu proprietatile: (i1,i2) € R, (i2,i3) € R, ... ,(im—1,im) € R

iar i =4y gl j = i,, atunci (¢,7) € R*.

Pentru a construi R* se considera urmitorul set de relatii binare R® = R, R', ..., R = R*, definite astfel:
daca pentru i,j € {1,...,n} existd i1,...,4m € {1,...,k} cu proprietatile: (i1,i2) € R, (i2,i3) € R, ...,
(im—1,im) € Riari =1y si j = 4 atunci (i, j) € R¥. Relatiile pot fi descrise prin recurente astfel: (i,j) € R*
daca (i,j) € R*"! sau (i,k) € RF"1 si (k,j) € RFL.

Indicatie. Pentru a elabora algoritmul de construire a lui R* consideram relatiile binare pe {1,2,...,n}
reprezentate prin matrici ale ciror elemente sunt definite astfel:

~_J 1 daca(i,j) €R
"I 0 daca (i,5) € R

Relatiile de recurents pentru construirea matricilor asociate relatiilor binare R%, R',..., R™ sunt:
< k=1 _ k=1 _ 4 o k=1 _
rk—{l daca rj; " =1lsau (rj ~ =1lsir; =1) —Tn

iy

0 altfel ’

cu r?j = r;;. Folosind aceste relatii de recurenta se poate construi matricea asociata relatiei binare R™,
utilizand doar doua matrici auxiliare in modul descris In Algoritmul 1.

Algoritmul pentru determinarea inchiderii tranzitive este cunoscut gi sub numele de algoritmul lui Warshall.



Algorithm 1 Determinarea inchiderii tranzitive a unei relatii binare

inchidere_tranzitivi(R[l..n,1..n])
R2[1..n,1..n] < R[1..n,1..n]
for k <+ 1,n do
R1[l..n,1..n] + R2[1..n,1..n]
for i + 1,n do
for j < 1,n do
if (R1[i,j] =1) or (R1[i,k] =1 and R1[k,j] = 1) then
R2i,j] + 1
else
R2[i, j] « 0
end if
end for
end for
end for
return R2[1..n,1..n]

Probleme suplimentare

1. (Problema subsirului strict crescator de sumd mazima.) Fie aq,as, ..., a, un sir de valori reale pozitive.
Sa se determine un subsir strict crescator pentru care suma elementelor este maxima. Indicatie. Se
aplica ideea de la determinarea celui mai lung subsir strict crescitor doar ca in loc sd se contorizeze
numarul de elemente din subsir se aduna numarul lor.

2. Se considera un gir de valori reale (pozitive gi negative). Sa se determine subsir de elemente cu semne
alternate (un element pozitiv este urmat de un element negativ iar un element negativ este urmat de
un element pozitiv) pentru care suma valorilor modulelor este maxima.

Indicatie. Se aplica ideea de la determinarea unui subsir strict crescator de suma maximéa doar ca in
loc ca elementele sa fie ordonate crescator acestea trebuie si fie cu semne alternate (si se cumuleaza
modulele elementelor).

3. Aplicati tehnica memoizarii in algoritmul de determinare a distantei de editare.



