Algoritmi si structuri de date (I). Seminar 12: Aplicatii ale programérii dinamice.

Problema 1 (Problema determindrii celui mai lung subsir strict crescator) Se considera un sir de valori
reale ai, asz,...,a, §ise cautd un subsir a;,,a4,,..., a;, cul <jip <jo <...<jr <n,aj <aj, <...<aj,
si astfel incat k sa fie cat mai mare. Un astfel de subsir nu este neaparat unic. De exemplu pentru sirul
(2,5,1,3,6,8,2,10) existd doud subsiruri strict cresciatoare de lungime 5: (2,3,6,8,10) si (1, 3,6,8,10). Pe
de alta parte nu toate subsirurile de aceeasi lungime se termina cu acelagi element. De exemplu in girul
(2,1,4, 3) exista patru subsiruri crescatoare de lungime maxima (2): (2,4), (2,3), (1,4), (1,3).

a) Caracterizarea solufiei optime. Fie aj, < a;, < ... < aj,_, < aj, un subsir de lungime maxima.
Considerdm ca aj, = a; lar aj,_, = a, (evident p < 7). Prin reducere la absurd se poate ariita ca a;, <
aj, < ... < aj;,_, este cel mai lung dintre subgirurile crescitoare ale sirului partial (a1, aq,...,a,) care au

proprietatea ca ultimul element este chiar a,. Prin urmare problema are proprietatea de substructura optima
si lungimea unui subsir crescator care se terming in a; poate fi exprimata in functie de lungimea subsirurilor
crescatoare care se termina cu elemente a, ce satisfac a, < a;.

b) Stabilirea unei relatii de recurenta intre lungimile subsirurilor. Fie (Bi>i:1,7 un tablou ce contine pe
pozitia ¢ numarul de elemente al celui mai lung subsir strict crescator al girului (aq,...a,) care are pe a; ca
ultim element (spunem ca subsirul se termina in a;). Tindnd cont de proprietatile solutiei optime se poate
stabili o relatie de recurenta pentru B;:

B — 1 1=1
Ul 14+ max{Bj[1<j<isia; <a;} i>1

Daca multimea M, l- ={Bj|l < j <isgia; < a;} este vidd atunci max M; = 0. De exemplu pentru sirul
initial a = (2 5 3,6,8,4) tabloul lungimilor subsirurilor optime care se termina in fiecare element al lui a
este: B = (1, 73, 4,3). Cea mai mare valoare din B indicd numarul de elemente din cel mai lung subsir
crescator.

¢) Dezvoltarea relatiei de recurentd in manierd ascendentd. Se completeazd un tablou cu elementele lui

(Bi);=1 asa cum este descris in Algoritmul 1.

Algorithm 1 Dezvoltarea relatiei de recurenta pentru determinarea celui mai lung subsir strict crescator

completare(a[l..n])
B[1] +1
for i + 2,n do
maz < 0
for j« 1,i—1do
if (a[j] < a[i]) and (maz < B[j]) then
max < Blj]
end if
end for
Bli] + maz + 1
end for
return B[l..n]

Luand in considerare doar comparatia dintre doud elemente ale girului (a[j] < ali]) costul algoritmului este
Tn)=> 1, Z =>" ,(i—1) =n(n—1)/2 deci completarea tabelului B este de complexitate O(n?).

d) Construirea unei solutii optime. Se determind cea mai mare valoare din B. Aceasta indicd numéarul
de elemente ale celui mai lung subsir crescitor iar pozitia pe care se afld indici elementul, a[m], din girul
initial cu care se termina subgirul. Pornind de la acest element subsgirul se construiegte in ordinea inversa



Algorithm 2 Construirea unui cel mai lung subsir crescator

construire(a[l..n], B[l..n])
// determinarea valorii si pozitiei maximului in B
tmax <1
for i + 2,n do
if Blimaz] < Bli] then
Tmax <1
end if
end for
m < imazx
k « B[m)]
x[k] « a[m]
while B[m| > 1 do
14 m—1
while (a[i] > a[m]) or (B[i] # B[m] —1) do
1 i—1
end while
m <1
k< k—1// se adaugd un nou element in subsir
x[k] + a[m)
end while
return z[l..k]

a elementelor sale ciutand la fiecare etapa un element din gir mai mic decat ultimul completat in subsir si
caruia 1i corespunde in B o valoare cu 1 mai mica decat cea curenta. Algoritmul este descris in 2.

Daca dupé completarea elementului a[m] in subsir existd doud subsiruri din a[l..m — 1] de lungime maxima
egald cu B[m] — 1: unul care se termind in a[p] si unul care se termind in afq] (astfel incat alp] < a[m] si
alq] < a[m]), algoritmul va selecta ca element pentru subsir pe cel cu indicele mai apropiat de m, adici mai
mare. Astfel dacd p < ¢ va fi selectat g. Aplicand algoritmul de construire sirului (2, 5,1, 3, 6,8, 4) se va porni
cum = 6 (B[m] = 4) ultimul element din subsir fiind astfel 8. Cum B[5] = 3 gi 6 < 8 penultimul element
va fi 6. Continuand procesul se selecteaza in continuare elementele 3 si 1 obtinandu-se subsirul crescator
(1,3,6,8) de lungime 4.

Intrucat in ciclul de construire cautarea continua de la pozitia noului element selectat, chiar daca sunt doua
cicluri while suprapuse ordinul de complexitate este O(n). Cum si determinarea maximului lui B are acelasi
ordin de complexitate rezulta ca algoritmul de construire are complexitate liniara.

Problema 2 (Problema monedelor.) Se considerda monede de valori d,, > d,,—1 > ... > d; = 1. Sa se
gaseascd o acoperire minimald (ce foloseste cat mai putine monede) a unei sume date S.

Rezolvare. Intrucét existd monedi de valoare 1 orice sumi poate fi acoperita exact. In cazul general, tehnica
greedy (bazatd pe ideea de a acoperi cat mai mult posibil din suma cu moneda de valoarea cea mai mare)
nu conduce intotdeauna la solutia optima. De exemplu daca S = 12 si se dispune de monede cu valorile 10,
6, 1 atunci aplicand tehnica greedy s-ar folosi o moneda de valoare 10 si doua monede de valoare 1. Solutia
optima este Insa cea care folosegte douda monede de valoare 6.

(a) Analiza structurii unei solutii optime. Consideram problema generica P(i,j) care constd in acoperirea
sumei j folosind monede de valori d; < ... < d;. Solutia optima corespunzatoare acestei probleme va
fi un sir, (s1,$2,...,5k) de valori corespunzitoare monedelor care acoperd suma j. Dacid s; = d; atunci
(s1,82,.-.,8k—1) trebuie sa fie solutie optima pentru subproblema P (i, j —d;) (i rtAméne nemodificat intrucat
pot fi folosite mai multe monede de aceeasi valoare). Daca s; # d; atunci (s, $2,...,8k—1) trebuie sd fie
solutie optim& a subproblemei P(i — 1, j).



Algorithm 3 Dezvoltarea relatiei de recurenta in cazul problemei monedelor gi construirea solutiei

completare(d[l..n],S)
for i < 1,n do

R[i,0] < 0
end for
for j < 1,s do
R[1,j] «j solutie(i, )
end for if j # 0 then
for i + 1,n do if Q[¢,j] =1 then
for j + 1,sdo k+—k+1
if j < d[i] then alk] « dJi]
R[i,j] < R[i — 1,j]; Q[i,j] < O solutie(s,j — d[i])
else else
if Rli —1,j] <1+ R[i,j — d[i]] then solutie(i — 1,7)
R[i,j] « Rli — 1, j]; Qli, 5] < 0 end if
else end if
end if
end if
end for
end for
(b) Deducerea relatiei de recurentd. Fie R(4,7) numarul minim de monede de valori dy,...,d; care acopera

suma j. R(i,j) satisface:

0 i=0
Rijy=1 7 i=1
" R(i —1,5) j<d;

min{R(i — 1,5),14+ R(i,j — d;)} j>d;

Pentru exemplul de mai sus se obtine matricea:

ojo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1710 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
6 |10 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 2
wjo 1 2 3 4 5 1 2 3 4 1 2 2
Pentru a usgura construirea solutiei se poate construi incd o matrice Q[1..n,0..S] caracterizata prin:

Qi, j) = 1 d; se foloseste pentru acoperirea sumei j
=N 0 d; nu se folosesgte pentru acoperirea sumei j

In cazul exemplului analizat matricea ) va avea urmaéatorul continut:

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
170 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6 |0 0 0 00 0 1 1 1 1 1 1 1
(0 0o 0 0 00O OO 0 0 1 1 0

(¢c) Dezvoltarea relatiei de recurentd. Matricile R si @ pot fi completate dupa cum este descris in Algoritmul
3 (R[n, s] reprezintd numarul minim de monede necesare pentru a acoperi suma S).

(d) Construirea solutiei. Considerand ca tabloul a in care se colecteaza solutia si variabila k ce contine
numarul de elemente ale lui a sunt variabile globale, solutia poate fi construita in maniera recursiva aga cum
e descris 1n algoritmul 3.



Problema 3 Traseu de scor maxim. Fie a[l..n,1..n] o matrice de valori reale. Se definegte un traseu in
matrice ca o succesiune de elemente aliy, 1], aliz, 2], ..., alin, n] cu proprietatea ca i1 € {ik, 9% — 1,95 + 1}
(evident daca i, = 1 atunci ig11 € {ig, 9 + 1} iar dacd i, = n atunci i1 € {ig, 9 — 1}). Un astfel de
traseu viziteaza cate un element de pe fiecare coloana trecand de la un element curent la unul ”vecin” de
pe coloand urmatoare (modulul diferentei dintre indicii de linie este cel mult 1). S& se determine un traseu
avand suma elementelor maxima.

Rezolvare. Fie P(i,j) problema determindrii unui traseu de suma maxima care se termind in ali, j]. Solutia
optima a acestel probleme contine solutia optima a uneia dintre subproblemele P(i — 1,5 — 1), P(i,j — 1)
respectiv P(i + 1,7 — 1). Dacd notam cu V (4,j) suma asociatd traseului optim care se termina in als, j]
atunci relatia de recurenta asociata este:

a(i, j) j=1
V(i,j)={ max{V(i—1,j—1)+a(i,5),V(i,j—1)+a(i,j), j>1
V(@i+1,j—1)+a(i,j)}

Sa consideram urmatorul exemplu:

10 4 1 6
3 -2 8 2
A= 2 15 -6 4
7T =3 4 9

Printr-o abordare de tip greedy (in care se porneste de la cel mai mare element de pe prima coloani si la
fiecare etapa se alege elementul cel mai mare din cele vecine aflate pe coloana urméitoare) s-ar obtine traseul
(10,4,8,6) avand suma 28. Aplicand relatia de recurenta de mai sus se obtine matricea:

10 14 15 36
3 8 30 32
V= 2 22 16 34
7 4 26 35

ceea ce conduce la traseul: (7,15,8,6) avand suma 36.

O data completatd matricea V', solutia (s = (41,42, .. .,i,)) poate fi construita incepand de la ultimul element
aga cum este descris in Algoritmul 4.

Algorithm 4 Determinarea unui traseu de suma maxima

solutie(integer a[l..n,1..n], s[l..n], V[1..n,1..n])
s[n] < imax(V[l..n,n]) // indicele celui mai mare element din ultima
//coloand a matricii V'
for k<~ n—-1,1,—-1do
if V[s[k+1],k+ 1] = Vi[s[k + 1], k] + a[s[k + 1],k + 1] then
slk] « slk + 1]
else
if s[k+1] >1and V[s[k+ 1],k + 1] = V[s[k + 1] — 1, k] + a[s[k + 1],k + 1] then
slk] + s[k+1] -1
else
if sk + 1) < n and V[s[k + 1],k + 1] = V[s[k + 1] + 1, k] + a[s[k + 1],k + 1] then
slk] <= sk + 1]+ 1
end if
end if
end if
end for




Problema 4 (Problema turistului in Manhattan.) Se considerd o grild patraticd n x n (care poate fi inter-
pretatd ca harta strazilor din Manhattan). Fiecare muchie in cadrul grilei are asociatd o valoare (ce poate
fi interpretata ca fiind cagtigul turistului care parcurge portiunea respectiva de strada). Se cautd un traseu
care porneste din nodul (1,1), se termind in nodul (n,n), si care are proprietatea ca la fiecare etapa se poate
trece din nodul (4, 5) fie in nodul (7, j + 1) (deplasare la dreapta) fie in nodul (i + 1, j) (deplasare in jos). In
plus valoarea asociata traseului trebuie sa fie maxima.

Rezolvare. Presupunem ca valorile asociate muchiilor grilei sunt stocate in doua matrici: Cp[l..n,1..n — 1]
(Cpli, j] contine valoarea asociatd trecerii din nodul (¢,7) in nodul (4,5 + 1)) iar Cy[1..n — 1,1..n] contine
valoarea asociata trecerii din nodul (4, 7) In nodul (i + 1, 7).

Daca notam cu P(i, j) problema determinarii unui traseu optim care se termind in (i, j) atunci solutia optima
a acestei probleme contine solutia optima a uneia dintre subproblemele P(i, j—1) respectiv P(i—1, j). Notand
cu C(i, j) valoarea asociatd solutiei optime a problemei P(i, ), relatia de recurenta asociata este:

0 i=1,j=1
C(i,j)=4q Cl—1,j)+Cy(i—1,5) i>1,5=1

maX{C(iaj - 1) +CD(Z7] - 1)7 i>1,7>1
Cli—1,4)+Cy(i—1,4)}

Dupéa completarea matricii C' (folosind fie varianta clasica fie cea bazatd pe tehnica memoizarii) elementul
C(n,n) indicd valoarea asociatd solutiei optime. Traseul propriu-zis poate fi determinat simplu daca o data
cu construirea matricii C' se construieste si o matrice P ale carei elemente indica directia asociata ultimului
pas facut pentru a ajunge in nodul respectiv: ”dreapta” sau ”jos”:

Vdreapta” i=1,7>1
? jos” 1>1,7=1
Ydreapta” 1> 1,5 > 1,
C(i,j—1)+Cpli,j—1) > Cli—1,5) +Cy(i —1,5)
7 jos” 1>1,7>1,
Cli,j—1)+Cp(i,j—1)<C(i—1,5)+Cy(i —1,7)

In varianta recursiva algoritmul poate fi descris prin:
traseu(integer i, j)
if i >1or j > 1 then
if Pli,j] ="jos” then
traseu(i — 1, j); write ”jos”
else
traseu(i,j — 1); write ”dreapta”
end if
end if

Pentru a obtine traseul se apeleaza algoritmul traseu(n,n).
Probleme suplimentare.

1. Problema selectiei monedelor. Se considera o secventad de n monede cu valorile ¢1,ca, ..., ¢, (nu neaparat
distincte) si se pune problema selectiei unui subset de monede care si aiba valoarea totald maxima
dar sd nu contind monede ”invecinate” (daci este selectatd moneda ¢ atunci nu poate fi selectatd nici
moneda ¢ — 1 nici moneda i + 1). De exemplu pentru secventa de valori 5, 1, 2, 10, 6 si 2 subsetul de
suma maxima este constituit din monedele cu valorile 5,10 si 2.

Indicatie. Dacd S(i) reprezintd suma maxima a unui subset extras din secventa cj,ca, ..., ¢; atunci
relatia de recurenta pentru calculul lui S(¢) se construieste pe baza observatiei cd subsetul selectat fie



contine fie nu contine moneda i, ceea ce conduce la:
0 1=0
SE) =4 a i=1
max{S(—1),S(@ —2)+ ¢} i>2



