Algoritmi si Structuri de Date I. Seminar 1: Rezolvarea algoritmica a problemelor
e De la ce pornim? Ce se da si ce se cere?
e Putem abstractiza problema? Este problema similara unor probleme pe care le-am rezolvat anterior?

e Este vreo diferenta intre modul In care rezolvam problemele in matematica si abordarea din infor-
matica?

Problema 1 (Ezamen admitere la Informatica.) La examenul de bacalaureat am obtinut media generala
7.50, nota la proba de Matematica fiind 7.25 iar la Informatica 8.75. Care este nota minimé pe care ar trebui
sa o obtin la proba scrisd a examenului de admitere pentru ca media de admitere sa fie cel putin 57

Extras din Metodologia de admitere la specializarile de Informatica (2018-2019):

La domeniul Informaticd media de admitere se calculeazd ca N = 1/2 % (N3 + max{N1, N2}),
unde N1 este media generala la examenul de bacalaureat, N2 este nota la proba de matematica
sau informatica de la examenul de bacalaureat (lipsa notei se echivaleaza cu nota 4) iar N3 este
nota obtinuta la proba scrisa de admitere la matematica sau informatica.

Indicatie. Datele de intrare sunt: N1 (media generala la examenul de bacalaureat), N2m (nota la proba de
Matematica de la bacalaureat), N2i (nota la proba de Informaticd de la bacalaureat), Nmin (nota minima
de promovare a examenului de admitere). Se cere si se determine cea mai mica valoare a lui N3 care asigura
ca N este mai mare decat Nmin. Din punct de vedere matematic problema este echivalenta cu rezolvarea
inecuatiei: (N3 + max{N1, N2m, N2i})/2 >= Nmin.

Prin rezolvarea inecuatiei se obtine N3 >= 2Nmin —max{N1, N2m, N2i}. Din punct de vedere matematic,
problema este rezolvata. Din punct de vedere informatic este necesara descrierea secventei de prelucrari
care permite calculul marginii inferioare determinate matematic, ceea ce presupune urmatoarea secventa de
prelucrari:

(i) determinarea maximului dintre trei valori;
(ii) calculul produsului dintre 2 i Nmin;
(iii) calculul diferentei.

Cum ar putea fi rezolvatd problema fara sa recurgem la rezolvarea inecuatiei? (presupunem cé nu gtim deloc
matematica gi nu am auzit de inecuatii).

Problema 2 (Inmultirea a la russe.) Se considerd urmétoarea metodd de inmultire (numita inmultirea ”a
la russe”) a doud numere naturale nenule x si y: ”Se scrie z alaturi de y (pe aceeasi linie). Se imparte z la
2 gi catul impartirii se scrie sub x (restul se ignord deocamdati). Se inmulteste y cu 2 iar produsul se scrie
sub y. Procedeul continua construindu-se astfel doua coloane de numere. Calculele se opresc In momentul
in care pe prima coloana se obtine valoarea 1. Se aduna toate valorile de pe coloana a doua care corespund
unor valori impare aflate pe prima coloana.”

Ezemplu. Fie x = 13 si y = 25. Succesiunea de rezultate obtinute prin aplicarea operatiilor de mai sus este:

x Y rest factor multiplicare y
13 1 20
6 50 0 2!
3 100 1 22
1 200 1 23
325

a) Prelucrarea descrisd prin metoda de mai sus se termind intotdeauna dupa un numar finit de pasi ? Ce se
intdmpla in cazul in care una dintre valori este egala cu 07



b) Metoda de mai sus conduce intotdeauna la produsul celor doué numere (cu alte cuvinte este o metoda
corecta de inmultire)?

c¢) Cate operatii de inmultire cu 2 sunt necesare? Depinde acest numar de ordinea factorilor?
Indicatie.

a) Ca urmare a Impartirilor succesive la 2 valorile de pe prima coloana descresc pana se ajunge la un cat
egal cu 1 (in ipoteza ci x este nenul). Prin urmare prelucrarea este finitd. Dacd x este egal cu 0 metoda nu
poate fi aplicata ca atare, insa daca y este 0 ea conduce la un rezultat corect.

b) Corectitudinea prelucrarii deriva din faptul cd metoda realizeaza de fapt conversia in baza 2 a primului
numér (cifrele reprezentirii in baza doi sunt resturile obtinute prin impértirile succesive la 2) iar produsul
se obtine prin inmultirea succesiva a celui de al doilea numar cu puteri ale lui 2 i prin Insumarea acelor
produse care corespund unor cifre nenule in reprezentarea binara a primului numar.

¢) Numarul inmultirilor cu 2 este cu 1 mai mic decdt numéarul de cifre ale reprezentarii binare a lui z, adica
[log, z]. Evident numarul inmultirilor depinde de ordinea factorilor fiind mai mic dacd impértirile la 2 se
efectueaza asupra celui mai mic numar.

Link: http://mathforum.org/dr.math/faq/faq.peasant.html

Problema 3 (Determinarea par{ii intregi.) Propuneti o metoda bazatd pe operatii de adunare, scidere
gl comparare pentru determinarea partii intregi a unui numar real. Partea intreagd (numitd uneori parte
intreagd inferioara si notatd pentru un numaér real = cu |x]) a unui numaér real este definitd ca fiind cel mai
mare numar intreg mai mic decat numarul real respectiv. De exemplu, partea intreaga a lui 2.4 este 2, iar
pentru —2.4 este —3.

Indicatie. Se va tine cont de semnul numirului. In cazul in care este pozitiv se scade succesiv valoarea
1 pana cand se ajunge la o valoare mai mica strict decat 1. Numarul scaderilor efectuate indica valoarea
partii intregi. Pentru numere negative se aduna succesiv 1 pana se obtine o valoare mai mare sau egala cu
0. Opusul numarului de adunari reprezinta valoarea partii intregi.

Ezemplu.
x>0 x <0
T contor T contor
3.25 0 —-3.25 0
2.25 1 —2.25 -1
1.25 2 —1.25 -2

0.25 025 -3
0.75  [—4]

Problema 4 (Problema identificarii monedei mai usoare.) Se considerd un set de m monede identice, cu
exceptia uneia care are greutatea mai micd decét a celorlalte. Folosind o balantd simpla (care permite doar
compararea greutatii monedelor plasate pe cele doud talere) sa se identifice moneda cu greutatea mai mica
folosind cat mai putine comparatii.

Indicatie. O prima variantd este aceea prin care se selecteaza la intamplare doua monede si se pun pe
balanta. Daca una dintre ele are greutatea mai mica atunci este chiar moneda cautata. Daca ambele au
aceeagi greutate se pastreaza una dintre ele pe un taler al balantei iar pe celalalt taler se pun succesiv
monedele ramase. Prelucrarea se opreste in momentul in care se gaseste o moneda cu greutatea mai mica.
Numarul de comparatii este cel mult n — 1.

O altd varianta este cea in care se imparte setul de monede in doud subseturi (fiecare va avea n/2 elemente,
dacd n e par, respectiv (n—1)/2 daca n este impar; in cazul in care n este impar se pune o moneda deoparte)
care se pun pe cele doud talere ale balantei. Daca subseturile au aceeasi greutate (ceea ce se poate intdmpla
doar daca m este impar) atunci moneda pusd deoparte este cea ciutata. In caz contrar se aplica acelasi
procedeu subsetului de greutate mai mica si se continua pana se ajunge la un set de doua sau trei monede.
In acest moment este suficient si se mai efectueze o singura cantarire. Numarul de cantariri este cel mult
|log, n]. Este adevarat acest rezultat si pentru cazul in care se stie doar ca una dintre monede este diferita
dar nu se gtie daca este mai ugoara sau mai grea decat celelalte?



Problema 5 (Problema clatitelor.) La un restaurant bucitarul a pregétit clatite (americane) pe care le-a
agezat pe un platou sub forma unei stive. Din pacate nu toate clatitele au acelagi diametru astfel ca stiva
nu arata estetic. Chelnerul ia platoul i avand la dispozitie o spatula reugeste sa aranjeze cu o singurda mana
clatitele astfel incat sa fie in ordinea descrescitoare a diametrelor (cea mai mare clatitd pe platou iar cea
mai micd in varful stivei). Cum a procedat? Descrieti problema intr-o manierd abstracti gi propuneti un
algoritm de rezolvare.

Indicatie. Rearanjarea se face efectuand doar miscari de rasturnare a unui "set” de clatite dintre cele aflate
in partea de sus a stivei. Problema este identica cu cea a ordonarii descrescatoare a unui gir de valori prin
inversarea ordinii elementelor unor subsecvente de la sfarsitul sirului.

Ezemplu. Pentru a ordona descrescator sirul (5,3,4,1,6,2) se aplici urméatoarea secventa de prelucriri in
care subsecventa care se "rastoarnd” este incadrata:

653412
653214

654123
654321

Metoda consta in determinarea valorii maxime din secventa si inversarea ordinii subsecventei care incepe cu
ea pentru a fi adusa pe ultima pozitie in gir. Dupéa aceea se rastoarna intregul gir, astfel ca valoarea maxima
ajunge pe prima pozitie. Se aplicd aceeagi metoda pentru subsecventa care incepe cu al doilea element si se
continua pana se ajunge la o subsecventa constituita dintr-un singur element.

Problema 6 (Problema partitiondrii echilibrate.) Consideram un set de programe pentru care se cunosc
estimari ale timpilor de executie gi care trebuie executate utilizand doua calculatoare similare. Propuneti o
modalitate de distribuire a executiei programelor pe cele doua calculatoare astfel incat incarcarea acestora
sa fie cat mai echilibrata.

Indicatie. Problema poate fi reformulata (abstractizati) astfel: se considera o multime de numere pozitive,
A ={ay,aa,...,an}, n > 14ise cere s se determine doud submultimi disjuncte B si C astfel incadt BUC = A
st | Z a— Z a| este minima. Cea mai simpld metoda este cea a ”fortei brute” prin care se genereaza toate

a€B acC
perechile de submultimi (B, C) si se alege cea care minimizeaza diferenta specificatd. Numaérul de partitii

distincte (fard a tine cont de ordinea calculatoarelor) este 2"~1 — 1.Pentru n mare, numarul de partitii ce
trebuie testate devine mare (pentru n = 10 este 511 iar pentru n = 100 este de ordinul 10%?). E evident c& in
astfel de situatii metoda fortei brute nu este eficienta, astfel ca trebuie cautate metode mai putin costisitoare
(astfel de metode vor fi discutate in seminariile viitoare).

Problema 7 (Problema acoperirii.) Se considera o multime cu n elemente (de exemplu U = {1,2,...,n})
si un set S de submultimi ale acesteia. Se pune problema determinarii unei acoperiri minimale a multimii U
folosind submultimi din setul S (o acoperire minimal& este un subset A C S cu proprietatea cd Ugcas = U
iar numarul de elemente din A este minim). De exemplu pentru n = 5 se poate considera setul de submultimi
S ={51,52,53,54} cu S; ={1,3,5}, S = {1,4}, S3 = {2,4}, S4 = {2,5}. In acest caz acoperirea minimala
se obtine selectand prima datd submultimea cu cele mai multe elemente (S), elimindnd din U elementele
submultimii alese (U devine {2,4}) si continuénd prin selectarea unei submultimi care contine elemente din
U (in acest exemplu ar fi S3). Garanteaza strategia de a alege la fiecare etapd cea mai numeroasd multime
care acopera elementele ramase obtinerea unei solutii optime? Daca nu, propuneti un contraexemplu.

Indicatie. Strategia de a alege tot timpul cea mai mare submultime nu garanteaza obtinerea unei solutii
optime. Pentru n = 6 un contraexemplu este S; = {1,3,5}, Sz = {2}, S3 = {4}, Sy = {6}, S5 = {1,2},
S5 ={3,4}, S5 = {5,6}.



Probleme suplimentare.

1.

Se pune problema determinarii valorii in baza 10 a unui numar natural pornind de la sirul cifrelor sale
binare. Propuneti o metoda bazata doar pe operatii elementare (adunare, scidere, inmultire - ridicarea
la putere nu este consideratd operatie elementard). Se urméreste ca numarul operatiilor implicate s
fie cat mai mic.

Se considerd un numar constituit din 10 cifre distincte, diferit de 9876543210. Sa se determine numarul
care il succede in girul crescator al tuturor numerelor naturale ce contin 10 cifre distincte.

Se considera un gir de valori nenule (pozitive si negative). S& se transforme sirul astfel incat toate
valorile negative sa le preceada pe cele pozitive iar numarul operatiilor efectuate sa fie cat mai mic.

Se considerd un gir cu n — 1 valori distincte din multimea {1,2,...,n}. S& se determine, folosind un
numar cat mai mic de comparatii, valoarea care lipsesgte din sir.

Se considera urmatorul joc cu doi jucatori bazat pe doua stive de monede: una continand m monede
si cealalta continand n monede. La fiecare etapa jucatorul care este la rand poate ridica o moneda
dintr-una dintre stive sau cate o moneda din ambele stive. Céagtiga jucdtorul care ridica ultima/ultimele
monede. Propuneti un algoritm care pentru o pereche de valori (n,m) decide dacd pentru jucatorul
care face prima mutare exista o strategie castigatoare.

Cautati pe internet (fragmente din) cartea How to solve it? a matematicianului George Polya si
parcurgeti partea referitoare la etapele care e bine sa fie parcurse in procesul de rezolvare a unei
probleme.



