Algoritmi si structuri de date (I). Seminar 6: Stabilirea ordinului de complexitate pornind de la
numarul de operatii efectuate. Proprietati si calcule cu ordine de complexitate. Analiza complexitatii in

cazul mediu.

Problema 1 Sa se determine ordinul de cregtere al valorii variabilei z (in functie de n) dupa executia
algoritmilor algl, alg2, alg3, alg4, algb si alg6.

algl(integer n)

alg2(integer n)

1: <0
2: for i < 1,n do
3. forj+ 1,ido

4 for £+ 1,5 do
5: z+—x+1

6: end for

7 end for

8: end for

9: return «

1 x4+ 0

14N

while 7 > 1 do
rz+—ax+1
1+ iDIV2

end while

return z

alg3(integer n)

alg4(integer n)

1:x+0 1:x+0
2: 14N 2: 14N
3. while 7 > 1 do 3. while 7> 1 do
4:  for j <+ 1,n do 4:  for j <+ 1,ido
5: r+—ax+1 5: r+—ax+1
6: end for 6: end for
7. i+ 1DIV2 7. 1+ 1DIV2
8: end while 8: end while
9: return =z 9: return x
Indicatie. algl:
n 7 n

=3

i=1 j=1 k=

n+1)(n+2)

jzzi(i—;l):n(

j=1 i=1

. € 0(nd)

alg2: x va contine numarul de cifre ale reprezentarii in baza 2 a lui n, adicd |logy(n)| +1 € ©(Ign).

alg3: Spre deosebire de exemplul anterior, pentru fiecare valoare a lui ¢ variabila x este marita cu n, deci
valoarea finald va fi n(|logy(n)] + 1) € O(nlgn).

algd: Este similar algoritmului alg3 insa pe linia 4 limita superioara a ciclului for este ¢ in loc de n. Variabila
x va confine suma n+ | %] +...+ [g5] cu k avand proprietatea cd 2¥ < n < 2¥"1. Ordinul de mérime al lui
x se poate stabili pornind de la observatia ca 2¥+1 — 1 < z < 2(28*! — 1). Deci z € ©(2%) = O(n).

alg5(integer n)

alg6(integer n)

1: <0

141

while i < n do
r+—x+1
14 2%1

end while

return x

1: <0

142

while ¢ < n do
rz—x+1
14 1%1

end while

return z




algh5: Variabila z va contine cel mai mare numar natural k cu proprietatea ci 28 < n, deci z = |logyn] €
O(lgn).

alg6: Variabila z va contine cel mai mare numar natural k cu proprietatea ca 22" < pdeciz = |log, logyn| €
O(lglgn).

Problema 2 Sa se determine termenul dominant si ordinul de crestere pentru expresiile:

a) 2lgn +4n + 3n1gn

D) 2+4+6+..

) (n+1)(n+3)
n+2

d) 24+4+84...+2n

o

Indicatie. (a) Termenul dominant in 2lgn + 4n + 3nlgn este evident 3nlgn iar ordinul de cregtere este nlgn.

(b) Termenul dominant al sumei 2 + 4 + 6 + ...2n nu este 2n ci n? intrucat 2+4+6 +...2n = n(n + 1).

Deci ordinul de crestere este chiar n2.

(¢) Termenul dominant este n°/(n + 2) iar ordinul de crestere este n.
(d) Intrucat 2+4+8+...+2" =2(1+2+4+...+ 2" 1) =2(2" — 1), termenul dominant este 2 - 2" iar
ordinul de crestere este 2.

Problema 3 Sa se arate ca:
(a) nl € O(n™), nl € Q(2")
(b) lgn! € ©(nlgn)
(c) 2" € O(n!)
(d) Yoi, ilgi € O(n’lgn)
(e) Ig(n* +¢) € ©(lgn), k > 0,¢ > 0.

Indicatie. (a) Intrucat n! < n™ pentru orice n natural, rezultd imediat ci n! € O(n™). Pe de alta parte,
n! > 2"~! pentru orice n, deci n! € Q(2").

(b) Se porneste de la aproximatia Stirling n! ~ +/27wn (g)n care este adevarata pentru valori mari ale lui n.
Mai exact, exista ci,co € Ry i ng € N astfel incét

(2 (10 2) <ore v (2) (12)

pentru orice n > ng.

Prin logaritmare se obtine:
In(2mn)/24+In(14+c1/n) +nlnn —n <lnn <In(27n)/2 +In(l +¢1/n) + nlnn —n

deci Inn! € ©(nlnn). Facand abstractie de baza logaritmului se obtine lgn! € ©(nlgn)

(¢) Cum 2™ < n! pentru orice n > 4 rezultd ca 2™ € O(n!).

(d) S0 dlgi <lgnd i i < n?lgn, deci Y 1, ilgi € O(n?Ign).

(e) Pentru valori suficient de mari ale lui n are loc Ign® < lg(n® + ¢) < lg(2n¥), adica klgn < lg(n* + ¢) <
klg(n) + 1g2, deci lg(n* + ¢) € ©(lgn).

Problema 4 Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate 7 Demonstrati.
(a) Yo 2 €0(n?), Yr i€ 0m?), Yr_i* € Qn?)

(b) cf(n) € ©(f(n)), f(en) € O(f(n))
(c) 27 € O(27), 227 € O(2") ?

Q



Indicatie. (a) Intrucat Y1 % = n(n 4 1)(2n +1)/6 rezultd ca Y7 i € O(n?), deci Y1, 12 € Q(n?) insa
celelalte doua afirmatii sunt false.

(b)Intrucat ¢;f(n) < ef(n) < caf(n) pentru constante ¢; si ¢y satisficand 0 < ¢; < ¢ < ¢y rezulti ci
cf(n) € ©(f(n)). In schimb f(en) € O(f(n)) nu este adevaratd pentru orice functie f si orice constanta
c. De exemplu f(n) = exp(n) si ¢ > 1 nu satisfac aceastd proprietate intrucit nu existd ¢ astfel incat
exp(cn) < ¢ exp(n) pentru valori mari ale lui n.

(c) Intrucat 271 = 2. 2" rezultd ci 2"t € ©(2") deci implicit si 2”1 € O(2"). Pe de alti parte,
lim,,_, o 22" /2" = 0o prin urmare 22" ¢ O(2") dar 22" € Q(2").

Problema 5 Propuneti un algoritm pentru determinarea celor mai mici doua valori dintr-un tablou. Determinati
numarul de comparatii efectuate asupra elementelor tabloului si stabiliti ordinul de complexitate al algorit-
mului.

Indicatie. O varianta de algoritm este descrisa in valori minime.

valori minime(integer a[l..n])
1: if a[1] < a[2] then
2:  minl < a[l]; min2 + a[2];
3: else
4:  minl < a[2]; min2 < a[l];
5: end if
6: for i + 3,n do
7
8
9

if a[i] < minl then
min2 < minl; min2 < ali]
else if afi] < min2 then

10: min2 < ali]
11:  end if
12: end for

13: return minl, min2

In cazul cel mai nefavorabil numérul de comparatii efectuate asupra elementelor tabloului este T'(n) =
1+ 2(n —2) = 2n — 3 deci algoritmul apartine lui O(n).

Problema 6 Propuneti un algoritm de complexitate liniara pentru a determina tabloul frecventelor cumu-

late pornind de la tabloul frecventelor simple. Pentru un tablou (f1,--., fn) de frecvente, tabloul frecventelor
cumulate (fei,. .., fc,) se caracterizeazd prin fe; = Y5, fj.

Rezolvare. Este ugor de vazut ca un algoritm care calculeaza pentru fiecare ¢ valoarea sumei fc; = 22:1 fi
necesita efectuareaa ., Z;Zl 1=%",i=n(n+1)/2—1 € O(n?). Observand ci fc; = fc;—1+ f; pentru

i=2,nsi fe; = f1 rezultd ci frecventele cumulate pot fi calculate prin algoritmul frecvente_cumulate
descris in continuare.

frecvente_cumulate(integer f[1..n])
integer i, fc[1..n]

e fell] — f[1]

2: for 1 < 2,n do

3 feli] = feli — 1] + f1i]

4: end for

5: return fc[l..n]

Problema 7 Sa se stabileascd ordinul de complexitate pentru urmatorii algoritm ce prelucreaza date de
volum n.



for i +— 1,n do
. (6(1))
for j + 1,2¢ do
(1))
ke )
while £ >04d
((D
k — k-1
endwhile
endfor
endfor

Problema 8 Sa se stabileasca ordinul de complexitate pentru urmatorul algoritm ce prelucreaza date de
volum n:
h<+1
while h <n do
. (O(1))
h<+<2xh
endwhile

Problema 9 Sa se stabileasca ordinul de complexitate pentru urmatorul algoritm ce prelucreaza date de
volum n:
calcul (x[0..n-1])
k<0
for 1+ 0,n—1do
for j < 0,n—1do
ylk] < xli]  z[j]
k+—k+1
endfor
endfor return y[l..k]

Problema 10 Si se arate ca Y ., i* € O(n*1).
Problema 11 Ce relatie exista intre O(log, n) si O(log,n) ?

Problema 12 Propuneti un algoritm de complexitate ©(n?) si unul de complexitate ©(n) pentru evaluarea
unui polinom de grad n.

Probleme suplimentare/teme

1. Se considerd un tablou x[l..n] si o valoare x0 care este prezentd (pe o singurd pozitie) in tablou.
Presupunem ca avem un algoritm de ciutare care verifica elementele tabloului intr-o ordine aleatoare
(dar verificd fiecare element o singurd dati). Procedura este similara celei in care avem intr-o cutie n—1
bile negre si o singura bila alba si efectudm extrageri (fard a pune bila extrasa inapoi) pana la extragerea
bilei albe. Estimati numé&rul mediu de comparatii (sau extrageri de bile) pana la identificarea valorii
cautate (extragerea bilei albe).

Indicatie. Se presupune ca elementele (bilele) disponibile pot fi selectate cu aceeasi probabilitate.

2. Se considerd un sir de caractere s[1..n] gi un sablon (subsir de caractere) ¢[1..m] (cu m < n). Scrieti
un algoritm care verifica daca gablonul ¢ este sau nu prezent in s gi stabiliti ordinul de complexitate
al algoritmului (considerand comparatia dintre elementele sirului si cele ale sablonului ca operatie
dominant).

Indicagie. Cel mai simplu algoritm (nu si cel mai eficient) se bazeazd pe parcurgerea sirului s de la
pozitia ¢ = 1 pana la pozitia i = n—m si compararea element cu element al lui s[i..i+m —1] cu t[1..m].



3. Se considera un tablou de valori intregi z[1..n] si o valoare data, s. S& se verifice daca exista cel putin
doi indici ¢ gi 7 (nu neapéarat distincti) care au proprietatea ci x[i] + x[j] = s. Analizati complexitatea
algoritmului propus.

4. Care este valoarea variabilei « dupa executia prelucrarilor:

z<+0

jn

whilej > 1 do
for i+ 1,j do

rz—x+1

endfor
j < jDIV3

endwhile

5. Sa se determine ordinul de marime al variabilei z dupa executia urméatoarelor prelucrari:

1:x+0

2: ] —n

3: while 7 > 1 do
4: fori< 1,57 do
5: r+—ax+1
6: end for

7. 7 < jDIV3
8: end while

9: return x



