Algoritmi si structuri de date (I). Seminar 4: Verificarea corectitudinii algoritmilor.

e Formulare preconditii si postconditii

e Identificare proprietati invariante

e Demonstrarea corectitudinii

Problema 1 Demonstrati ca algoritmul identic6 returneaza True dacd toate elementele din z[1..n] sunt

identice si Flalse in caz contrar.

identic6(z[l..n])
rez = True

i=1

while i < n do

1=14+1
if z[i — 1]! = z[i] then
rez = False
end if
end while

return rez

Indicatie. Se stabilegte starea algoritmului inainte de intrarea in ciclul while (preconditia) si postconditia
specificatd In enunt. Se aratd cd afirmatia "dacd x[1..7] are toate elementele identice atunci rez este True
altfel rez este False” satisface cerintele specifice unui invariant.

Problema 2 Scrieti un algoritm pentru calculul puterii intregi a unei valori reale nenule (a? cu a € R* si
p € Z)si demonstrati corectitudinea algoritmului.

Indicatie. Se calculeaza alPl = Hlp:‘ 1 @ si se analizeaza semnul lui p pentru a decide dacd se returneaza al?l
sau 1/ al?!l. Pentru demonstrarea corectitudinii se descrie prelucrarea repetitivi folosind while si se identifica

o proprietate invarianta.

Problema 3 Sa se analizeze corectitudinea algoritmilor conversie_10_q i conversie_q_10 care realizeaza
conversia unui numér din baza 10 in baza g (¢ > 2) respectiv din baza ¢ in baza 10.

conversie_10_g(integer n, q)

conversie_q-10(integer c[0..k], q)

integer c[0..k],k, m

1:

=
=

m=n
k=0
clk] = m MOD ¢
m =m DIV ¢
while m > 0 do
k=k+1
c[k] = mMODgq
m = mDIVyq
end while
return c[0..k]

integer i,n
1:

i=k

n = cli]

while i > 0 do
i=i—1
n=mnx*q+ cli

end while

return n

Rezolvare. In cazul primului algoritm, & reprezinta numarul de cifre in reprezentarea in baza ¢ a numarului
n iar tabloul ¢[0..k] contine cifrele reprezentirii incepand cu cea mai putin semnificativi. Cu aceste notatii,
preconditiile sunt P = {n € N, ¢ € N, ¢ > 2}, iar postconditia este n = c[k]¢" +c[k—1]¢* 1 +...4+c[1]g+¢[0].



Dupéa executia primelor patru instructiuni, starea algoritmului este {n = m - ¢ + c[k],k = 0} adicd {n =
m-q**1 4+ c[k] - ¢*}. Intuim ca proprietatea invarianta este: n = m - ¢+ + Zf:o c[i] - ¢*. Se observa imediat
ca pentru k = 0 este echivalenta cu starea algoritmului la intrarea in ciclul while.

Dupa executia liniei 6 proprietatea devine n = m - ¢* + Zi:ol c[i] - ¢*.

Dup4 executia liniilor 7 si 8 vechea valoare a lui m (m,,) poate fi exprimaté prin noua valoare a lui m (myp41)
astfel: m, = m,11-q+ c[k] motiv pentru care proprietatea analizati devine iar n = m - ¢"**1 + Zf:o cli] - q'.
Ramane sa aratam ca la finele ciclului while aceasta proprietate implica postconditia. Intr-adevar, la iegirea
din while, valoarea lui m este 0 deci proprietatea devine: n = Zf:o cli] - ¢* adica tocmai postconditia.

In ceea ce priveste finitudinea, se observa usor ca functia ¢(p) = m, (m, este valoarea variabilei m la a p-a
executie a ciclului) satisface proprietatile unei functii de terminare.

Algoritmul conversie_q-10 se bazeaza pe faptul ca determinarea valorii in baza 10 corespunzatoare reprezentarii
in baza ¢, c[0..k], este echivalentd cu calculul sumei Zf:o clil¢. Preconditia se rezuma la P = {k > 0}
iar postconditia este Q@ = {n = Zf:o c[i]¢'}. Dupa executia primelor dou linii, starea algoritmului este
n=clk] =clk] - ¢* 7 = Zfzz cljl¢ % Intuim ci n = Z;C:Z c[j]¢? =" este proprietate invarianta. Intrucét la
intrarea in ciclu este adevarata raméne sa aratam ca raméane adevarata dupa executia corpului ciclului si ca

la final implica postconditia.

Dupéi executia liniei 4 proprietatea devine (in raport cu noua valoare a variabilei 7): n = me Ll
Prin executia liniei 5 valoarea variabilei n se modifica astfel ca devine din nou adevarata relatia n =
Z?:i cljl¢?~*. La iegirea din ciclu variabila ¢ are valoarea 0, astfel cd se obtine n = Z?:o clj]¢? adica
postconditia. Finitudinea rezultd imediat remarcand faptul ca t(p) = i, are proprietatile unei functii de
terminare.

Problema 4 Demonstrati punand in evidentd un invariant si o functie de terminare ca dupa executia
algoritmului de mai jos variabila n va contine valoarea in baza 10 corespunzitoare girului binar b[0..k]

alg(integer b[0..k])
integer n, 1
1: =0

n=>0

while i < k do
n=nx*2+bk—1i
1=1+1

end while

return n

Indicatie. Se arata ci n = Z;;E blk — j]2¢77~! este proprietate invarianta iar ¢(p) = (k + 1) — i, este functie
de terminare.

Problema 5 Sa se demonstreze corectitudinea algoritmului de determinare a valorii obtinute prin inversarea
ordinii cifrelor unui numar natural. Considerand ca n = cpcg_1 ... c1co este numarul initial, valoarea cautata
este m = c¢gcy ... ¢,. Prin urmare preconditia este: n = Zf:o ¢;10° iar postconditia este m = Zf:o c;10%71,
Metoda de calcul a lui m este descrisa in algoritmul inversare descris in continuare.



inversare(integer n)
integer m,p
1: m=20
p=20
: while n > 0 do
p=p+1
m=m=10+mn MOD 10
n=mn DIV 10
: end while
: return m
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Rezolvare. Utilizarea variabilei p nu este necesara pentru descrierea algoritmului insa introducerea ei ugureaza
demonstrarea corectitudinii. S& consideram relatiile: {n = Zf:p c[i]10e=P, m = Ef:—ol c[i]10P=1=%}. Se
observa cd preconditia implicd prima relatie (pentru p = 0) iar a doua este evident adevaratd pentru
m = 0gip =0 (m este descrisd in acest caz ca o suma vidd). Dupa executia liniei 4 relatiile devin:
{n=3"0 | clil0i=P+t m = P72 clij10r =21,

Dupa executia liniei 5, a doua relatie devine m = Zf:_g c[i]10P=1= - ¢p — 1] = Zf:_ol c[i]10P=1=%}. Dupa
executia liniei 6 obtinem c& n = Zf:p c[i]10°=P. Cand n este 0 inseamnd cd p = k + 1 astfel c& m =
S°P7) efi]10P~1 % implici postconditia.

Finitudinea este asigurata de faptul c& oricare dintre functiile t(p) = n, sau t(p) = k + 1 — p satisface
proprietatile unei functii de terminare.

Problema 6 Sa se demonstreze ca algoritmul produs calculeaza corect produsul a doua numere naturale
nenule.

produs(integer a,b)
integer s

1. x=a
Ty ZZb
p=20
s=0
: while 2z > 0 do
p=p+1
if x MOD 2==1 then

s=s4+y

end if
x=x DIV 2
y=2x%y
: end while
: return s
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Indicatie. Se observa ca algoritmul corespunde metodei de Inmultire descrisd ”a la russe”. Pornim de la
ipoteza cé valoarea a poate fi reprezentata in baza 2 prin k+ 1 cifre binare cpci_1...¢1¢g specificate in tabloul
c[0..k].

Cu aceste notatii preconditia este a = ¢,2F 4 cp_; ...C12 + ¢o iar postconditia s = ab. Proprietatea
invariantd este constituitd din relatiile: {s = (Zf:_ol ci29)b, x = Zf:p c;207P y = b2P}. Este usor de
verificat ca aceste relatii sunt satisfacute inainte de intrarea in ciclu. Prin executia liniei 6 relatiile devin:
{s = (Zf;g ci2)b, x = Zf:p_l ¢;207PH = 2P~} Prin executia liniei 7 se modifica prima relatie,
devenind: s = (Zf:_ol ¢;2%)b. Prin executia liniei 8, a doua relatie devine x = Zf:p ¢;2'~P iar prin executia
liniei 9 a treia relatie devine y = b2P. Prin urmare relatiile sunt invariante in raport cu ciclul. La parasirea
ciclului valoarea lui = este 0 iar p = k + 1, astfel ca prima relatie implica postconditia.

2k—1

Finitudinea se demonstreaza folosind ca functie de terminare pe ¢(p) = x,.



Problema 7 Sa se demonstreze ca algoritmul inversare_sir descris In continuare realizeaza inversarea
ordinii elementelor din tabloul z[1..n] primit ca parametru.

inversare_sir(z[l..n])

1:1=0

2: while i < [(n+1)/2] do
3 i=1+1

4 zfi] & zn+1—14

5: end while

6: return z[l..n]

Indicatie. Fie xg[l..n] continutul initial al tabloului. Cu aceastd notatie preconditia poate fi specificatd prin
P = {z[i] = xoli],i = 1,n} iar postconditia prin Q@ = {z[i] = zo[n + 1 —i],i = 1,n}. Se poate demonstra
ca urmatoarele relatii {i < n+ 1 —1, z[j] = xo[n + 1 — j], z[n + 1 — j] = xo[j], j = 1,4} sunt invariante in
raport cu ciclul while iar la iegirea din ciclu (¢ = [(n + 1)/2]) implicd postconditia.

Problema 8 Identificati proprietati invariante pentru prelucrarile repetitive din algoritmii algl si alg2
descrigi in continuare si stabiliti ce returneaza fiecare dintre ei cand este apelat pentru valori naturale nenule.

algl(integer a,b) alg2(integer a,b)
integer z,vy, 2 integer z,vy, 2

1. x=a 1. x=a

PRNTIES b 2: Yy = b

3: 2=0 3: 2=0

4: while y > 0 do 4: while x > y do

5: Z=z+x 5: r=x—Y

6: y=y—1 6: z=2z+1

7: end while 7: end while

8: return =z 8: return z,x

Indicatie. Notadm cu p contorul prelucrarii iterative (p va avea valoarea 0 Inainte de intrarea in ciclu si
este incrementat cu 1 la fiecare executie a ciclului). Folosind aceasta notatie (chiar daci p nu este variabila
explicitd in cadrul algoritmului) se observa ca pentru algl relatiile {y = b—p, z = px, * = a} sunt invariante
in raport cu prelucrarea repetitiva. La iegirea din ciclul while variabila y are valoarea 0, prin urmare p = b iar
z = px = ba. Deci algoritmul algl returneaza produsul ab. In cazul algoritmului alg?2 relatiile {x = a — pb,
y = b, z = p} sunt invariante. La iegirea din ciclu a = z- b+ x gi * < y = b. Aceasta inseamna ci z va
contine catul impartirii lui a la b, iar = restul aceleiagi impartiri.

Problema 9 Sa se demonstreze ci algoritmul adunare descris in continuare corespunde adunérii in baza 2
a doua numere reprezentate in binar pe n + 1 pozitii.

adunare(integer [0..n], b[0..n])
integer c[0..n + 1], s, report
1 c[0.n+1]=0
report =0
1=0
while i <n do
s = a[i] + bli] + report
cli] = s MOD 2
report = s DIV 2
t=1+1
end while
c[n + 1] = report
return c[0..n + 1]
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Indicatie. Notand cu zg.,; valoarea corespunzitoare tabloului de cifre binare z[0..i] se poate arita ci
proprietatea {co.; = ag.i—1 + bo.i—1} este invarianta in raport cu ciclul, iar la iesgirea din ciclu implica
€o..(n+1) = G0..n + bo..n, adicd tabloul ¢[0..n+ 1] contine suma valorilor corespunzatoare reprezentarilor binare
din a[0..n] si b[0..n].

Problema 10 Se considera algoritmul alg descris in continuare. Sa se identifice o proprietate invarianta
corespunzatoare ciclului gi sa se stabileasca care este efectul algoritmului.

alg(real a[l..n])

integer i
1:i1=1

2: while i <n—1do

3:  if a[i] > ali + 1] then

4 ali] + afi + 1]

5.  end if

6

7

8

t=1+1
: end while
: return a[l..n]

Indicatie. Dupd prima executie a corpului ciclului va fi satisfacutd proprietatea a[l] < a[2]. Dupa a doua
executie a ciclului va fi satisfdcutd proprietatea a[2] < a[3] (de remarcat faptul cd valoarea elementului de pe
pozitia 2 nu este neaparat aceeagi cu cea obtinuta dupa prima etapa a algoritmului ceea ce Inseamna ca nu e in
mod necesar adevarata afirmatia cd a[l] < a[2] < a[3] ci doar afirmatia cd a[3] > a[2] si a[3] > a[1]). Acestea
sugereaza ca dupa executia pasului i al ciclului este adevérata afirmatia ali] = max;_75 a[j]. Sa demonstram
ca aceasta afirmatie este intr-adevar un invariant al ciclului. Pentru i = 1 este implicit satisficuta. Dupa
executia liniei 3 devine a[i + 1] = max;_777alj]. Dupd executia liniei 4 devine iar adevaratd afirmatia
ali] = max,_i7 a[j] prin urmare aceasta este o proprietate invarianta a ciclului. La parasirea ciclului, i va fi
n deci se obtine ca a[n] = max,_1— a[j], adica efectul algoritmului este ca aduce valoarea maxima a tabloului

j=1,n
pe ultima pozitie.

Problema 11 Propuneti un algoritm care transforma un tablou a[l..n] prin interschimbéri de elemente
vecine astfel incat valoarea miniméa ajunge pe prima pozitie a tabloului. Demonstrati corectitudinea algorit-
mului identificand un invariant si o functie de terminare.

Indicatie. Se parcurge tabloul pornind de la ultimul element si se compara fiecare element cu predecesorul
sau. Daca elementul curent este mai mic decat predecesorul atunci se interschimba elementele.

Problema 12 Sa se demonstreze ca algoritmii cmmdcl si cmmdc2 descrisi in continuare determina cel mai
mare divizor comun al numerelor nenule a i b.

cmmdcl (integer a, b) cmmdc?2 (integer a,b)
1: while a! =0 and 0! =0 do 1: while a! = b do
2 a=a MOD b 2 if a > b then
3 if a! = 0 then 3 a=a—>
4 b=bMOD a 4 else
5. end if 5: b=b—a
6: end while 6 end if
7: if a= 0 then 7: end while
8 d=a 8:d=a
9: else 9: return d

10: d=b

11: end if

12: return d




Indicatie. Dacd notam cu ag si by valorile initiale ale variabilelor a respectiv b atunci preconditiile sunt
P = {a = ap,b = by} iar postconditia este Q = {d = cmmdc(ag, bp)}. Pentru ambele variante de algoritm
proprietatea invarianta este cmmdc(a, b)=cmmdc(ag, bp).

Demonstrarea proprietatii de invarianta se bazeaza pe proprietati cunoscute ale celui mai mare divizor comun
gi anume, cmmdc(a, b)=cmmdc(a MOD b, b)=cmmdc(a, b MOD a) respectiv cmmdc(a, b)=cmmdc(a — b, b)
(dacd a > b) si cmmdc(a,b)=cmmdc(a,b — a) (dacd a < b). In ceea ce priveste demonstrarea terminarii
aceasta se bazeazd pe doua siruri strict descrescitoare de numere naturale: t(p) = min(a,,b,) si t(p) =
lap — bp|.

Problema 13 (S) Se considerd un tablou x[l..n] care contine valoarea xo. S& se demonstreze cd: (a)
algoritmul cautal determind prima pozitie pe care se afli valoarea xp;(b) algoritmul cauta2 determina
toate pozitiile pe care se afla xy in tabloul z.

cautal (z[1..n],z0) cauta?2 (z[1..n],z0)
1=1 1=1
while z[i]! = 20 do m=0
1=3+1 while i < n do
end while if z[i] == 20 then
return ¢ m=m+1
poz[m] =1
end if
i=1i+1
end while

return poz[l..m)|

Indicatie. Pentru algoritmul cautal se poate folosi ca invariant relatia {z[j] # zo, j = 1,4 — 1} iar pentru
algoritmul cauta2 {poz[k] = z;,, k = 1,m (unde {ix, K = 1, m} reprezintd pozitiile din tablou pe care se
afla valoarea cautatd, ).

Probleme suplimentare.

1. Se considera un hol pe care sunt n usi numerotate de la 1 la n. La inceput toate usile sunt inchise.
Se trece pe hol de n ori de la prima usa catre ultima. La prima parcurgere se deschid toate usile. La
a doua parcurgere se inchid usile numerotate cu valori pare. La a treia parcurgere se schimba starea
ugilor numerotate cu valori care sunt multiplu de 3 s.a.m.d. (la trecerea cu numul i se schimba starea
ugilor care au numar un multiplu de 7). A schimba starea unei usi inseamna a o deschide daca este
inchisa si a o inchide daca este deschisa. S& se stabileasca starea usii ¢ dupa n treceri.

Indicatie. Numarul de scimbari ale starii usii cu numarul 7 depinde de numarul de divizori ai lui 7.
Dacai ¢ are un numéar impar de divizori atunci usa va fi deschisa, iar dacd i are un numar par de
divizori atunci usa i va fi inchisa. Raméne de stabilit care dintre valorile cuprinse Intre 1 si n au un
numar par de divizori si care au un numar impar de divizori.

2. Se considera o scara cu n trepte. Sa se stabileascd numarul de moduri In care poate fi urcata scara
efectuand pasi de 1 sau 2 trepte.

Indicatie. Dacd n = 1 atunci exista un singur mod. Dacd n = 2 atunci exista doua moduri (se fac doi
pagi de céte o treaptd sau un pas de doud trepte). Dacid n = 3 atunci sunt 3 variante: (1,1,1), (1,2)
si (2,1). Fie K(n) numéarul de variante de a urca scara. Ultimul pas efectuat poate fi de o treaptd (in
acest caz existd K (n — 1) variante pentru a se ajunge la treapta n — 1) sau de doud trepte (in acest caz
exista K (n—2) variante pentru a se ajunge la treapta n —2). Prin urmare K(n) = K(n—1)+ K(n—2)
iar K(1) =2, K(2) =2.



