CURS 7:

Tehnici de proiectare a algoritmilor
- Tehnica reducerii-
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Structura

Ce este o tehnica de proiectare a algoritmilor ?
Tehnica fortei brute

Tehnica reducerii

Algoritmi recursivi si analiza acestora

Aplicatii ale tehnicii reduceri
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Algorithm Design

Motivatie

Steven 5. Shiena

& Springer

Interview Problems
7-14. [4] Write a function to find all permutations of the letters in a particular string.
7-15. [{/ Implement an efficient algorithm for listing all k-element subsets of n items.

7-16. [5] An anagram is a rearrangement of the letters in a given string into a sequence
of dictionary words, like Steven Skiena into Vainest Knees. Propose an algorithm

to construct all the anagrams of a given string.
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Ce este o tehnica de prolectare a
algoritmilor?

.. este o metoda generala de rezolvare algoritmica a unei clase de
probleme

.. 0 astfel de tehnica poate fi de regula aplicata mai multor probleme
provenind din diferite domenii de aplicabilitate
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De ce sunt utile astfel de tehnici?

.. furnizeaza idei de start si scheme generale de proiectare a
algoritmilor destinati rezolvarii unor probleme noi

.. reprezinta o colectie de instrumente utile pentru aplicatii
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Care sunt cele mai utilizate tehnici?

Tehnica fortei brute (brute force)

Tehnica reducerii (decrease and conguer)

Tehnica divizarii (divide and conquer)

Tehnica cautarii local optimale (greedy search)
Tehnica programarii dinamice (dynamic programming)

Tehnica cautarii cu revenire (backtracking)
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Tehnica fortel brute

.. este o abordare directa care rezolva problema pornind de la
enuntul acesteia si eventual prin analiza exhaustiva a spatiului
solutiilor (analiza tuturor configuratiilor posibile)

.. este cea mai simpla (si cea mai intuitiva) cale de a rezolva
problema

.. algoritmii proiectati pe baza tehnicii fortei brute nu sunt
intotdeauna eficienti
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Tehnica fortel brute

Exemplu:

. Calculul lui x", x este un numar real iar n este un numar natural
ldee: se porneste de la definitia puterii

XN = x*x*...*x (de n ori)

Analiza eficientei

Power(x,n) Dim. pb: n
p—1 Op. dominanta: *
FOR i« 1,nDO T(n)=n
P — p*X
ENDFOR Clasa de eficienta
RETURN p 0 (n)

Exista algoritm mai eficient ?
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Tehnica fortel brute

Exemplu:

. Calcul n!, pentru n un numar natural (n>=1)
ldee: se porneste de la definitia factorialului nl=1*2*...*n

Factorial(n)
f—1
FORi+« 1,n DO
f«— f*i
ENDFOR
RETURN f

Analiza eficienta
Dim. pb: n

Op. dominanta: *
T(n)=n

Clasa de eficienta
0 (n)

Exista algoritm mai eficient ?

Algoritmica - curs 7
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|dee:

Tehnica reducerl

se foloseste legatura dintre solutia unei probleme si solutia unei
instante de dimensiune mai mica a aceleiasi probleme.

prin reducerea succesiva a dimensiunii problemel se ajunge la o
Instanta suficient de mica pentru a fi rezolvata direct

Motivatie:

Pentru unele probleme o astfel de abordare conduce la algoritmi
mai eficienti decat cei obtinuti aplicand tehnica fortei brute

Uneori este mai simplu sa se specifice relatia dintre solutia
problemei de rezolvat si solutia unei probleme de dimensiune mai
mica decat sa se specifice explicit modul de calcul al solutiei
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Tehnica reducerill

Exemplu. Consideram problema calculului puterii X" pentru n=2m, m>=1
Intrucat
X*X  pentru m=1
X2"m:

x2"(m-1) x}2"(m-1)  pentru m>1

rezulta ca x2"™ poate fi calculat dupa schema de mai jos:
P:=X*X=X2

D:=p*p=x2 *x2=x*

p:=p*p:X4 *X4:X8
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Tehnica reduceril

Pas 1: p:=x*x=x2=x2"
Pas 2: p:=p*p=x2*x2=x* =x?°
Pas 3: p:=p*p=x?4*x4=x8 = x 2°

Pas (m-1); p:=p*p=x2""*x 2™ =x 2"

Obs: abordarea din Power2
este ascendenta (bottom-up)
in sensul ca se porneste de la
problema de dimensiune mica
catre problema de
dimensiune mare

Algoritmica - curs 7

Power2(x,m)
P «— X*X
FOR i+« 1,m-1 DO
P <—p*p
ENDFOR
RETURN p
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Tehnica reduceril

Analiza :

Power2(x,m) a) Correctitudine

P« X*X . . i

FOR i « 1,m-1 DO Invariant ciclu: p=x?
P <—p*p

ENDFOR

RETURN p b) Eficienta

(I) dimensiune problema: m

(il) operatie dominanta: *

T(m)=m
Observatie:
m=log(n)
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Tehnica reduceril

X*X pentru m=1 X*X pentru n=2
m_ XN =
sz-l*x 2m-1 pentru m>1 XnIZ*Xn/Z pentru n>2
power3(x,m) power4(x,n)
IF m=1 THEN RETURN x*x IE n=2 THEN RETURN Xx*x
ELSE ELSE
p < power3(x,m-1) p «— power4(x,n DIV 2)
RETURN p*p \ RETURN p*p
ENDIF ENDIF__ .
. . Dimensiunea descreste
dimensiunea descreste L . ’
cu 1 prin impartire la 2
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Tehnica reducerill

power3(x,m) power4(x,n)
IF m=1 THEN RETURN x*x IF n=2 THEN RETURN x*x
ELSE ELSE
p «— power3(X,m-1) p < power4(x,n DIV 2)
RETURN p*p RETURN p*p
ENDIF ENDIF
Observatii:

1. In algoritmii de mai sus se foloseste o abordare descendenta (top-
down): se porneste de la problema de dimensiune mare si se
reduce succesiv dimensiunea pana se ajunge la o problema

suficient de simpla
2.  Ambii algoritmi sunt recursivi
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Tehnica reducerill

Ideea poate fi extinsa in cazul unui exponent n cu valoare naturala

arbitrara
X pentru n=1
XN= < XW2xyn/2 pentru n>=2, n par
X(N-1)/2%y (n-1)/2xy pentru n>2, nimpar

power5(x,n)

IF n=1 THEN RETURN x

ELSE
p «— power5(x,n DIV 2)
IF n MOD 2=0 THEN RETURN p*p

ELSE RETURN p*p*x

ENDIF

ENDIF

Algoritmica - curs 7
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Structura

Ce este o tehnica de proiectare a algoritmilor ?
Tehnica fortei brute

Tehnica reducerii

Algoritmi recursivi si analiza acestora

Aplicatii ale tehnicii reduceri
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Algoritmi recursivi

Notiuni

Algoritm recursiv = un algoritm care contine cel putin un apel recursiv

Apel recursiv = apelul aceluiasi algoritm fie direct (algoritmul A se
autoapeleaza) fie indirect (algoritmul A apeleaza algoritmul B care
apeleaza la randul lui algoritmul A)

Observatii:

Cascada apelurilor recursive este echivalenta cu un proces iterativ

Un algoritm recursiv trebuie sa contina un caz particular pentru care
sa poate returna direct rezultatul fara sa fie necesar apelul recursiv

Algoritmii recursivi sunt usor de implementat dar executia apelurilor
recursive induce costuri suplimentare (la fiecare apel recursiv se
plaseaza o serie de informatii intr-o zona de memorie specifica numita
stiva programului)
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Exemplu

Calcul factorial

fact(n)
1 n<=1 If n<=1thenrez «— 1
nl= else rez «— n*fact(n-1)
(n-1)*n  n>1 endif

return rez

19



Algoritmi recursivi —

fact(4): Stiva = [4]

fact(3): Stiva =1[3,4]

fact(2): Stiva=1[2,3,4]

fact(1): Stiva=1[1,2,3,4]

fact(n)
If n<=1thenrez «— 1

else rez < n*fact(n-1)

endif
return rez

mecanism de apel

fact(@) | 24 | Stva=1l
4*fact(3) l T 476

fact(3) 5 Stiva = [4]
3*fact(2) | [ 3%

fact(2) 5 Stiva = [3,4]
2*fact(l) | [ 2*1

fact(l) = 1 Stlva [2,3,4]

Apel Revenire

recursiv. din apel

Algoritmica - curs 7
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Algoritmi recursivi - corectitudine

Intrucat algoritmii recursivi contin prelucrari iterative (chiar daca
Implicite) pentru verificarea corectitudinii este suficient sa se
identifice o proprietate referitoare la starea algoritmului (similara unui
iInvariant) care are proprietatile:

— Este adevarata pentru cazul particular
— Ramane adevarata dupa apelul recursiv

— Pentru valorile parametrilor specificate la apelul initial proprietatea
invarianta implica postconditia

Exemplu: (calcul factorial). Proprietatea satisfacuta la orice apel rez=n! (unde n
este valoarea curenta a parametrului)

Caz particular: n=1 => rez=1=n!
Dupa executia apelului recursiv rez=(n-1)!*n=n!
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Algoritmi recursivi - corectitudine

Exemplu. P:a,b nr naturale, a,b<>0; Q: returneaza cmmdc(a,b)
Relatia de recurenta specifica cmmdc:
a daca b=0

cmmdc(a,b)= {
cmmdc(b, a MOD b) daca b<>0

Invariant: rez=cmmdc(a,b)
cmmdc(a,b)

IF b=0 THEN rez «— a : C h=( —
Caz particular: b=0 =>
ELSE rez «— cmmdc(b, a MOD b) rez=a=cmmdc(a,b)

ENDIF Dupa apelul recursiv: pentru b<>0

RETURN rez cmmdc(a,b)=cmmdc(b,a MOD b)
rezulta ca rez=cmmdc(a,b)
Pentru valorile de apel ale parametrilor:

rez=cmmdc(a,b) => Q
Algoritmica - curs 7 22



Algoritmi recursivi — eficienta

Etapele analizei eficientei:

« Stabilirea dimensiunii problemei

« Alegerea operatiei dominante

« Se verifica daca timpul de executie depinde si de proprietatile
datelor de intrare (in aceasta situatie se analizeaza cazul cel mai
favorabil si cazul cel mai defavorabil)

« Estimarea timpului de executie

In cazul algoritmilor recursivi pentru estimarea timpului de executie se
stabileste relatia de recurenta care exprima legatura dintre timpul
de executie corespunzator problemei initiale si timpul de executie
corespunzator problemei reduse (de dimensiune mai mica)

Estimarea timpului de executie se obtine prin rezolvarea relatiei de
recurenta
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Algoritmi recursivi — eficienta

Observatie:

Relatie de
recurenta

Proiectare algoritm

Algoritm
recursiv Analiza
eficientei
Relatie de
recurenta

Algoritmica - curs 7

24



Algoritmi recursivi - eficienta

rec_alg (n) Cu aceste ipoteze relatia de
IE n=n0 THEN <P> recurenta pentru timpul de

executie poate fi scrisa:
ELSE rec_alg(h(n))

ENDIF cO daca n=n0

T(n)=

Ipoteze:

o <P> este prelucrarea
corespunzatoare cazului
particular si este de cost cO

* h este o functie
descrescatoare si exista k
astfel incat

T(h(n))+c daca n>n0

h®(n)=h(h(...(h(n))...))=n0
e Costul calculului lui h(n)
este c
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Algoritmi recursivi — eficienta

Calcul n!, n>=1 Dimensiune problema: n
Relafia de recurenta: Operatie dominanta: inmultirea

1 n=1 : < -

. Relatia de recurenta pentru timpul de

n:= executie:

(n-)*n  n>1

0 n=1
T(n)=

Algoritm: T(n-1)+1  n>1
fact(n)

IF n<=1 THEN RETURN 1
ELSE RETURN fact(n-1)*n
ENDIF
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Algoritmi recursivi — eficienta

Metode de rezolvare a relatiilor de recurenta:
« Substitutie directa

— Se porneste de la cazul particular si se construiesc termeni
succesivi folosind relatia de recurenta

— Se identifica forma termenului general

— Se verifica prin calcul direct sau prin inductie matematica
expresia timpului de executie

e Substitutie inversa

— Se porneste de la cazul T(n) si se inlocuieste T(h(n)) cu
membrul drept al relatiei corespunzatoare, apoi se inlocuieste
T(h(h(n))) si asa mai departe, pana se ajunge la cazul particular;
sau se inmultesc egalitatile cu factori care sa permita eliminarea
tuturor termenilor de forma T(h(n)) cu exceptia lui T(n)

— Se efectueaza calculele si se obtineT(n)
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Algoritmi recursivi — eficienta

Exemplu: n!
0 n=1
T(n)= {
T(n-1)+1  n>1
Substitutie directa Substitutie inversa
T(1)=0 T(n) =T(n-1)+1
T(2)=1 T(n-1)=T(n-2)+1
T(3)=2
T(2) =T(1)+1
T(n)=n-1 T(1) =0
-------------------- (prin adunare)
T(n)=n-1

Obs: aceeasi eficienta ca si algoritmul bazat pe metoda
fOrtEi brute! Algoritmica - curs 7
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Algoritmi recursivi — eficienta

Exemplu: x", n=2m, power4(x,n)
IF n=2 THEN RETURN x*x
ELSE
p <« power4(x,n/2)
RETURN p*p
ENDIF

T2m) =T(2™1)+1
1 n=2 T(2m1) =T(22)+1
T(n)=

T(n/2)+1  n>2 %(.2) =1
.................... (prin adunare)
T(n)=m=log(n)
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Algoritmi recursivi — eficienta

Obs: 1n acest caz algoritmul bazat pe tehnica reducerii este mai
eficient decat cel bazat pe metoda fortei brute

Explicatie: x"2este calculat o singura data. Daca valoarea x"? ar fi
calculata de doua ori atunci s-ar pierde din eficienta

pow(X,n)
IF n=2 THEN RETURN x*x
ELSE
RETURN pow(x,n/2)*pow(x,n/2)
ENDIF

1 n=2
T(n)=
2T(n/2)+1  n>2

T(2M) =2T(2™1)+1
T(2m1) =2T(2m2)+1 [*2
T(2Mm2) =2T(2m3)+1 [*22

|*2m-1

( prin adunare)
T(N)=1+2+2%+.,.+2M1=2M-1=n-1

Algoritmica -
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Structura

Ce este o tehnica de proiectare a algoritmilor ?
Tehnica fortei brute

Tehnica reducerii

Algoritmi recursivi si analiza acestora

Aplicatii ale tehnicii reducerii
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Aplicatii ale tehnicii reduceri

Exemplu 1: generarea celor n! permutari ale multimii {1,2,...,n}

ldee: cele k! permutari ale lui {1,2,...,k} pot fi obtinute din cele (k-1)!
permutari ale lui {1,2,...,k-1} prin plasarea celui de al k-lea element
succesiv pe prima, a doua ... a k-a pozitie. Plasarea lui k pe pozitia
| este realizata prin interschimbarea elementului de pe pozitia k cu
cel de pe pozitia I.
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Generarea permutarilor

llustrare pentru n=3

(abordare top-down)

310

132

213

123

Apel recursiv

Revenire din apelul recursiv

Algoritmica - curs 7
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Generarea permutarilor

Fie x[1..n] o variabila globala (accesibila din functie) continand initial

valorile [1,2,...,n]

Algoritmul are parametrul formal k si este apelat pentru k=n.

Cazul particular este k=1, cand tabloul x contine deja o permutare
completa ce poate fi prelucrata (de exemplu, afisata)

perm(k)

IF k=1 THEN WRITE x[1..n]
ELSE
FOR i« 1,k DO
X[i] <>X[K]
perm(k-1)
X[i] <>X[K]
ENDFOR
ENDIF

Analiza eficientei:
Dim pb.: k
Operatie dominanta: interschimbare
Relatie de recurenta:
0 k=1
T(k)=
kK(T(k-1)+2) k>1

Apel alg: perm(n) Algoritmica - curs 7 34



Generarea permutarilor

0 k=1
T(k)={
K(T(k-1)+2) k>1

T(k) =k(T(k-1)+2)
T(k-1)=(k-1)(T(k-2)+2) |*k
T(k-2)=(k-2)(T(k-3)+2) |*k*(k-1)

%&2) =2(T(1)+2) I*k*(k-1)*...*3

T(1) =0 k¥ (K-1)*...*3*%2

T(K)=2(k+k(k-1)+ K(k-1)(K-2)+...+K!) =2KI(1/(K-1)1+1/(K-2)1+. ..+ Yo+1)
-> 2e k! (pentru valori mari ale lui k). Pt k=n => T(n) <l (n!)
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Problema turnurilor din Hanol

Istoric: problema propusa de matematicianul Eduard Lucas in 1883
Ipoteze:

« Consideram 3 vergele etichetate cu S (sursa), D (destinatie) si |
(intermediar).

 Initial pe vergeaua S sunt plasate n discuri de dimensiuni diferite
n ordine descrescatoare a dimensiunilor (cel mai mare disc este
la baza vergelei iar cel mai mic in varf)

Scop:
» Sa se mute toate discurile de pe S pe D (la final sunt tot Tn ordine
descrescatoare) utilizand vergeaua | ca intermediara

Restrictie:

 La o etapa se poate muta un singur disc
si este interzisa plasarea unui disc mai
mare peste un disc mai mic.
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Problema turnurilor din Hanoil

Prima mutare: S->D

L1

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

A doua mutare: S->|

L1

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

A treila mutare: D->i

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

A patra mutare: S->D

L1

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

A cincea mutare: |->S

1]

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

A sasea mutare: [|->D

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

A saptea mutare: S->D

!

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

Rezultat

P!

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

ldee:

e Se muta (n-1) discuri de pe S pe | (utilizand D ca vergea auxiliara)
 Se muta discul ramas pe S direct pe D

 Se muta (n-1) discuri de pe | pe D (utilizand S ca vergea auxiliara)

Semnificatia parametrilor functiei hanoi:

Algoritm:
hanoi(n,S,D,) e Primul parametru: numarul discurilor
IE n=1 THEN “move from | * Al doilea parametru: vergea sursa
StoD” e Altreilea parametru: vergea
ELSE hanoi(n-1,S,1,D) destinatie
“move from S to D” d AI patl’u|ea parametru: Vel’gea
hanoi(n-1,1,D,S) Intermediara
ENDIF
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Problema turnurilor din Hanoil

llustrare apeluri recursive pentru n=3.

hanoi(3,s,d,i)
— s->d =
hanoi(2,s,1,d) hanoi(2,i,d,s)
S->I i->d
hanoi(1,s,d,i) hanoi(1,d,i,s) hanoi(1,i,s,d) hanoi(1,s,d,i)
s->d d-> 1| ->9 s->d

Algoritmica - curs 7
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Problema turnurilor din Hanoil

hanoi(n,S,D,I)
IF n=1 THEN “move from S to D”
ELSE hanoi(n-1,5,1,D)
“move from S to D”
hanoi(n-1,1,D,S)
ENDIF

T(n) =2T(n-1)+1
T(n-1)=2T(n-2)+1 |*2
T(n-2)=2T(n-3)+1 [*22

T(2) =2T(1)+1 |*2"2
Dim pb: n

Operatie dominanta: move
Relatie de recurenta:

1 n=1 T(n)el (2)
T(n)=
2T(n-1)+1 n>1

T(N)=1+2+...+2"m1 =2"n-1

Algoritmica - curs 7
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Variante ale tehnicii reduceri

Reducere prin scaderea unei constante
— Exemplu: n! (nl=1 If n=1
n'=(n-1)*n if n>1)
Reducere prin impartirea la o constanta
— Exemplu: x" (x"=x*x if n=2
XN=xN2*xyn/2 if n>2, n:2m)
Reducere prin scaderea unei valori variabile
— Exemplu: cmmdc(a,b) (cmmdc(a,b)=a pt a=b
cmmdc(a,b)=cmmdc(b,a-b) pt a>b
cmmdc(a,b)=cmmdc(a,b-a) pt b>a)
Reducere prin impartire la o valoare variabila
— Exemplu: cmmdc(a,b)
( cmmdc(a,b)=a pt b=0
cmmdc(a,b)=cmmdc(b,a MOD b) pt b<>0)

Algoritmica - curs 7
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Urmatorul curs este despre ...

... tehnica divizarii
... analiza

.... aplicatii

Algoritmica - curs 7
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