CURS 6:

Analiza metodelor de sortare
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Algorithm Design

Motivatie

S. Skiena — The Algorithm Design Manual SRR

http://sist.sysu.edu.cn/~issIxm/DSA/textbook/Skiena.- £ sprimge
.TheAlgorithmDesignManual.pdf

Interview Problems

4-40. /3] If you are given a million integers to sort, what algonthm would you use to sort |

them? How much time and memory would that consume?

4-41. [3] Describe advantages and disadvantages of the{ most popular sorting aleorithms. |
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Structura

Problema sortarii
Sortare prin insertie — analiza corectitudinii si a eficientei
Sortare prin selectie — analiza corectitudinii si a eficientei

Sortare prin interschimbarea elementelor vecine — analiza corectitudinii
si a eficientei
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Problema sortarii

Consideram:

O secventa de “entitati” (numere, structuri continand mai multe
iInformatii etc)

Fiecare entitate poseda o caracteristica numita cheie de sortare.
Valorile posibile ale cheil de sortare apartin unei multimi pe care
exista o relatie totala de ordine

Sortarea secventei = aranjarea elementelor astfel incat valorile
cheii de sortare sa fie in ordine crescatoare (sau descrescatoare)
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Problema sortarii

Exemple:

1. Secventa de numere: (5,8,3,1,6)

Cheia de sortare este chiar elementul din secventa
Rezultatul sortarii crescatoare este (1,3,5,6,8)

2. Secventa de entitati (numite Tnregistrari sau articole) ce contin
doua campuri: nume si nota

((Paul,9), (loana, 10) (Victor,8), (Ana,9))

In acest caz exista doua criterii posibile de sortare:
nume si nota

Sortare crescatoare dupa nume:
((Ana,9),(loana,10),(Paul,9),(Victor,8))

Sortare descrescatoare dupa nota:
((loana,10),(Paul,9),(Ana,9),(Victor,8))
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Problema sortarii

Ceva mai formal...

Ordonarea (crescatoare) a secventei (X;,X,,...,X,) este echivalenta cu
gasirea unei permutari (p(1),p(2),...,p(n)) a indicilor astfel
Tncat:

cheie(x,))<=cheie(X,;) <= ... <=cheie(X,)

In cele ce urmeaza vom considera cheia de sortare ca fiind
reprezentata de intregul element (secventa este constituita din
valori apartinand unei multimi pe care exista o relatie de ordine)

In aceasta ipoteza secventa este considerata ordonata crescator
daca satisface:

Xp)<=Xp) <= -+ <Xp(n)
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Problema sortarii

Alte ipoteze:

. Presupunem ca secventa este stocata sub forma unui tablou
astfel ca este asigurat accesul rapid la oricare dintre elementele
ei. Aceasta inseamna ca este vorba despre sortare interna

Sortarea externa corespunde cazului in care nu se poate
accesa simultan intreaga secventa (de exemplu secventa este
foarte mare astfel ca nu poate fi incarcata in intregime in
memoria interna a calculatorului) ceea ce necesita metode
specifice de sortare

. Vom analiza doar metode care transforma tabloul curent fara a
construi un alt tablou (spatiul aditional de memorie are
dimensiunea de ordin O(1)).
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Proprietati ale metodelor de sortare

1. Eficienta

Metoda de sortare ar trebui sa necesite un volum rezonabil de
resurse (timp de executie)

2. Stabilitate

O metoda de sortare este stabila daca pastreaza ordinea relativa
a elementelor avand aceeasi valoare a cheii de sortare

3. Simplitate

Metoda de sortare ar trebui sa fie simplu de inteles si de
Implementat

4. Naturalete

O metoda de sortare este considerata naturala daca numarul de
operatii necesare este proportional cu gradul de “dezordine” al
secventel initial (care poate fi masurat prin numarul de
Inversiuni din permutarea corespunzatoare secventel sortate)
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Stabilitate

Exemplu:

Configuratia initiala:
((Ana,9), (loana, 10), (Paul,9), (Victor,8))

Sortare stabila:
((loana,10),(Ana,9),(Paul,9),(Victor,8))

Sortare instabila:
((loana,10), (Paul,9),(Ana,9), (Victor,8))
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Metode elementare de sortare

Sunt simple, intuitive dar nu foarte eficiente...

Reprezinta, totusi, puncte de pornire pentru metodele mai avansate.
Exemple:

e Sortare prin insertie

e Sortare prin selectie
o Sortare prin interschimbarea elementelor vecine
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Sortare prin insertie

|dee de baza:

Fiecare element al tabloului, Tncepand cu al doilea, este inserat in
subtabloul care 1l precede astfel incat acesta sa ramana ordonat:

VA

(X1,X5, v o Xi 13X, Xiy 1+ - Xp)

Subtablou deja ordonat

(subtablou destinatie) Element de inserat

Algoritmica -Curs 6 11



FOR 1<2,n

Sortare prin insertie - exemplu
WHILE (j>=1) AND (aux<x[j])

J i-1
aux=h
85981 88981
aux=9
58981 58981
aux=8
58981 589091

aux=1
58891 58899
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Sortare prin insertie — algoritm

Structura generala

FOR I+ 2,n DO

<insereaza X[i] in subtabloul
X[1..i-1] astfel Tncat x[1..i]
sa fie sortat>

ENDFOR

Algoritm
Insertie(x[1..n])
FOR i+« 2,nDO
aux «— X]i
] —I-1
WHILE (j>=1) AND (aux<x[j)) DO
X[J+1]  x[I]
j<—IJ1
ENDWHILE
X[j+1] < aux
ENDFOR
RETURN x[1..n]
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Sortare prin insertie — varianta

Insertie(x[1..n])
FOR i1+ 2,n DO
aux «— X|i]
j—i1-1
WHILE (j>=1) AND (aux<x]j]) DO
X[J+1] « x[I]
J<I1
ENDWHILE
X[j+1] < aux
ENDFOR
RETURN x[1..n]

Varianta (x[0] este folosit ca
zona de manevra):

Insertie2(x[0..n])
FOR i+ 2,nDO
X[0]«X([i]
j:=1-1
WHILE (x[0]<x[j]) DO
X[+1] X[
J<J1
ENDWHILE
X[j+1] « X[O]
ENDFOR
RETURN x[1..n]
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Sortare prin insertie — verificare corectitudine

Insertie(x[1..n])

l«—2 Inv: {x[1..-1] e sortat}
WHILE i<=n
aux «— X]i
j—1I-1 Inv: {x[1..]] e sortat, aux<=x[j+1]<=..<=X[i]}
WHILE (j>=1) AND (aux<x[j]) DO
X[+1] < X[j] {X[1..]-1] e sortat, aux<x[j]=x[j+1]<= ... <=X]i]}
j«—J-1 {X[1..]] e sortat, aux<x[j+1]=x[j+2]<= ... <=X[i]}

Este satisfacuta fie {aux>=x[j] si x[1]<=...X[j]|[<=aux<x[j+1]=x[j+2]<=...<=X]i]}
fie {(j=0) si aux<x[1l]=x[2]<=...<=X]i]}

ENDWHILE
X[[+1] < aux {x[1l]<=x[2]<=...x[J+1]<=x[j+2]<=...<=X[i]} (X[1..i] e sortat)
| — i+1 {x[1..i-1] e sortat}

ENDWHILE
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Sortare prin insertie — verificare corectitudine

Deci am obtinut ca...
Invariant pentru ciclul exterior poate fi considerat: {x[1..i-1] sortat}

Invariant pentru ciclul interior:
{x[1..]] e sortat, aux<=x[j+1]=x[j+2]<=..<=X[i]}

Ambele cicluri sunt finite:
functie de terminare pentru ciclul exterior: t(p)=n+1-i;
functie de terminare pentru ciclul interior:

J, daca aux <x|j]
t(p){

O daca aux>=x]j,] sau j,=0
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Sortare prin insertie — analiza eficientel

Insertie(x[1..n]) Dimensiune problema: n
FOR i« 2,n DO Operatii:
X[0] « X]i]  Comparatii (T-(n))
j—i-1 e Mutari ale elementelor (T,,(n))
WHILE x[0]<x[j] DO
X[[+1] « X[j] Cel mai favorabil caz:
j«—J-1 X[1]<=x[2]<=...<=x]n]
ENDWHILE Cel mai defavorabil caz:
X[j+1] < x[O] X[1]>X[2]>...>X[n]
ENDFOR
RETURN x[1..n] Pentru fiecare i (2 <=i <= n):
1 <=T.(n) <=i

Pentru toate valorile lui I
(n-1) <=T.(n) <=n(n+1)/2-1
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Sortare prin insertie — analiza eficientel

Insertie(x[1..n]) Dimensiune problema: n
FOR i+ 2,nDO Operatii:
X[0] « X]i] e Comparatii (T-(n))
j—i-1 e Mutari ale elementelor(T,,(n))
WHILE x[0]<x[j] DO
X[j+1] < X[j] Pentru fiecare | (2 <=i <=n):
j—J-1 0+2 <=T,,(n) <=(i-1)+2=i+1
ENDWHILE
X[j+1] « Xx[O] Pentru toate valorile lui i:
ENDFOR 2 (n-1) <=T,,(n) <=(n+1)(n+2)/2-3

RETURN x[1..n]

Algoritmica -Curs 6 18



Sortare prin insertie — analiza eficientel

Comparatii:
(n-1) <=T(n) <=(n+2)(n-1)/2
Mutari:
2 (n-1) <=T,,(n) <=(n+1)(n+2)/2-3
Total:
3(n-1) <=T(n) <=n?+2n-3

Clase de complexitate (eficienta):

T(n) € Q(n)
T(n) € O(n?)
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Sortare prin insertie — stabilitate

85981 » 58981
589081 » 0898°1
58981 > 58891
588°91 » 1588’9

Sortarea prin insertie este stabila
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Sortare prin selectie

|deea de baza:

Pentru fiecare pozitie , i (incepand cu prima) se cauta minimul din
subtabloul x[i..n] si acesta se interschimba cu elementul de pe
pozitia I.

(X1,Xo, ... ,xi_li,xi+l, LX)

Subtablou deja sortat \

Subtablou unde se cauta minimul
Pozitia pe care se plaseaza minimul
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FOR i<—1,n-1

i
1

2

J

Sortare prin selectie

FOR j « i+1,n

i
855981
15/988
15988

15898

I+1

85981 85981

15988 15988

15988 155%8

'
15898

15889
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Sortare prin selectie

Structura generala Algoritm
FOR I+« 1,n-1 DO Selectie (x[1..n])
<se cauta minimul lui FOR i<1,n-1 DO
X[i..n] si se interschimba K i
cu X[i]> FOR j < i+1,n DO
ENDFOR IF x[K]>x[j] THEN k < j ENDIF
ENDFOR
IF k<>i
THEN x[i]<->X[K]
ENDIF
ENDFOR

RETURN x[1..N]
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Sortare prin selectie — verificare corectitudine

Algoritm
Selection (x[1..n])
|l — 1 {x[1..I-1] sortat si x[i-1]<=x]j], j=i..n}
WHILE i<=n-1 DO

K«

] — I+1 {x[k]<=x[r] pentru orice r=i+1..j-1}

WHILE j<=n DO

IF X[K]>X[}] THEN k <« j ENDIF

j«—j+1
ENDWHILE {x[k]<=x[r] pentru orice r=i+1..n}
IF k<>I THEN X[i]J<->x[k] {x[1..i]] sortat si x[i]<=x[j], j=1+1..n}
| — I+1
ENDWHILE {x[1..1-1] sortat si x[i-1]<=x[j], J=i..n}

RETURN x[1..n]
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Sortare prin selectie — verificare corectitudine

Deci am obtinut ca...
Invariant pentru ciclul exterior poate fi considerat:
{x[1..i-1] sortat si x[i-1]<=x]]], J=I..n}
Invariant pentru ciclul interior poate fi considerat:
{x[k]<=x[r] pentru orice r=i+1..J-1}
Ambele cicluri sunt finite:
functie de terminare pentru ciclul exterior: t(p)=n-i;

functie de terminare pentru ciclul interior: t(p)=n+1-j,
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Sortare prin selectie — analiza eficientel

Dimensiune problema: n
Operatii:
. Comparatii (T-(n))

Selectie (x[1..n])
FOR i+ 1,n-1 DO

K| . Mutari ale elementelor(T,,(n))
FOR | < i+1,n DO
IF x[K]>x[]] THEN K «j Pentru fiecare i (1 <=i <= n-1):
ENDFOR Te(n,i) =n-i
IF k<>1 THEN Xx[i]<->x[kK]
ENDEOR Pentru toate valorile lui i:
RETURN x[1..n] Tc(n) =n(n-1)/2
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Sortare prin selectie — analiza eficientel

Selectie (x[1..n])
FOR i+« 1,n-1 DO
K« i
FOR |« i+1,n DO
IF X[K]>X[]] THEN Kk «— |
ENDFOR
IF k<>I THEN Xx][i]<->x[K]
ENDFOR
RETURN Xx[1..n]

Dimensiune problema: n

Operatii:

. Comparatii (T(n))

. Mutari ale elementelor(T,,(n))

Pentru fiecare | (2 <=1 <=n):
0 <= Ty(n,i) <=3
Obs: o interschimbare (<->) necesita 3
asignari

Pentru toate valorile lui i:

0<=Ty(n) <=3(n-1)
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Sortare prin selectie — analiza eficientel

Comparatii:

Te(n) =n(n-1)/2
Mutari:

0 <=T,,(n) <=3(n-1)
Total:

n(n-1)/2 <=T(n) <=n(n-1)/2+3(n-1)

Clasa de eficientd (complexitate):  T(n) €l (n?)
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Sortare prin selectie - stabilitate

8/598’1

1/5/9 8’8

1598’8

158798

85981

1/5/9.8’8

15/98’8
15 8l

15889

8598’1 8598’1 65981

15988 1598’8

1598’8

Sortarea prin selectie nu e stabila
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Sortare prin interschimbarea

elementelor vecine
|dee de baza:

Tabloul este parcurs de la stanga spre dreapta si elementele adiacente
sunt comparate. Daca nu sunt in ordinea dorita atunci se
interschimba. Procesul este repetat pana cand tabloul ajunge sa fie
ordonat

(Xl’XZ’ e ’Xm-11Xm1Xm+Y~<n)

Subtablou deja ordonat
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FOR 1« n,2,-1

Sortare prin interschimbarea
elementelor vecine

FOR |« 1,i-1
1 2 4
85981 58981 58981 58891 58819
58819 58819 58819 58189
58189 58189 51889
51889 15898
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Sortare prin interschimbarea
elementelor vecine

Structura generala Algoritm

FOR i« n2.-1DO Bubblesort(x[1..n])

< se parcurge X[1..i-1], se FOR 1+ n,2,-1 DO

compara elementele FOR |« 1,-1 DO
adiacente si se interschimba IF X[j]>x[j+1]
daca este cazul> THEN x[j]<->x[j+1]
ENDFOR ENDIF
ENDFOR
ENDFOR

RETURN x[1..1n]
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Bubble sort — analiza corectitudine

Bubblesort(x[1..n])

| «<—n {x[i+1..n] este sortat si x[i+1]>=x]j], J=1..1}
WHILE i>=2 DO
j«—1 {x[j]>=x[Kk], k=1..j-1}

WHILE j<=i-1 DO
IF x[j]>x[j+1] THEN x[j]<->x[j+1]  {x[j+1]>=x[Kk], k=1..j}

J ]+l {x[]>=x[k], k=1..J-1}
ENDWHILE {x[i-1]>=x[j], j=1..1-1}
{x]i..n] este sortat si x[i]>=x]j], ]=1..i1-1}
| —i-1
ENDWHILE {x[i+1..n] este sortat si x[i+1]>=x]j], |]=1..i}

RETURN x[1..n]
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Bubble sort — analiza corectitudine

Deci am obtinut ca ...
Invariant pentru ciclul exterior poate fi:
{x[i1+1..n] este sortat si x[i+1]>=Xx]j], ]=1..1}
Un invariant pentru ciclul interior poate fi:
{x[j]>=x[k], k=1..]-1}
Ambele cicluri sunt finite:

functie de terminare pentru ciclul exterior: t(p)=i -1
functie de terminare pentru ciclul interior: t(p)=i,-J,

Algoritmica -Curs 6 34



Bubble sort — analiza eficientel

Dimensiune problema: n
Operatii:

Comparatii (T(n))

Mutari ale elementelor (T,,(n))

Bubblesort(x[1..n])
FOR i+ n,2,-1 DO
FOR|j« 1,i-1 DO

IF X[j]]>X[j+1]
THEN x[j]<->x[j+1] Pentru fiecare i (1 <=i <= n-1):
ENDIF Te(n,i) =i-1
ENDFOR
ENDEOR Pentru toate valorile lui i:
RETURN x[1..n] To(n) =n(n-1)/2
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Bubble sort — analiza eficientel

Bubblesort(x[1..n])
FOR i« n,2,-1 DO
FOR |« 1,i-1 DO
IF X[j]]>X[j+1]
THEN Xx[j]<->x[j+1]
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR
RETURN x[1..n]

Dimensiune problema: n
Operatii:

Comparatii (T(n))

Mutari ale elementelor (T,,(n))

Pentru fiecare | (2 <=1<=n):
0 <= Ty(n,i) <= 3(i-1)

Pentru toate valorile lui I;

0 <=Ty(n) <= 3n(n-1)/2
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Bubble sort — analiza eficientel

Comparatii:

Tc(n) =n(n-1)/2
Mutarti:

0 <=T,(n) <=3n(n-1)/2
Total:

n(n-1)/2 <= T(n) <= 2n(n-1)
Clasa de eficienta (complexitate):  T(n) €[l (n?

Obs. Aceasta varianta de implementare este cea mai putin eficienta.
Variantele mai bune evita executia de (n-1) ori a ciclului
exterior, oprind prelucrarea cand tabloul este sortat deja

Algoritmica -Curs 6 37



Bubble sort — alte variante

Idee: se reia parcurgerea tabloului !dee: se parcurge tabloul doar pana la
doar daca a fost necesara cel pozitia ultimei interschimbari
putin o interschimbare la efectuate la parcurgerea anterioars

arcurgerea anterioara
¥ : Bubblesort(x[1..n])
Bubblesort(x[1..n]) ten
sw — TRUE WHILE t>1 DO
WHILE sw=TRUE DO Mot teO
sw — FALSE FOR j — 1,m-1 DO
FORj « 1,n-1 DO E oy et
IE x[>X[j+1] P>ty |
THEN x][j]<->x[j+1] THEN X[J]<->x[[+1]; t«]
sw — TRUE ENDIF
ENDIF ENDFOR
ENDFOR ENDWHILE
ENDWHILE SETURN i1
RETURN x[1..n] X[1..n]
N-1<=T.(n)<=n(n-1)/2
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Bubble sort - stabilitate

85981 58981 58981 58891 58819

588’19 58819 58819 5818’9

5818°9 58189 51889

5188’9 15898

Bubble sort este stabila

Algoritmica -Curs 6 39



Link-url utile...

http://www.sorting-algorithms.com/
http://www.softpanorama.org/Algorithms/sorting.shtml
http://www.brian-borowski.com/Software/Sorting/
http://www.youtube.com/watch?v=INHF_5RIXTE ©

http://boingboing.net/2010/08/19/what-does-a-bubble-s.html
©
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Sumar

Tehnicile clasice de sortare (insertie, selectie, interschimbarea
elementelor vecine) au complexitate patratica - practice doar
pentru tablouri cu numar mic de elemente (de ordinul sutelor).

— Insertie: avantajos daca tabloul este “aproape sortat”; stabil

— Selectie: util cand e necesara sortare partiala (ex: se cauta
primele k < n elemente in ordine crescatoare; instabil

— Bubblesort: de evitat (in special prima varianta)

Pentru n=1000000 si durata de o nanosecunda/operatie ar
necesita cca 17 minute

Daca T(n) ar fi din O(nlogn) atunci pentru aceeasi valoarea a lui
n ar fi suficiente 0.019 secunde
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Cursul urmator va fi despre...

... tehnici de proiectare a algoritmilor
... algoritmi recursivi

... metoda reducerii
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