Curs 5:

Analiza eficientel algoritmilor (II)
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Algorithm Design

Motivatie

S. Skiena — The Algorithm Design Manual

http://sist.sysu.edu.cn/~issIxm/DSA/textbook/Skiena.-
.TheAlgorithmDesignManual.pdf

Steven 5. Shiena

& Springer

4-2, [5] For each of the following problems, give an algorithm that finds the desired
numbers | within the given amount of time.| To keep your answers brief, feel free to

use algorithms from the book as subroutines. For the example, 5§ = {6, 13, 19,3, 8},

19 — 3 maximizes the difference, while 8 — 6 mimimizes the difference.

(a) Let 5 be an unsorted array of n integers. Give an algonthm that finds the pair

x,y € 5 that marimizes |z — y|. Your alrorithm must run in O{n) worst-case time. |
(b) Let 5§ be a sorted array of n_integers. Give an algorithm that finds the pair
x,y € 5 that marimizes |z — y|. [Your algorithm must run i O(1) worst-case time.
(c) Let § be an unsorted array of n integers. Give an algorithm that finds the pair
x,y € 5 that minimizes |z — y|, for # # y.Your algonthm must run 1in O{nlogn)

worst-case time.
(d) Let 5§ be a sorted array of n integers. Give an algorithm that finds the pair
x,y € 5 that minimizes |r — y|, for ¢ # y. | Your algonthm must run mm O(n)
worst-case time.
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In cursul anterior...

.. am vazut care sunt etapele principale ale analizei eficientel
algoritmilor:

|dentificarea dimensiunii problemei
|dentificarea operatiei dominante

Estimarea timpului de executie (determinarea numarului de
executii ale operatiel dominante)

Daca timpul de executie depinde de proprietatile datelor de intrare
atunci se analizeaza:

— Cel mali favorabil caz => margine inferioara a timpului de
executie

— Cel mai defavorabil caz => margine superioara a timpului de
executie

— Caz mediu=> timp mediu de executie
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Azl vom vedea ca...

. scopul principal al analizei eficientei algoritmilor este sa se

determine modul in care timpul de executie al algoritmului creste o
data cu cresterea dimensiunii problemei

pentru a obtine aceasta informatie nu este necesar sa se
cunoasca expresia detaliata a timpului de executie ci este
suficient sa se identifice :

— Ordinul de crestere al timpului de executie (in raport cu
dimensiunea problemel)

— Clasa de eficienta (complexitate) careia 1i apartine algoritmul
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Structura

Ce este ordinul de crestere ?

Ce este analiza asimptotica ?

Cateva notatii asimptotice

Analiza eficientel structurilor fundamentale de prelucrare
Clase de eficienta

Analiza empirica a eficientei algoritmilor
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Ce este ordinul de crestere ?

In expresia timpului de executie exista de regula un termen care
devine semnificativ mai mare decat ceilalti termeni atunci cand
dimensiunea problemei creste.

Acest termen este denumit termen dominant si el dicteaza
comportarea algoritmului Tn cazul in care dimensiunea problemei
devine mare

T1(n)=an+b Termen dominant; an
T2(n)=a log n+b Termen dominant: alog n
T3(n)=a n%+bn+c Termen dominant: a n2

T4(n)=a"tb n +c
(a>1)

Termen dominant; a"
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Ce este ordinul de crestere ?

Sa analizam ce se intampla cu termenul dominant cand dimensiunea
problemei creste de k ori :

T,(n)=an T’,(kn)= a kn=k T,(n)
T,(n)=alog n T’,(kn)=a log(kn)=T,(n)+alog k
Ty(n)=a n? T'y(kn)=a (kn)2=k? T4(n)
T,(n)=a" T’ ,(kn)=akn=(an)k =T ,(n)k
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Ce este ordinul de crestere ?

Ordinul de crestere exprima cum creste termenul dominant al
timpului de executie in raport cu dimensiunea problemei

Ordin de crestere

T',(kn)= a kn=k T',(n) Liniar
T',(kn)=a log(kn)=T",(n)+alog k Logaritmic
T, (kn)=a (kn)2=k2 T"y(n) Patratic

T, (kn)=akn=(an)k =(T",(n))¥ Exponential
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Cum poate fi interpretat ordinul de crestere?

Cand se compara doi algoritmi, cel avand ordinul de crestere mai mic
este considerat a fi mai eficient

Obs: comparatia se realizeaza pentru dimensiuni mari ale
dimensiunii problemei (cazul asimptotic)

Exemplu. Consideram urmatoarele doua expresii ale timpului de

executie
T1(n)=10n+10 (ordin liniar de crestere)
T2(n)=n? (ordin patratic de crestere)

Daca n<=10 atunci T1(n)>T2(n)
In acest caz ordinul de crestere este relevant doar pentru n>10
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O comparatie a ordinelor de crestere

Diferite tipuri de dependenta a timpului de executie in raport cu

dimensiunea problemei

n log,n nlog,n |n? 2" n!

10 3.3 33 100 1024 3628800
100 6.6 664 10000 1030 10157
1000 |10 9965 1000000 10%1 102567
10000 |13 132877 100000000 | 103010 103650
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O comparatie a ordinelor de crestere

Ipoteza: fiecare operatie este executata in 10 sec
Obs: pt timp1 de executie care depind exponential sau factorial de dimensiunea

problemei prelucrarea devine imposibil de executat daca n > 10

n log,n nlog,n |n? 2" n!

10 3.3 33 100 1024 3628800
108sec | 3*107°sec 3*10°¢ sec 107 sec 106 sec 0.003 sec
100 6.6 664 10000 1030 10157
107sec | 6*107° sec 6*107 sec 10 sec 1013 ani 10140 gnij
1000 10 9965 1000000 10301 102567
10°sec | 108 sec 9*106sec | 0.001 sec 10%%ani 102550 gnj
10000 13 132877 100000000 103010 1035659
10~sec |1.3* 108 sec | 1073 sec 0.1 sec 1098 ani | 1035642 gpj
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Compararea ordinelor de crestere

Ordinele de crestere a doi timpi de executie T1(n) si T2(n) pot fi
comparate prin calculul limitei raportului T1(n)/T2(n) cand n tinde la
infinit

Daca limita este O atunci se poate spune ca T1(n) are un ordin de
crestere mai mic decat T2(n)

Daca limita este o constanta finita strict pozitiva c (c>0) atunci se
poate spune ca T1(n) si T2(n) au acelasi ordin de crestere

Daca limita este infinita atunci se poate spune ca T1(n) are un
ordin de crestere mai mare decat T2(n)
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Structura

Ce este ordinul de crestere ?
Ce este analiza asimptotica ?
Cateva notatii asimptotice

Analiza eficientel structurilor fundamentale de
prelucrare

Clase de eficienta

Analiza empirica a eficientei algoritmilor
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Ce este analiza asimptotica ?

« Analiza timpilor de executie pentru valori mici ale dimensiunii
problemeil nu permite diferentierea dintre algoritmii eficienti si cei
Ineficienti

« Diferentele dintre ordinele de crestere devin din ce in ce mai
semnificative pe masura ce creste dimensiunea problemei

e Analiza asimptotica are ca scop studiul proprietatilor timpului de
executie atunci cand dimensiunea problemei tinde catre infinit
(problema de dimensiune mare)
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Ce este analiza asimptotica ?

In functie de proprietatile timpului de executie cand dimensiunea
problemei devine mare, algoritmul poate fi incadrat in diferite
clase identificate prin niste notatii standard

Notatiile standard utilizate in identificarea diferitelor clase de
eficienta sunt:

0 (Theta)

O (O)
Q) (Omega)
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Notatia [l

Fie f,g: N-> R, doua functii care depind de dimensiunea problemei si iau
valori pozitive

Definitie.
f(n) el (g(n)) daca exista c,, ¢, > 0 si n, eN astfel incat
c,g(n) =f(n) < c,g(n) pentru orice n2n,

Notatie. Frecvent, in locul simbolului de apartenenta se foloseste cel de
egalitate:

f(n)=0 (g(n)) (f(n) are acelasi ordin de crestere ca si g(n))
Exemple.
1. T()=3n+3 0 T()el (n)
C,=2, C,=4, ny=3, g(n)=n
2. TM=n2+10nlgn+50 T(n) el (n?
c,=1, ¢,=2, n,=40, g(n)=n?
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Notatia Ll

llustrare grafica. Pentru valori mari ale lui n, f(n) este marginita, atat
superior cat si inferior de g(n) Tnmultit cu niste constante pozitive

2000

15000 |

Nu are importanta |
comportarea pentru |
valori mici ale lui n |

7 C.9(n)=2n°

c,8(n) < f(n) < ¢,9(n)

f(n)=|n2+10 nlgn +5

c,9(n)§Fn?

[ (n?)
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Notatia Ul . Proprietati
1. Daca T(n)=a,nk+a, n*1+...+a,n+a, atunci T(n) e U (n¥)

Dem. Intrucat T(n)>0 pentru orice n rezulta ca a,>O0.
Deci T(n)/nk->a, (cand n->c).

Deci pentru orice €>0 exista N(g) astfel incat
IT(n)/nk- a,|< € => a,- e<T(n)/nk<a,+ € pentru orice n>N(g)

Sa presupunem ca a,- £>0.

Considerand c,=(a,- €), c,=a,+ € si n,=N(g) se obtine
c,nX < T(n) <c,n* pentru orice n>n,, adica T(n) 0 (n¥)
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Notatia Ll . Proprietat

2.0 (c g(n))=10(g(n)) pentru orice constanta c
Dem. Fie f(n) e U (cg(n)).

Atunci c,cg(n) < f(n) < c,cg(n) pentru orice n=n0.

Considerand ¢’;= cc, si ¢’,= ¢ ¢, se obtine ca f(n) < 0 (g(n)).
Astfel rezultd ca [ (cg(n))c 0(g(n)).

In mod similar se poate demonstra ca [l (g(n)) c I (cg(n)), adica

0 (cg(n))=1 (g(n)).
Cazuri particulare:

a) U(c)=0(1)
b) O (log,h(n))= [ (log,h(n)) pentru orice a,b >1

Obs. Baza logaritmilor nu este relevanta, astfel ca se va considera in
majoritatea cazurilor ca se lucreaza cu baza 2.
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Notatia Ll . Proprietat
3. f(n) e D(f(n)) (reflexivitate)
4. f(n) € 0 (g(n)) =>g(n) € U(f(n)) (simetrie)

5. f(n) € 0(g(n)), g(n) € 0(h(n)) => f(n) € 0 (h(n)) (tranzitivitate)

6. 0 (f(n)+g(n)) = I (max{f(n),a(n)})

Algoritmica - Curs 5
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Notatia Ll . Alte exemple

3. 3n<=T(n)<=4n-10 T(n) e O(n)
C,=3, C,=4, n,=1

4.  Inmultirea a doua matrici: T(m,n,p)=4mnp+5mp+4m+2

Extinderea definitiei (in cazul in care dimensiunea problemei depinde de
mai multe valori):

f(m,n,p) € 0 (g(m,n,p)) daca exista
C,, C, >0 simgy,ny,p, € N astfel incat
c,9(m,n,p) <=f(m,n,p) <=c,g(m,n,p) pentru orice M>=m,, N>=n, P>=p,
Astfel T(m,n,p) € 0 (mnp)

5. Cautare secventiala: 6<=T(n) <= 3(n+1) (sau 4<=T(n)<=2n+2)
Daca T(n)=6 atunci nu se poate gasi c, astfel incat 6 >= c,n pentru valori
suficient de mari ale lui n. Rezulta ca T(n) nu apartine lui 0 (n).

Obs: Exista timpi de executie (algoritmi) care nu apartin unei clase de tip

1
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Notatia O

Definitie.
f(n)e O(g(n)) daca exista c >0 si n, € N astfel incat
f(n) <=cg(n) pentru orice n>=n,

Notatie. f(n)= O(g(n)) (f(n) are un ordin de crestere cel mult egal cu cel
al lui g(n))

Exemple.

1. T(n)=3n+3 0 T(n) e O(n)
c=4, ny,=3, g(n)=n

2. 6<=T(n)<=3(n+1)0 T(n) € O(n)
c=4, ny,=3, g(n)=n
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Notatia O

llustrare grafica. Pentru valori mari ale lui n, f(n) este marginita superior de
g(n) multiplicata cu o constanta pozitiva

, cg(n)=n?
f(n)<=cg(n)

| Nu are importanta |
' comportarea pentru

4000 | Somporiarea pent

- valori mici ale lui n:

| f(n)=10nlgn +5

O(n?)
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Notatia O. Proprietatl

1. Daca T(n)=a,n*+a, ,n*1+...+a,n+a,
atunci T(n) € O(nY) pentru orice d>=k

Dem. Intrucat T(n)>0 pentru orice n, rezulta ca a,>0.
Atunci T(n)/nk->a, (cand n->w).
Deci pentru orice €>0 rezulta ca exista N(g) astfel incat
T(n)/nk <= a,+ € pentru orice n>N(g)
Prin urmare T(n) <= (a,+ €)nk <= (a,+&)n
Considerand c=a,+ € si n,=N(¢) rezulta ca
T(n) <cnd pentru orice n>n,, adica T(n) € O(n9)

Exemplu.
ne O (n?)
(afirmatia este corecta insa este mai util in practica sa se

considere o margine mai stransa, adica n € O (n))
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Notatia O. Proprietatl
2. f(n) e O(f(n)) (reflexivitate)
3. f(n) € O(g(n)) , g(n) e O(h(n)) => f(n) € O(h(n)) (tranzitivitate)
4. [ (g(n)) este inclusa in O(g(n)

Obs. Incluziunea de mai sus este stricta: exista elemente din O(g(n))
care nu apartin lui 0 (g(n))

Exemplu:

f(nN)=10nlgn+5, g(n)=n?

f(n)<=g(n) pentru orice n>=36 0 f(n)eO(g(n))
Dar nu exista constante c si n, astfel incat:

cn? <= 10nlgn+5 pentru orice n >=n,
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Notatia O. Proprietat|

Daca prin analizarea celui mai defavorabil caz se obtine:
T(n) <= g(n) atunci se poate spune despre T(n) ca apartine lui O(g(n))

Exemplu. Cautare secventiala: 6<= T(n) <= 3(n+1) (sau
4<=T(n)<2(n+1) -in functie de varianta de algoritm folosita si de
operatiile contorizate — vezi Curs 4)

Deci algoritmul cautarii secventiale este din clasa O(n)
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Notatia Q

Definitie.
f(n)e Q(g(n)) daca exista ¢ > 0 sin, € N astfel incat
cg(n) <= f(n) pentru orice n>=n,

Notatie. f(n)= Q(g(n)) (ordinul de crestere al lui f(n) este cel putin la fel
de mare ca cel al lui g(n))

Exemple.

1. Tn)=3n+3 0 T()e Q)
c=3, ny=1, g(n)=n

2. 6<=T(n)<=3(n+1)0 T(n) e Q)
C=6, ny,=1, g(n)=1
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Notatia

llustrare grafica. Pentru valori mari ale lui n, functia f(n) este marginita
inferior de g(n) multiplicata eventual de o constanta pozitiva

SRR 7 f(n)=10nlgn+5
% cg(n)<=f(n)

S

L O

£ )

| = f cg(n)=20n
- S

- Z
ol L

o 40 0 0 100

nO_
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Notatia Q). Proprietatl

1. Daca T(n)=a.nk+a, nk1+...+a,n+a,
atunci T(n) € Q(nY) pentru orice d<=k

Dem. Intrucat T(n)>0 pentru orice n rezulta ca a,>O0.

Atunci T(n)/nk->a, (cand n->w).
Astfel pentru orice €>0 exista N(g) astfel incat
a, - € <=T(n)/nk  pentru orice n>N(g)
Rezulta ca (a, -€)n? <=(a,-€)nk <= T(n)
Considerand c=a,- € si n,=N(¢g) se obtine
cnd <= T(n) pentru orice n>n,, adica T(n) € Q(n9)

Exemplu.
n?e Q (n)

Algoritmica - Curs 5
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Notatia Q). Proprietatl
2. U(g(n)c Q(g(n)

Dem. Este suficient sa se ia in considerare marginea inferioara din
definitia notatiei [

Obs. Incluziunea este stricta: exista elemente ale lui Q(g(n)) care nu
apartin lui I (g(n))

Exemple:
f(n)=10nlgn+5, g(n)=n
f(n) >= 10g(n) pentru orice n>=1 0 f(n) € Q(g(n))
Dar nu exista constante c si n, astfel incat:
10nign+5<=cn pentru orice n >= n,

3. 0(g(n))=0(g(n)NQ(g(n)
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Structura

Ce este ordinul de crestere ?
Ce este analiza asimptotica ?
Cateva notatii asimptotice

Analiza eficientel structurilor fundamentale de
prelucrare

Clase de eficienta

Analiza empirica a eficientel algoritmilor
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Analiza eficientel structurilor
fundamentale de prelucrare

Structura secventiala

A; D(gu(n) O(gu(n)  Q(9,(n))
A 1(g(n) O(gz(n)  Q(92(n))

Ac - O(gn) O@@(n)  Q(g(n))

1 (max{g,(n),gz(n), ..., g(M})
O(max{g,(n),g,(n), ..., 9(N)})
QQ(max{g;(n),92(n), ..., 9(n)})
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Analiza eficientel structurilor
fundamentale de prelucrare

Structura conditionala

IF <conditie>

THEN P; U(g:(n) O(gy(n)) Q(g.(n))
ELSE P,  U(gx(n)  O(gx(n)) Q(g,(n))

O(max{g,(n),9.(n)})
Q(min{g;(n),g2(n)})
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Analiza eficientel structurilor
fundamentale de prelucrare

. Prelucrarea repetitiva

P:
FOR i<1,n DO
P1 0@a = 0 (n)
FOR i«1,n DO
FOR |+« 1,n DO
P1 0@a = 0 (n?)

Obs: In cazul a k cicluri suprapuse a caror contor variaza intre 1 sin
ordinul de complexitate este nk
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Analiza eficientel structurilor
fundamentale de prelucrare

Obs.

Daca limitele contorului sunt variabile atunci numarul de operatii
efectuate trebuie calculat explicit pentru fiecare dintre ciclurile
suprapuse

Exemplu:
m«—1
FOR i+ 1,nDO
m «— 3*m {m=31}
FORj<— 1,m DO
prelucrare de cost 1 (1)  {aceasta e operatia dominanta}

Ordinul de complexitate al prelucrarii este:
3+3%+,..+3" = (3"1-1)/2-1
adica [ (3"
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Structura

Ce este ordinul de crestere ?
Ce este analiza asimptotica ?
Cateva notatii asimptotice

Analiza eficientei structurilor fundamentale de
prelucrare

Clase de eficienta

Analiza empirica a eficientel algoritmilor
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Clase de eficienta

Cateva dintre cele mai frecvente clase de eficienta (complexitate):

Nume clasa Notatie Exemplu
asimptotica
logaritmic O(lgn) Cautare binara
liniar O(n) Cautare secventiala
patratic O(n?) Sortare prin insertie
cubic O(n3) Inmultirea a doua matrici nxn
exponential O(2") Prelucrarea tuturor submultimilor
unei multimi cu n elemente
factorial O(n!) Prelucrarea tuturor permutarilor
de ordinn

Algoritmica - Curs 5 37




Exemplu

Se considera un tablou cu n elemente, x[1..n] avand valori din
{1,...,n}. Tabloul poate avea toate elementele distincte sau
poate exista o pereche de elemente cu aceeasi valoare (0
singura astfel de pereche). Sa se verifice daca elementele
tabloului sunt toate distincte sau exista o pereche de elemente
identice.

Exemplu: n=5, x=[2,1,4,1,3] nu are toate elementele distincte
x=[2,1,4,5,3] are toate elementele distincte

Se pune problema identificarii unui algoritm cat mai eficient din
punct de vedere al timpului de executie
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Exemplu

Varianta 1:

verific(x[1..n])

l«—1

d «— True

while (d=True) and (i<n) do

d < NOT (caut(x[i+1..n],x[i]))

| «— i+1
endwhile
return d
Dim. problemei: n

1<= T(N)<=T'(n-1)+T’(n-2)+...+T'(1)

1<=T(n)<=n(n-1)/2
T(n) e Q (1), T(n) e O (n?)

caut(x[s..f],v)
| —S
while x[i]'=v AND i<f do
| — 1+1
endwhile
If x[i]=v then return True
else return False
endif
Dim. subproblemei: k=f-s+1
1<=T'(k)<=k

Caz favorabil: x[1]=x[2]

Caz defavorabil: elemente
distincte
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Exemplu

Varianta 2:

verific(x[1..n])

int f[1..n] // tabel frecvente

f[1.n] <O

fori«— 1tondo

fIx[1]] < f[x[i]]+1

| — 1

while f[i]<2 AND i<n do i « i+1

if f[i[>=2 then return False
else return True

endif

Dimensiune problema: n

n+1<=T(n)<=2n

T(n) e 0 (n)

Varianta 3:
verific3(x[1..n])
int f[1..n] // tabel frecvente
f[1 ..n] —0
| «— 1
while i<=n do
fIx[1]] < f[x[i]]+1
iIf f[x[i]]>=2 then return False
| — i+1
endif
endwhile
return True

Dimensiune problema: n
4<=T(n)<=2n
TN O M), T(n) e Q (1)
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Exemplu

Varianta 4:

Variantele 2 si 3 necesita un
spatiu suplimentar de
memorie de dimensiune n

Se poate rezolva problema in
timp liniar dar fara a utiliza
spatiu suplimentar de
dimensiune n ci doar de
dimensiune 1?7

Idee: elementele sunt distincte
doar daca in tablou se afla
toate elementele din
multimea {1,2,...,n} adica
suma lor este n(n+1)/2

verific4(x[1..n])

s<—0

for i <— 1 to n do s<s+x]i] endfor

If s=n(n+1)/2 then return True
else return False

Endif

Dimensiune problema: n

T(n)=n

T(n) e 0 (n)

Obs.

Varianta 4 este mai buna decat
varianta 3 in raport cu spatiul de
memorie utilizat Tnsa in cazul mediu
timpul de executie este mai mic in
varianta 3 decat in varianta 4
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Structura

Ce este ordinul de crestere ?
Ce este analiza asimptotica ?
Cateva notatii asimptotice

Analiza eficientei structurilor fundamentale de
prelucrare

Clase de eficienta

Analiza empirica a eficientei algoritmilor
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Analiza empirica a eficientel algoritmilor

Uneori analiza teoretica a eficientei este dificila; Th aceste cazuri
poate fi utila analiza empirica.

Analiza empirica poate fi utilizata pentru:

« Formularea unei ipoteze initiale privind eficienta algoritmului

« Compararea eficientei mai multor algoritmi destinati rezolvarii
aceleiasi probleme

« Analiza eficientei unei implementari a algoritmului (pe o anumita
masina)

« Verificarea acuratetii unei afirmatii privind eficienta algoritmului
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Structura generala a analizel
empirice

Se stabileste scopul analizei

Se alege o masura a eficientei (de exemplu, numarul de executii ale
unor operatii sau timpul necesar executiei unor pasi de prelucrare)

Se stabilesc caracteristicile setului de date de intrare ce va fi utilizat
(dimensiune, domeniu de valori ...)

Se implementeaza algoritmul sau in cazul in care algoritmul este
deja implementat se adauga instructiunile necesare efectuarii
analizei (contoare, functii de Tnregistrare a timpului necesar executiei
etc)

Se genereaza datele de intrare

Se executa programul pentru fiecare data de intrare si se
inregistreaza rezultatele

Se analizeaza rezultatele obtinute
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Structura generala a analizel
empirice

Masura eficientei: este aleasa in functie de scopul analizei

« Daca scopul este sa se identifice clasa de eficienta atunci se poate
folosi numarul de operatii care se executa

. Daca scopul este sa se analizeze/compare implementarea unui
algoritm pe o anumita masina de calcul atunci o masura adecvata ar

fi timpul fizic
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Structura generala a analizel
empirice

Set de date de intrare. Trebuie generate diferite categorii de date de
intrare pentru a surprinde diferitele cazuri de functionare ale
algoritmului

Cateva reguli de generare a datelor de intrare:

« Datele de intrare trebuie sa fie de diferite dimensiuni si cu valori cat
mai variate

e  Setul de test trebuie sa contina date cat mai arbitrare (nu doar
exceptii)
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Structura generala a analizel
empirice

Implementarea algoritmului. De regula este necesara introducerea unor
prelucrari de monitorizare

e  Variabile contor (in cazul in care eficienta este estimata folosind
numarul de executii ale unor operatii)

e Apelul unor functii specifice care returneaza ora curenta (in cazul in
care masura eficientei este timpul fizic)
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Urmatorul curs va fi despre...

... algoritmi de sortare
... analiza corectitudinii lor

... analiza eficientel

Algoritmica - Curs 5
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