Curs 13:

Tehnica cautaril cu revenire
(Backtracking)

Algoritmica - Curs 13



Algorithm Design

Motivatie

S. Skiena — The Algorithm Design Manual

Steven 5. Shiena

oy
% Springer

Interview Problems

7-14. [4] Write a function to find all permutations of the letters in a particular string.
7-15. [{/ Implement an efficient algorithm for listing all k-element subsets of n items.

7-16. [5/ An anagram is a rearrangement of the letters in a given string into a sequence
of dictionary words, like Steven Skiena into Vainest Knees. Propose an algorithm
to construct all the anagrams of a given string.
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Structura

e (Ce este tehnica cautarii cu revenire ?

e Structura generala a algoritmilor proiectati folosind aceasta
tehnica

« Aplicati:
— Generarea permutarilor
— Problema plasarii reginelor pe tabla de sah
— Colorarea hartilor
— Gasirea traseelor care unesc doua locatii
— Problema labirintului
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Ce este tehnica cautarii cu revenire?

« Este o strategie de cautare sistematica in spatiul solutiilor unei probleme

« Se utilizeaza in special pentru rezolvarea problemelor a caror cerinta este
de a determina configuratii care satisfac anumite restrictii (probleme de
satisfacere a restrictiilor).

« Majoritatea problemelor ce pot fi rezolvate folosind tehnica cautarii cu
revenire se incadreaza in urmatorul sablon:

“ Sa se gaseasca o submultime S a produsului cartezian A; X A, X ... X A,
(A, — multimi finite) avand proprietatea ca fiecare element s=(s,,S,,...,S,)
satisface anumite restrictii”

Exemplu: generarea tuturor permutarilor multimii {1,2,...,n}
A, ={1,2,...,n} pentru fiecare k=1..n

S;!=s; pentruorice i!=] (restrictia: componente distincte)
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Ce este tehnica cautarii cu revenire?

|deea de baza:

« Solutiile sunt construite Tn maniera incrementala prin gasirea
succesiva a valorilor potrivite pentru componente (la fiecare etapa
se completeaza o componenta; o solutie in care doar o parte
dintre componente sunt completate este denumita solutie partiala)

« Fiecare solutie partiala este evaluata cu scopul de a stabili daca
este valida (promitatoare). O solutie partiala valida poate conduce
la o0 solutie finala pe cand una invalida incalca restrictiile partiale,
insemnand ca nu va conduce niciodata la o solutie care sa
satisfaca toate restrictiile problemei

» Daca nici una dintre valorile corespunzatoare unei componente nu
conduce la o solutie partiala valida atunci se revine la componenta
anterioara si se incearca alta valoare pentru aceasta.
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Ce este tehnica cautarii cu revenire?

|deea de baza:

* Principiul tehnicii poate fi vizualizat folosind un arbore de cautare
care ilustreaza parcurgerea spatiului solutiilor:

— Radacina arborelui corespunde starii initiale (inainte de a incepe
completarea componentelor)

— Un nod intern corespunde unei solutii partiale valide

— Un nod extern (frunza) corespunde fie unei solutii partiale invalide fie
unei solutii finale
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Ce este tehnica cautarii cu revenire?

Exemplu: arborele de parcurgere a spatiului solutiilor in cazul
problemel de generare a permutarilor (n=3)

(*,*’*)

(3.7

A®5 (129 13% @19 C®Y (235 @GLY (29 (3R

AN LY INVAT LN

(1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,1,2) ((3,2,1)
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Structura generala a algoritmului

Etape in proiectarea algoritmului:
1. Se alege modul de reprezentare a solutiilor

2.  Se identifica spatiul de cautare si se stabilesc multimile A,,... A,
si ordinea Tn care acestea sunt parcurse

3.  Din restrictiile problemei se deduc conditiile pe care trebuie sa
le satisfaca solutiile partiale pentru a fi valide. Aceste conditii
sunt denumite conditii de continuare

4.  Se stabileste criteriul n baza caruia se decide daca o solutie
partiala este solutie finala
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Structura generala a algoritmului

Exemplu: generarea permutarilor

1. Reprezentarea solutiei: fiecare permutare este un vector
S=(Sy,S,,---Sp) care satisface s;!=s; pentru orice 1 != |

2. Multimile A;,...,A,: {1,2,...,n}. Fiecare multime este parcursa
in ordinea naturala a elementelor (de la 1 la n)

3.  Conditii de continuare: o solutie partiala (s,,s,,...,S,) trebuie sa
satisfaca s, |='s; pentru orice i<k

4.  Criteriu pentru a decide cand o solutie partiala este solutie
finala: k=n (au fost completate toate cele n componente)
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Structura generala a algoritmului
Notatii:
(S1,S5,---,S) solutie partiala
k—indiceins
A, ={ak,...,ak .}
m,=card{A,}

I, - Indice in A,

Algoritmica - Curs 13
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Structura generala a algoritmului

Se cauta o valoare pt componenta
k care conduce la o solutie partiala
valida

Daca o astfel de valoare exista
atunci se verifica daca nu s-a
ajuns la o solutie finala

Daca s-a gasit o solutie atunci
aceasta se proceseaza Si se trece
la urmatoarea valoare

Daca nu e solutie finala se S

trece la urmatoarea compo-

ay)

Backtracking(A,, A,, ..., A))

K«—1; I,«<0

WHILE k>0 DO

l, — I, +1

-V« False
WHILE v=False AND i,<=m, DO
B Sy < a
IF “(S4,..S,) e valida” THEN v « True
ELSE i, < i,.+1 ENDIF ENDWHILE

N: v=True THEN

IF “(S4,...,S,) este solutie finala”

\

nenta |

Daca nu mai exista nici o valoare

neanalizata pt componenta curenta
se revine la componenta anterioara

~— THEN “prelucreaza solutia”
ELSE k < k+1; i, < O ENDIF
L — ELSE k « k-1 ENDIF

ENDWHILE 1




Structura generala a algoritmulul

Varianta recursiva;:

. Presupunem ca A,,...,A, Si
s sunt variabile globale

. Fie k componenta care
urmeaza a fi completata

Algoritmul se apeleaza prin
BT rec(1)

Se incearca fiecare valoare
posibila

BT rec(k)
IF “(Sq,...,S.1) este solutie”
THEN “se prelucreaza solutia”
ELSE
FORj<—1m, DO
Sy < a
IF “(S4,...S,) este valida”
THEN BT_rec(k+1) ENDIF
ENDFOR

ENDIF
Se completeaza urmatoarea
componenta
Algoritmica - Curs 13 12




Aplicatie 1: generarea permutarilor

Backtracking(A,, A, ...
kK—1; i, <0
WHILE k>0 DO

l — i +1
v «— False
WHILE v=False AND i,.<=m, DO
Sy — @k
IF “(s4,..S) € valida” THEN v « True
ELSE i, <— i,+1 ENDIF ENDWHILE
IF v=True THEN
IF “(S,,...,Sy) € solutie finala”
THEN “prelucreaza solutia”
ELSE k — k+1; i, < 0 ENDIF
ELSE k — k-1 ENDIF
ENDWHILE

 An)

Algoritmica

permutari(n)
kK« 1, s[k]<— O
WHILE k>0 DO
s[k] < s[k]+1
v «— False
WHILE v=False AND s[k]<=n DO
IF valid(s[1..k])
THEN v « True
ELSE s[k] <« s[k]+1
ENDWHILE
IF v=True THEN
IF k=n
THEN WRITE s[1..n]
ELSE k < k+1; s[k] < O
ELSE k — k-1

-ClIJErsl\lE)IF ENDIF ENDWHILE 13




Aplicatie 1: generarea permutarilor

Functie care verifica daca o

solutie partiala este valida

Varianta recursiva:

valid(s[1..k])
FOR i « 1,k-1 DO
IF s[k]=s]i]
THEN RETURN FALSE
ENDIF
ENDFOR
RETURN TRUE

perm_rec(k)
IF k=n+1 THEN WRITE s[1..n]
ELSE
FORi+ 1,nDO
S[K] « |
IF valid(s[1..k])=True
THEN perm_rec(k+1)
ENDIF
ENDFOR
ENDIF
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Aplicatie 2: problema reginelor

Sa se determine toate posibilitatile de a plasa n regine pe o tabla de
sah de dimensiune nxn astfel incat acestea sa nu se atace
reciproc:

- fiecare linie contine exact o regina
- flecare coloana contine exact o regina
- fiecare diagonala contine cel mult o regina

Obs. Este o problema clasica propusa de catre Max Bezzel (1850)
si studiata de catre mai multi matematicieni ai vremii (Gauss,
Cantor)

Exemplu: daca n<=3 nu are solutie; daca n=4 sunt 2 solutii

4 £k

- X Pe masura ce n creste, numarul
{5 X solutiilor creste (pt n=8 sunt

X X 92 solutii)
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Aplicatie 2: problema reginelor

Reprezentarea solutiei: vom considera ca regina k este
intotdeauna plasata pe linia k. Astfel pentru fiecare regina
este suficient sa se identifice coloana pe care va fi plasata.
Solutia va fi astfel reprezentata printr-un tablou (s, ...,s,,) unde
S, = Indicele coloanei pe care se plaseaza regina k

Multimile A,,...,A, : {1,2,...,n}. Fiecare multime va fi
prelucrata in ordinea naturala a elementelor (de la 1 la n)

Conditii de continuare: o solutie partiala (s,,S,,...,S,) trebuie
sa satisfaca restrictiile problemei (nu mai mult de o regina pe
flecare linie, coloana sau diagonala)

Criteriu pentru a decide daca o solutie partiala este finala:
K = n (toate reginele au fost plasate)
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Aplicatie 2: problema reginelor

Conditii de continuare: Fie (s4,S,,...,S,) 0 solutie partiala. Aceasta este
valida daca satisface:

. Reginele se afla pe linii diferite — conditia este implicit satisfacuta
datorita modului de reprezentare utilizat (regina i este intotdeauna
plasata pe linia 1)

. Reginele se afla pe coloane diferite:
S; = s; pentru orice | != |
(este suficient sa se verifice ca s, !=s; pentru orice 1<=i<=k-1)
. Reginele se afla pe diagonale diferite:
i-]| !=|s; — ;| pentru orice I != |

(este suficient sa se verifice |k-1| I=| s, - s;| pentru orice
1<=i<=k-1)
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Aplicatie 2: problema reginelor

Obs:
Doua regine i si j se afla pe =1 I-j=-(n-2)
aceeasi diagonala daca
I-S=)-S; & -] = S-S
Y a N -j=-1
sau I-]=n-2
L . I-j=0
I+s=]+s; & I-]= Si-5,
. .. i+j=3
Aceasta Inseamna ca i+j=n+2
[1-)|=Isr-sj
i
T i+j=2n-1
I+j=n+1
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Aplicatie 2: problema reginelor

Validare(s[1..k])
FOR i+ 1,k-1DO

IF s[k]=s[i] OR |i-k|=|s][i]-S[K]|
THEN RETURN False

ENDIF
ENDFOR
RETURN True

Algoritm:

Apel: regine(1)

regine(k)
IF k=n+1 THEN WRITE s[1..n]
ELSE
FORi1+— 1,nDO
S[K] « i
IF Validare(s[1..k])=True
THEN regine(k+1)
ENDIF
ENDFOR
ENDIF

Algoritmica - Curs 13
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Aplicatie 3: colorarea hartilor

Problema: Consideram o harta geografica care contine n tari. Avand la
dispozitie 4<=m<n culori sa se asigneze o culoare fiecarei tari astfel
Incat oricare doua tari vecine sa fie colorate diferit.

Problema matematica: orice harta poate fi colorata utilizand cel mult 4
culori (rezultat demonstrat in 1976 de catre Appel and Haken — unul
dintre primele rezultate obtinute folosind tehnica demonstrarii
asistate de calculator)
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Aplicatie 3: colorarea hartilor

Problema: : Consideram o harta geografica care contine n tari.
Avand la dispozitie 4<=m<n culori sa se asigneze o culoare
fiecarei tari astfel incat oricare doua tari vecine sa fie colorate
diferit.

Formalizarea problemei: Consideram ca relatia de vecinatate intre
tari este specificata printr-o matrice N avand elementele:

(0 daca i si | nu sunt tari vecine
N(i,j) = <

_1 dacaisijsunttari vecine

Scopul problemei este sa se determine un tablou S=(s,,...,S,) CU S,
in {1,...,m} specificand culoarea asociata tarii k si astfel incat
pentru toate perechile (i,]) cu N(i,J))=1 elementele s; si s; sunt
diferite (s; !=s))
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4.

Aplicatie 3: colorarea hartilor

Reprezentarea solutiel
S=(s,,.--,S,) unde s, culoarea asociata tarii k

Multimile A,,...,A, : {1,2,...,m}. Fiecare multime va fi
prelucrata in ordinea naturala a elementelor (de la 1 la m)

Conditii de continuare: o solutie partiala (s,,S,,...,S,) trebuie
sa satisfaca s; != s; pentru toate perechile (i,j) pentru care
N(i,j)=1

Pentru fiecare k este suficient sa se verifice ca s, !=s; pentru
toate valorile i in {1,2,...,k-1} satisfacand N(i,k)=1

Criteriu pentru a decide daca o solutie partiala este solutie
finala: k = n (toate tarile au fost colorate)
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Aplicatie 3: colorarea hartilor

Algoritm recursiv

Algoritm de validare

Colorare(k)
IF k=n+1 THEN WRITE s[1..n]
ELSE
FOR|j<— 1,m DO
IF valid(s[1..k])=True
THEN Colorare(k+1)
ENDIF
ENDFOR
ENDIF

valid(s[1..k])

FOR i « 1,k-1 DO
IF N[i,k]=1 AND s]i]=s[k]
THEN RETURN False
ENDIF

ENDFOR

RETURN True

Apel: Colorare(1)

Algoritmica - Curs 13
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Orase:
1.Arad
2.Brasov
3.Bucuresti
4.Constanta
5.1asi
6.Satu-Mare

/. Timisoara

Aplicatie 4: gasirea traseelor

Consideram un set de n orase si o retea de drumuri care le
conecteaza. S& se detérmine toate traseele care conecteaza
doua orase date (un traseu nu poate trece de doua ori prin
acelasi oras).

Algoritmica - Curs 13

Trasee de la Arad
la Constanta

1->7->3->4
1->2->3->4
1->6->5->3->4
1->6->5->2->3->4
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Aplicatie 4: gasirea traseelor

Formalizarea problemei: Reteaua de sosele este specificata prin
matricea C:

O nu exista drum direct de la orasul | la orasul |
C@)) =
1  exista drum direct de la orasul i la orasul ]

Sa se gaseasca toate traseele S=(s,,...,S,,) - unde s, in {1,...,n}
specifica orasul vizitat la etapa k - astfel incat

s, este orasul sursa
S, este orasul destinatie
si!=s; pentru orice 1 !=] (printr-un oras se trece o singura data)

C(S,,Sk+1)=1 (exista drum direct intre orasele vizitate la momente
consecutive de timp)
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Aplicatie 4: gasirea traseelor

1. Reprezentarea solutiel
S=(s,,...,S;,) CU S, reprezentand orasul vizitat la etapa k
(m = numarul de etape; nu este cunoscut de la Tnceput)

2. Multimile A,...,A, : {1,2,...,n}. Fiecare multime va fi prelucrata
in ordinea naturala a elementelor (de la 1 la n)

3. Conditii de continuare: o solutie partiala (s;,S,,...,S,) trebuie sa
satisfaca:
S¢!=s; pentru orice ] in {1,2,...,k-1} (orasele sunt distincte)
C(Sy.1,S)=1 (se poate trece direct de la s, ;la s})

4. Criteriul pentru a decide daca o solutie partiala este solutie finala:
S, = oras destinatie
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Aplicatie 4: gasirea traseelor

Algoritm recursiv

trasee(k)

IF s[k-1]="oras destinatie” THEN
WRITE s[1..k-1]

ELSE
FOR < 1,n DO
IF valid(s[1..k])=True
THEN trasee(k+1)

Algoritm de validare

valid(s[1..k])
IF Cl[s[k-1],s[k]]=0 THEN
RETURN False
ENDIF
FOR i« 1k-1 DO
IF s[i]=s[k]
THEN RETURN False
ENDIF

ENDIF ENDFOR
ENDFOR RETURN True
ENDIF
Apel:
S[1] < oras sursa
trasee(2)

Algoritmica - Curs 13




Aplicatie 5: problema labirintului

Problema. Se considera un labirint definit pe o grila nxn. Sa se
gaseasca toate traseele care pornesc din (1,1) si se termina in
(nxn)

Obs. Doar celulele libere pot fi vizitate.

Dintr-o celula (i,j)) se poate trece in

una dintre celulele vecine:

(i-1,j)
(i,j-1) | (L) |(i,j+1)
(i+1,)
s
Obs: celulele de pe frontiera au mai putini

vecini
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Aplicatie 5: problema labirintului

Formalizarea problemei. Labirintul este stocat intr-o matrice nxn
O celulalibera

M(1,)) =
1 celula ocupata

Sa se gaseasca S=(S,...,Sy,) cu s, in {1,...,n}x{1,...,n} indicii
corespunzatori celulei vizitate 1a etapa k

e s, este celula de start: (1,1)
« s, este celula destinatie: (n,n)

* S$,<>s, pentruorice k <>q (o celula este vizitata cel mult o
data)

* M(s,)=0 (doar celulele libere pot fi vizitate)
e S, SIS, suntcelule vecine

Algoritmica - Curs 13
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Aplicatie 5: problema labirintului

1. Reprezentarea solutiel

S=(s4,.-.,S,) cu s, reprezentand indicii celulei vizitate la etapa
K

2. Multimile A,...,A, sunt submultimi ale multimii
{1,2,...,n}x{1,2,...,n}. Pentru fiecare celula (i,j) exista un set de 4
vecini: (1,]-1), (1j+1), (-1,)), (i+1,)

3. Conditii de continuare: o solutie partiala (s,,s,,...,S,) trebuie sa
satisfaca:

Sk != sy pentru orice gin{1,2,...,k-1}
M(s,)=0
S,.1 SI S, sunt celule vecine

4. Conditia ca o solutie partiala (s4,...,S,) sa fie solutie finala:
Sk = (n’n)
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Aplicatie 5: problema labirintulul

labirint(k)

IF s[k-1].i=n and s[k-1].j=n THEN WRITE s[1..k]

ELSE // se
S[k].i < s
IF valid(s
S[k].i < s
IF valid(s
S[k].i < s
IF valid(s
S[k].i < s
IF valid(s

ENDIF

Incearca toti vecinii

k-1].1-1; s[K].j <« s[k-1].]

1..k])=True THEN labirint (k+1) ENDIF
[k-1].1+1; s[K].] <« s[k-1].]

1..K])=True THEN labirint (k+1) ENDIF
k-1].1; s[K].j « s[k-1].j-1

1..K])=True THEN labirint (k+1) ENDIF
k-1].1-1; s[k].] < s[k-1].j+1

1..K])=True THEN labirint (k+1) ENDIF

Algoritmica - Curs 13

Obs:

s[k] este o structura
cu doua campuri:

s[K].i reprezinta
prima componenta a
perechii de indici

s[k].] reprezinta a

doua componenta a
perechii de indici
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Aplicatie 5: problema labirintului

valid(s[1..k])

IF s[k].i<1 OR s[k].i>n OR s[k].j<1 OR s[k].j>n //in afara grilei
THEN RETURN False

ENDIF

IF M[s[K].I,s[K].J]J=1 THEN RETURN False ENDIF // celula ocupata

FOR q «<— 1,k-1 DO // celula deja vizitata

IF s[k].i=s[q].i AND s[k].j=s[q]. THEN RETURN False ENDIF
ENDFOR

RETURN True

Apel algoritm labirint:
s[1].i.=1; s[1].):=1

labirint(2)
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Curs urmator: recapitulare

Tematica examen:

« Algoritmi iterativi: proiectare si analiza complexitate
« Algoritmi recursivi: descriere si analiza complexitate
« Tehnici de reducere si divizare: descriere si analiza
complexitate; aplicatii
e Algoritmi de sortare:
e algoritmi elementari (insertie, selectie, interschimbare)
« algoritmi eficienti (sortare prin interclasare, sortare rapida)
« Cautare local optimala (greedy) — aplicatii
 Programare dinamica — aplicatii
e Cautare cu revenire (backtracking) — aplicatii

Algoritmica - Curs 13 33
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