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Structura

Ce este programarea dinamica ?
Aplicatie: problema discreta a rucsacului
Tehnica memoizarii

Aplicatie: inmultirea optimala a matricilor

Aplicatie: inchiderea tranzitiva a unei relatii binare



Ce este programarea dinamica ?

» Este o tehnica de rezolvare a problemelor care pot fi descompuse
in subprobleme care se suprapun — poate fi aplicata problemelor
ce au proprietatea de substructura optima

» Particularitatea programarii dinamice consta in faptul ca rezolva
fiecare subproblema o singura data si stocheaza solutiile
subproblemelor intr-o structura tabelara
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Ce este programarea dinamica ?

Etapele principale:

. Analiza structurii unei solutii: se stabileste legatura dintre solutia
problemei si solutiile subproblemelor (este echivalenta cu
verificarea proprietatii de substructura optima). In aceasta etapa
se identifica problema generica si subproblemele
corespunzatoare.

. Determinarea relatiei de recurenta dintre valoarea (criteriul de
optim) corespunzatoare solutiei problemei si valorile
corespunzatoare solutiilor subproblemelor.

. Dezvoltarea (in maniera ascendenta) a relatiei de recurenta si
completarea structurii tabelare utile in construirea solutiei.

. Construirea solutiei (utilizand informatiile completate in etapa
anterioara)
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Aplicatie: problema rucsacului

Consideram un set de n obiecte, fiecare fiind caracterizat de o
dimensiune d si de o valoare v, si un rucsac de capacitate C. Sa
se selecteze un subset de obiecte astfel incat dimensiunea totala
a obiectelor selectate sa fie mai mica decat C iar valoarea totala a
obiectelor selectate sa fie maxima.

Variante:

(i)  Varianta continua (fractionara): pot fi selectate obiecte in
intregime sau fractiuni ale obiectelor.

(i) Varianta discreta(0-1): obiectele pot fi transferate doar in
intregime
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Aplicatie: problema rucsacului

Ipoteza (varianta simplificata):
Capacitatea rucsacului (C ) si dimensiunile obiectelor d,,...,d,, sunt
numere naturale

Problema rucsacului poate fi reformulata astfel:
se cauta (s,,S,,...,S,) cus;in {0,1} astfel incat:
s,d; +...+s.d, <=C (restrictie)
S,v, +...+ S v, este maxima (criteriu de optim)

Obs.

tehnica greedy poate fi aplicata si in acest caz insa NU
garanteaza obtinerea solutiei optime
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Aplicatie: problema rucsacului

Exemplu: n=3, Ideea tehnicii greedy:
C=5, . Se sorteaza lista de obiecte
d,=1, d,=2, d;=3 descrescator dupa valoarea
v,=6, v,=10, v,=12 relativa (vr=vi/d,)

. Se selecteaza obiectele in

aceasta ordine pana cand nu mai
incap elemente in rucsac

Solutia greedy: (1,1,0)
Valoarea totala: V=16

Valoare relativa: vri=v,/d,

Vr,;=6, VI,=5, vr;=4

Obs: aceasta nu este solutia optima;
solutia (0,1,1) este mai buna intrucat V=22
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Aplicatie: problema rucsacului

1.  Analiza structurii unei solutii optime

Fie P(i,j) problema generica a selectiei din setul de obiecte {o,,...,0}
pentru a umple optimal un rucsac de capacitate |.

Obs:

. P(n,C) este problema initiala

. Daca i<n, |<C atunci P(i,j) este o subproblema a lui P(n,C)

. Fie s(i,j) o solutie optima a problemei P(i,j). Sunt posibile doua
situati:

— s=1 (obiectul o, este selectat) => se ajunge la subproblema P(i-1,j-
d;) si daca s(i,j) este optima pt pb. P(i,j) atunci si s(i-1,j-d;) trebuie sa
fie solutie optima pt subproblema P(i-1,j-d))

— s;=0 (obiectul o, nu este selectat) => se ajunge la subproblema P(i-
1,j) si daca s(i,j) este optima pt pb. P(i,j) atunci si s(i-1,j) trebuie sa
fie solutie optima pentru subproblema

Deci problema rucsacului are proprietatea de substructura
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Aplicatie: problema rucsacului

2. Stabilirea relatiei de recurenta

Fie V(i,j) valoarea corespunzatoare solutiei a problemei P(i,))

/
0 daca i=0 sau j=0 (multimea de obiecte este vida sau
capacitatea disponibila in rucsac e 0)
V(i) :< V(i-1,)) daca d>j sau V(i-1,)>V(i-1,j-d)+ v.

(obiectul i nu Tncape n rucsac sau prin selectia lui s-ar
obtine o solutie mai putin buna decat daca obiectul
nu s-ar selecta)

\V(i-l,j-di)+vi in celelalte cazuri
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Aplicatie: problema rucsacului

Relatia de recurenta poate fi descrisa si astfel:
0 daca i=0 sau j=0

V(ij) =4 V(i-1,)) daca d.>j (obiectul nu incape)

max{V(i-1,)), V(i-1,-d)+ v;} daca d;<=j (obiectul incape, dar e
selectat doar daca prin includerea lui se obtine
o valoare totala mai mare)

Obs:

. Pentru problema P(n,C), tabelul bidimensional V are (n+1) linii si
(C+1) coloane

. V(n,C) este valoarea corespunzatoare solutiei optime
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Aplicatie: problema rucsacului

Exemplu: V
(0 daca i=0 sau j=0 0 2 3 4 5
010 O 0O 0 O
V(i,j) = / V(i-1,)) daca d;>j
110 6 6 6 6
max{V(i-1,)),
L V(i-1,j-d)+v,}  if d<5 2 |0 10 16 16 16
310 10 16 18 22
d 1 2 3
v: 6 10 12

Algoritmica - Curs 12

11



Aplicatie: problema rucsacului

3. Dezvoltarea relatiei de Algoritm:
recurenta
e computeV (v[1..n],d[1..n],C)
0 dacd i=0 sau j=0 FOR i—0,n DO VJ[i,0] —0 ENDFOR
FOR j«1,C DO V]0,j] <0 ENDFOR
V(i,j) = { V(i-1,)) if d.>j FOR i—1,n DO
FOR j:=1,C DO
max{V(i-1,)), IF j<d[i] THEN VI[i,j] <VJ[i-1,]
o VO-Lid) v} ifd<s] ELSE
V[i,j] —max(V[i-1,j],V[i-1,j-d[i]]+V[i])
1=0..n, j=0..C ENDIF
ENDFOR
ENDFOR
RETURN V][0..n,0..C]
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Aplicatie: problema rucsacului

4. Construirea solutiel Etape:

Exemplu: . Compara V[3,5] cu V[2,5]. Intrucat
valorile sunt diferite inseamna ca 03 este
selectat

o 1 2 3 4 5

. Se trece la V[2,5-d;]=V[2,2]=10 si se
compara cu V[1,2]=6. Intrucat valorile
sunt diferite inseamna ca o, este de

oo o0 O O O O

1110 | 6 @ 6 6 6 asemenea selectat
. Se trece la V[1,2-d,]=V[1,0]=0. Intrucat
210 6 |10l 16 16 @ s-a ajuns la O rezulta ca s-a ajuns la
solutie

3|0 6 10 16 18 |22

Solutia obtinuta este {0,,0,} adica s=(0,1,1)
ODbs: se presupune ca cel putin un obiect are

dimensiunea mai mica decat capacitatea
rucsacului

Algoritmica - Curs 13



Aplicatie: problema rucsacului

4.  Construirea solutiel

Exemplu:

0| O O O O
1{10 | 6
210 6
3| 0 6

Algoritm:

Construct(V[0..n,0..C],d[1..n])
FOR i—1,n DO s[i] — 0 ENDFOR
l«—n; j«C
WHILE VIi,j]>0 DO

IF V[i,j]=V[i-1,]]
THEN i—i-1
ELSE
s[i] «1
J—J-d[i]
l—i-1
ENDIF
ENDWHILE
RETURN s[1..n]
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Aplicatie: problema rucsacului

Pt a construi solutia sunt suficiente doar
valorile marcate

Obs
Numarul calculelor poate fi redus daca
se calculeaza doar valorile
o 1 2 3 4 5 necesare constructiei solutiei
o,o O O 0 O O
Acest lucru se poate realiza prin
11l0 | 6 @ 6 6 6 Imbinarea abordarii descendente
Cu cea ascendenta (cu retinerea
>l o 6 l10] 16 16 @ valorilor calculate)
30 6 10 16 18 |22 Aceasta este denumita tehnica

memoizarii (engleza: memoization)
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Tehnica memoizarii

Scop: se rezolva doar subproblemele a caror solutie intervine in
solutia problemei initiale (in plus o subproblema este rezolvata
0 singura data)

ldee: se combina abordarea descendenta (top down) cu cea
ascendenta (bottom up)

Motivatie:

— Abordarea descendenta clasica rezolva doar subproblemele ce
contribuie la solutia problemei insa o subproblema este rezolvata
de cate ori apare (din acest motiv implementarea recursiva este
Tn general ineficienta)

— Abordarea ascendenta clasica rezolva toate subproblemele (chiar
si cele care nu contribuie la solutia optima) insa fiecare problema
este rezolvata o singura data

- Tehnica memoizarii rezolva o singura data doar subproblemele ce
contribuie la solutia problemei
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Tehnica memoizarii

Etape in aplicarea tehnicii memoizarii:

. Se initializeaza tabelul cu o

valoare virtuala (aceasta valoare

trebuie sa fie diferita de orice
valoare s-ar obtine prin

dezvoltarea relatiei de recurenta)

Se calculeaza valoarea tinta (ex:

V[n,C]) in maniera recursiva insa

toate valorile intermediare se

stocheaza si se utilizeaza atunci

cand e necesar

Obs: v[1..n], d[1..n] si
V[0..n,0..C] sunt variabile
globale

Apel: comp(n,C)

Algor

Initializare cu valoarea virtuala:
FOR i<0,n DO
FOR j—0,C DO VIJi,j] « -1 ENDFOR
ENDFOR
Implementare recursiva:

comp(i,j)
IF i=0 OR j=0 THEN V[i,j] «<0; RETURN VIi,|
ELSE
IF V[i,j]'=-1 THEN RETURN V[i,]]
ELSE
IF j<d[i] THEN V[i,j] «—comp(i-1,j)
ELSE
VI[i,j] <
max(comp(i-1,)),comp(i-1,j-d[i])+V][i])
ENDIF
RETURN V[i,j]
ENDIF
mEENDIR 17
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Aplicatie: inmultirea optimala a matricilor

Se dau n matrici A, A,, ..., A, si se urmareste calculul produsului

A*A*..* A, . Sa se determine o modalitate de grupare a matricilor factor
astfel incat numarul produselor de elemente sa fie minim

Obs:

1. Dimensiunile matricilor sunt compatibile. Presupunem ca dimensiunile
matricilor sunt: p,,p,-.-.p, - Matricea A, are p,, linii si p, coloane

2. Diferitele grupari ale factorilor conduc la acelasi rezultat (intrucat

Tnmultirea matricilor este asociativa) insa pot conduce la valori diferite
ale numarului de inmultiri de elemente

Algoritmica - Curs 12
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Aplicatie: inmultirea optimala a matricilor

Exemplu: Fie A, A, si Az trei matrici avand dimensiunile: (2,20),
(20,5) si (5,10)
Po=2 pP1=20 p,=5 p5=10

Consideram urmatoarele grupari:

. (A*A,)*A; - aceasta necesita (2*20*5)+2*5*10=300 Tnmultiri
scalare (la nivel de element)

. A *(A,*A;) — aceasta necesita (20*5*10)+2*20*10=1400 Tnmultiri
scalare

Obs: pentru valori mari ale lui n numarul de grupari posibile poate fi
foarte mare
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Aplicatie: inmultirea optimala a matricilor

Gruparea factorilor are, in cazul general, un caracter ierarhic:

. Primul nivel al gruparii corespunde ultimei inmultiri efectuate
. Celelalte nivele corespund gruparilor factorilor ramasi

Gruparea este identificata prin pozitia ultimei inmultiri. De exemplu
gruparea

(Ax  FA) (A .. *A)
este specificata prin indicele de grupare k

La primul nivel exista (n-1) grupari posibile (1<=k<=n-1) dar exista o
serie de grupari posibile ale fiecarui factor (A,*...*A,) respectiv
(Ak+1* o '*An)
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Aplicatie: inmultirea optimala a matricilor

Numarul de grupari pentru un produs cu n factori este:
1 n<=2
K(n)=
K(L)*K(n-1)+...+ K(i))*K(n-)+...+K(n-1)*K(1) n>2

Obs:
K(n)=C(n-1) unde C(0),C(1) ... sunt numerele lui Catalan:

C(n)=Comb(2n, n)/(n+1)
Ordinul de marime al lui K(n) este 4™1/(n-1)32

Tehnica fortel brute este inaplicabila!
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Aplicatie: Tnmultirea optimala a matricilor
1.  Analiza structurii unei solutii optime
Fie A(l..]) produsul AFA *...*A; (I<=))

Daca produsul optim corespunde gruparii la pozitia k (i<=k<]) atunci
calculul lui A(i..k) si al lui A(k+1..]) ar trebui sa fie de asemenea
optim (altfel calculul lui A(i..J) nu ar fi optim)

Deci este satisfacuta proprietatea de substructura optima

Algoritmica - Curs 12
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Aplicatie: Tnmultirea optimala a matricilor

2. ldentificarea relatiei de recurenta
Fie c(i,j) numarul de inmultiri scalare necesare pentru a calcula A(i..j).

O dacaiF
c(i.))=
min{c(i,k)+c(k+1,)+pi1Pyp; | 1<=K<[} daca I<]

SN T

Costul calculului Costul calculului Costul inmultirii lui
A(i..K) Ak+1..) A(i..k) cu A(k+1..))

Toate valorile posibile pentru indicele de grupare k (i<=k<j)
sunt analizate si se alege cea mai buna dintre ele
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Aplicatie: Tnmultirea optimala a matricilor

3. Dezvoltarea relatiei de : . .
’ Doar partea superior triunghiulara a

recurenta matricii este utilizata
0 ifig
. 1 2 3
c(i,))=
min{c(i,k)+c(k+1,))
+papypy i<k, | 1 B 200 300
if i<j
2 - 0. 1600
Exemplu
3 - - ~0
p0=2
pl1l=20 Elementele sunt calculate incepand de la
p2=5 diagonala (j-i=0), dupa care se
p3=10 calculeaza elementele ai caror

Indici satisfac j-i=1 samd...
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Aplicatie: Tnmultirea optimala a matricilor

3. Dezvoltarea relatiei de
recurenta
0 ifig]
c(l.)=
min{c(i,k)+c(k+1,))
+P;.1PuP; | 1<=k<]},
if i<

Fie q=J-I. Tabelul se completeaza
pentru g variind de la 1 la n-
1

Pe parcursul calculului lui c
Indicele gruparii este stocat
in structura s.

s(i,)) = indicele de grupare
corespunzator calculului
optimal al lui A(i..))

Algoritm
Compute(pl[O0..n])
FOR i<—1,n DO cJi,i] <0 ENDFOR
FOR g <« 1,n-1 DO
FOR I« 1,n-q DO
j—+q
Cli,j] < c[i,i]+c[i+1,j]+p[i-1]*p[i*pL]
s[i,j] < i
FOR k < i+1,j-1 DO
r — cfi,k]+c[k+1,j]+p[-1*p[k]*p[]
IF c[i,j]>r THEN c[i,j] «r
s[i,j] < k
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR ENDFOR

RETURN c[1..n,1..n],s[1..n,1..n]
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Aplicatie: Tnmultirea optimala a matricilor

Analiza complexitatii:
Dimensiunea problemei: n

Operatie dominanta: Tnmultire
scalara

Ordin complexitate: 8(n3)

Algoritm
Compute(pl[O0..n])
FOR i—1,n DO cJi,i] <0 ENDFOR
FOR g <« 1,n-1 DO
FOR i+« 1,n-g DO
j « Itg
C[i,j] « cfi,il+c[i+1,j]+p[i-1]*p[iII*pl]
s[i,j] < i
FOR k < i+1,j-1 DO
r — cfi,k]+c[k+1,j]+p[i-1]*p[K]*p[l]
IF c[i,j]>r THEN c[i,j] < r
s[i,j] < k
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR ENDFOR
RETURN c[1..n,1..n],s[1..n,1..n]
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Aplicatie: Tnmultirea optimala a matricilor
4.  Construirea solutiel

Variante ale problemei:

. Determinarea numarului minim de inmultiri scalare
Solutie: este data de c(1,n)

. Calcul A(1..n) In maniera optimala
Solutie: algoritm recursiv (opt_mul)

. Identificarea gruparii optimale a factorilor (plasarea parantezelor)
Solutie: algoritm recursiv (opt_group)
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Aplicatie: inmultirea optimala a matricilor

Calculul lui A(1..n) Tn maniera optimala

Ipoteze:

. A[1..n] un tablou global avand elemente de tip matrice (A[i] este
matricea A,)

. s[1..n,1..n] este o variabila globala iar classic_mul este o functie

pentru calculul produsului a doua matrici

opt_mul(i,j)
IF i=) THEN RETURN A[i]
ELSE
X<« opt_mul(i,s[i,j])
Y «— opt_mul(s[i,j]+1,))
Z «— classic_mul(X,Y)
RETURN Z
ENDIF
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Aplicatie: Tnmultirea optimala a matricilor

Afisarea gruparii optimale (pozitile unde se plaseaza parantezele)

opt_group(i,))
IF i'=j THEN

opt_group(i,sli,j])
WRITE i-1, s[i,j], j

opt_group(s[i,j]+1.))
ENDIF

Algoritmica - Curs 12
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Cursul urmator va fi despre...

... Backtracking

... Sl aplicatii
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Intrebare de final

Se considera 3 matrici A;, A, siA;  Variante de raspuns:
cu dimensiunile:

A, are 2 si 4 coloane a) 2*4+4*3+3*5=35

A, are 4 linii si 3 coloane b) 2*4*3=24

A; are 3 linii si 5 coloane C) 2*4*3+2*3*5=54
d) 4*3*5=60

Care este numarul minim de
operatii de inmultire care
permite calculul A *A*A,

Algoritmica - Curs 12 31
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