ALGORITMICA. Seminar 1: Rezolvarea algoritmica a problemelor. Identificarea algoritmilor si a
proprietatilor lor. Descrierea algoritmilor in pseudocod.

Problema 1 (Inmultirea a la russe.)(S 1) Se considers urmétoarea metoda de Inmultire (numita inmultirea
74 la russe”) a doud numere naturale nenule x si y: ”Se scrie z alaturi de y (pe aceeasi linie). Se imparte
la 2 si catul impartirii se scrie sub x (restul se ignora deocamdati). Se inmulteste y cu 2 iar produsul se scrie
sub y. Procedeul continua construindu-se astfel doua coloane de numere. Calculele se opresc in momentul
in care pe prima coloana se obtine valoarea 1. Se aduna toate valorile de pe coloana a doua care corespund
unor valori impare aflate pe prima coloana.”

Exemplu. Fie x = 13 ¢i y = 25. Succesiunea de rezultate obtinute prin aplicarea operatiilor de mai sus este:

x Y rest factor multiplicare y
13 1 20
6 50 0 2!
3 100 1 22
1200 1 23
325

a) Prelucrarea descrisd prin metoda de mai sus se termind intotdeauna dupa un numar finit de pasi ? Ce se
intampla in cazul in care una dintre valori este egala cu 0 ?

b) Metoda de mai sus conduce intotdeauna la produsul celor doud numere (cu alte cuvinte este o metoda
corecta de inmultire) ?

c¢) Céate operatii de inmultire cu 2 sunt necesare ? Depinde acest numar de ordinea factorilor ?
Indicatie.

a) Ca urmare a Impartirilor succesive la 2 valorile de pe prima coloand descresc pana se ajunge la un cat
egal cu 1 (in ipoteza ci z este nenul). Prin urmare prelucrarea este finitd. Daca x este egal cu 0 metoda nu
poate fi aplicata ca atare, insa daca y este 0 ea conduce la un rezultat corect.

b) Corectitudinea prelucrarii derivd din faptul cid metoda realizeazd de fapt conversia in baza 2 a primului
numar (cifrele reprezentarii in baza doi sunt resturile obtinute prin impartirile succesive la 2) iar produsul
se obtine prin inmultirea succesiva a celui de al doilea numar cu puteri ale lui 2 si prin insumarea acelor
produse care corespund unor cifre nenule in reprezentarea binara a primului numar.

¢) Numarul inmultirilor cu 2 este cu 1 mai mic decat numarul de cifre ale reprezentarii binare a lui z, adica
[logy x]. Evident numarul inmultirilor depinde de ordinea factorilor fiind mai mic dacd impartirile la 2 se
efectueaza asupra celui mai mic numar.

Link: http://mathforum.org/dr.math/faq/faq.peasant.html

Problema 2 (S) Propuneti o metodd bazata pe operatii de adunare, scidere gi comparare pentru deter-
minarea partii intregi a unui numar real. Partea intreagd (numitd uneori parte intreaga inferioara si pentru
un numar real x este notatd cu |2|) a unui numar real este definitd ca fiind cel mai mare numér intreg mai
mic decat numarul real. De exemplu, partea intreaga a lui 2.4 este 2, iar pentru —2.4 este —3.

Indicatie. Se va tine cont de semnul numarului. In cazul in care este pozitiv se scade succesiv valoarea
1 pana cand se ajunge la o valoare mai mica strict decat 1. Numarul scaderilor efectuate indica valoarea
partii intregi. Pentru numere negative se aduna succesiv 1 pana se obtine o valoare mai mare sau egala cu
0. Opusul numarului de adunari reprezinta valoarea partii intregi.

Ezemplu.

IS = seminar, L = laborator



x>0 z <0

T contor T contor
3.25 0 —3.25 0
2.25 1 —2.25 -1
1.25 2 —1.25 —2

0.25 025 -3
0.75  [-4]

Problema 3 (Problema identificarii monedei mai usoare.) (S) Se considerd un set de n monede identice, cu
exceptia uneia care are greutatea mai mica decat celelalte. Folosind o balanta simpla sa se identifice moneda
cu greutatea mai mica folosind cat mai putine comparatii.

Indicatie. O prima variantd este aceea prin care se selecteaza la intamplare doua monede si se pun pe
balanta. Daca una dintre ele are greutatea mai mica atunci este chiar moneda cautata. Daca ambele au
aceeagi greutate se pastreaza una dintre ele pe un taler al balantei iar pe celalalt taler se pun succesiv
monedele ramase. Prelucrarea se opreste in momentul in care se gaseste o moneda cu greutatea mai mica.
Numarul de comparatii este cel mult n — 1.

O altd varianta este cea in care se imparte setul de monede in doud subseturi (fiecare va avea n/2 elemente,
dacd n e par, respectiv (n — 1)/2 daca n este impar) care se pun pe cele doud talere ale balantei. Daca
subseturile au aceeasi greutate (ceea ce se poate intdmpla doar daca n este impar) atunci moneda pusa
deoparte este cea cautata. In caz contrar se aplica acelagi procedeu subsetului de greutate mai mica si se
continud pani se ajunge la un set de doui sau trei monede. In acest moment este suficient s& se mai efectueze
o singura cantarire. Numarul de cantariri este cel mult |log, n|. Este adevarat acest rezultat si pentru cazul
in care se stie doar ca una dintre monede este diferita dar nu se stie daca este mai ugoara sau mai grea decat
celelalte?

Problema 4 (Problema cldtitelor.) (S) La un restaurant bucétarul a pregatit clitite (americane) pe care
le-a agezat pe un platou sub forma unei stive. Din pacate nu toate clatitele au acelasi diametru astfel ca
stiva nu arata estetic. Chelnerul ia platoul si avand la dispozitie o spatula reuseste sa aranjeze cu o singura
ména clatitele astfel Incat sd fie in ordinea descrescitoare a diametrelor (cea mai mare clatitd pe platou iar
cea mai mica in varful stivei). Cum a procedat? Descrieti problema intr-o manieri abstractd si propuneti
un algoritm de rezolvare.

Indicatie. Rearanjarea se face efectuand doar miscari de rasturnare a unui "set” de clatite dintre cele aflate
in partea de sus a stivei. Problema este identica cu cea a ordonarii descrescatoare a unui sir de valori prin
inversarea ordinii elementelor unor subsecvente de la sfarsitul sirului.

Ezemplu. Pentru a ordona descrescator sirul (5,3,4,1,6,2) se aplicid urmatoarea secventd de prelucrari in
care subsecventa care se "rastoarna” este incadrata:

53416 2]
534126
621435

653412
6953214

654123
654321

Metoda consta in determinarea valorii maxime din secventa si inversarea ordinii subsecventei care incepe cu
ea pentru a fi adusa pe ultima pozitie in gir. Dupa aceea se rastoarna intregul sir, astfel ca valoarea maxima
ajunge pe prima pozitie. Se aplica aceeasi metoda pentru subsecventa care incepe cu al doilea element si se
continua pana se ajunge la o subsecventa constituita dintr-un singur element.

Problema 5 (S) Consideram un set de programe pentru care se cunosc estimari ale timpilor de executie si
care trebuie executate utilizand doua calculatoare similare. Propuneti o modalitate de distribuire a executiei
programelor pe cele doua calculatoare astfel incat incarcarea acestora sa fie cat mai echilibrata.



Indicatie. Problema poate fi reformulata astfel: se considerd o multime de numere pozitive, A = {a1, as, ..., an},
n > 1 si se cere si se determine doud submultimi disjuncte B gi C astfel incat BUC = A si | Z a— Z al
acB aceC

este minima. Cea mai simplad metoda este cea a ”fortei brute” prin care se genereaza toate perechile de
submultimi (B, C) si se alege cea care minimizeazd diferenta specificatd. Numarul de partitii distincte (fara

a tine cont de ordinea calculatoarelor) este 2"~! — 1.Pentru n mare, numarul de partitii ce trebuie testate
devine mare (pentru n = 10 este 511 iar pentru n = 100 este de ordinul 10?). E evident c& in astfel de
situatii metoda fortei brute nu este eficienté, astfel cé trebuie ciutate metode mai putin costisitoare (astfel
de metode vor fi discutate in seminariile viitoare).

Problema 6 (S) Se considera o multime cu n elemente (de exemplu U = {1,2,...,n}) si un set S de
submultimi ale acesteia. Se pune problema determinarii unei acoperiri minimale a multimii U folosind
submultimi din setul S (o acoperire minimald este un subset A C S cu proprietatea cd Uscas = U iar
numarul de elemente din A este minim). De exemplu pentru n = 5 se poate considera setul de submultimi
S ={51,52,853,54} cu Sy ={1,3,5}, So = {1,4}, S3 = {2,4}, Sy = {2,5}. In acest caz acoperirea minimala
se obtine selectand prima datd submultimea cu cele mai multe elemente (S7), elimindnd din U elementele
submultimii alese (U devine {2,4}) si continuand prin selectarea unei submultimi care contine elemente din
U (in acest exemplu ar fi S3). Garanteazi strategia de a alege la fiecare etapa cea mai numeroasi multime
care acopera elementele ramase obtinerea unei solutii optime? Propuneti un contraexemplu.

Problema 7 (S+L) Fie n un numér natural nenul. Descrieti in pseudocod algoritmi pentru:

(a) Determinarea sumei tuturor cifrelor lui n. De exemplu, pentru n = 26326 se obtine valoarea 19.

(b) Determinarea valorii obtinute prin inversarea cifrelor numarului n. De exemplu, pentru valoarea 26326
se obtine valoarea 62362.

(c¢) Determinarea multimii tuturor cifrelor ce intervin in numér. De exemplu, pentru valoarea 26326 se

obtine multimea {2, 3, 6}.
(d) Determinarea tuturor cifrelor binare ale lui n.
(e) Determinarea tuturor divizorilor proprii ai lui n.

(f) A verifica dacd numérul n este prim sau nu (algoritmul returneaza true daci numéarul este prim si false
in caz contrar).

(g) Determinarea descompunerii in factori primi a lui n. De exemplu pentru 490 = 2! - 51 . 72 se obtine
multimea factorilor primi: {2,5,7} si puterile corespunzatoare: {1, 1,2}.

Rezolvare.

(a) Cifrele numérului se extrag prin impértiri succesive la 10. La fiecare etapi restul va reprezenta ultima
cifra a valorii curente iar catul impartirii intregi va reprezenta urmatoarea valoare ce se va mparti la 10
(vezi suma_cifre in Algoritmul 1).

(b) Daca n = ¢, 10% +...¢110 + ¢o atunci numarul cautat este m = co10F + ... cp_110 + ¢ = (... (cpl0 +
¢1)10 + ¢ + ... ¢k—1)10 + ¢;. Cifrele lui n se extrag, incepand de la ultima, prin impartiri succesive la 10.
Pentru a-1 construi pe m este suficient sa se porneasca de la valoarea 0 si pentru fiecare cifra extrasa din n
s& se Inmulteasca m cu 10 gi sd se adune cifra obtinuta. Algoritmul corespunzator este inversare_cifre
(Algoritmul 1).

(c) Cifrele se determina prin impartiri succesive la 10. Multimea cifrelor poate fi reprezentata fie printr-un
tablou cu 10 elemente continand indicatori de prezenta (elementul de pe pozitia 4, i = 0,9 este 1 daca cifra
i este prezentd In numdr gi 0 In caz contrar) fie printr-un tablou care contine cifrele distincte ce apar in
numdr. In al doilea caz, pentru fiecare cifri extrasi se verificd dacd nu se afli deja in tabloul cu cifre. Cele
doua variante sunt descrise in Algoritmul 2.

(d) Cifrele binare ale lui n se obtin prin impartiri succesive la 2 pana se ajunge la valoarea 0. Restul primei
impartiri reprezinta cifra cea mai putin semnificativa, iar restul ultimei impartiri reprezinta cifra cea mai
semnificativa. Presupunand ca 2F~! < n < 2F sunt suficiente k pozitii binare pentru reprezentare, iar
algoritmul poate fi descris prin:



Algoritmul 1 Suma cifrelor si valoarea obtinuta prin inversarea ordinii cifrelor unui numar natural

suma_cifre(integer n)
integer S
S+ 0
while n > 0 do
S+ S+nMOD 10

inversare_cifre(integer n)
integer m
m 0
while n > 0 do
m < m* 10 +n MOD 10

n < n DIV 10 n < n DIV 10
end while end while
return S return m

Algoritmul 2 Determinarea multimii cifrelor unui numar natural

cifrel(integer n)
integer c[0..9], ¢
for i + 0,9 do
cli] + 0
end for
while n > 0 do
¢[nMOD10] + 1
n < n DIV 10
end while
return ¢[0..9]

cifre2(integer n)
integer ¢[1..10], 4, j
10
while n > 0 do
r <—n MOD 10; j < 1; prezent < false
while j <= ¢ and prezent =false do
if c[j] = r then
prezent < true
else
j+—j+1
end if
end while
if prezent =false then
i i+ 1;ci] «r
end if
n < n DIV 10
end while
return c[l..i]




cifre binare(integer n)
integer b[0..k — 1],i
1+ 0
while n > 0 do
bli] « n MOD 2
1 i+1
n < n DIV 2
end while
return b[0..i — 1]

Pentru a avea in tabloul b cifrele binare in ordinea naturald (incepand cu cifra cea mai semnificativi) este
suficient sa se inverseze ordinea elementelor tabloului. Secventa de prelucrari care realizeaza acest lucru este:

for j « 0,[(i —1)/2] do
blj] < bli =1 —j]
end for

In secventa de mai sus operatorul de interschimbare <> presupune efectuarea a trei atribuiri si utilizarea
unei variabile auxiliare (aux) pentru retinerea temporara a valorii uneia dintre variabilele implicate in inter-
schimbare:

auzr < a
a<+b
b+ aux

(e) Pentru determinarea divizorilor proprii ai lui n (divizori diferiti de 1 gi n) este suficient s& se analizeze
toate valorile cuprinse intre 2 si [n/2]. Algoritmul care afiseazi valorile divizorilor proprii poate fi descris
prin:

divizori(integer n)
integer i
for i + 2,|n/2| do
if n MOD i = 0 then
write ()
end if
end for

(f) Se pornegte de la premiza ci numérul este prim (initializind variabila ce va contine rezultatul cu true)
si se verifica dacd are sau nu divizori proprii (este suficient sd se parcurgsd domeniul valorilor cuprinse intre
2 gi |v/n]). La detectarea primului divizor se poate decide cid numarul nu este prim. Aceste prelucrari sunt
descrise in (sub)algoritmul prim din Algoritmul 3.

(g) Descompunerea in factori primi a numarului n se va retine in doud tablouri: tabloul f contine valorile
factorilor primi, iar tabloul p contine valorile puterilor corespunzitoare. Algoritmul este similar celui de
determinare a divizorilor, insa cand este descoperit un divizor se contorizeaza de cate ori se divide n prin
acea valoare. Aceasta asigura faptul ca divizorii ulteriori nu-i vor contine ca factori pe divizorii mai mici. O
variantd a acestei metode este descrisd in (sub)algoritmul factori_primi din Algoritmul 3.

Problema 8 (S+L) Fie n un numér natural, z o valoare reald din (0,1) si € > 0 o valoare reald pozitiva.
Descrieti in pseudocod un algoritm pentru:

(a) Calculul sumei Y-, (—1)%z?"/(2i)!.
(b) Calculul aproximativ al sumei Y ;- (—1)%@?"/(2i)! cu precizia e.

Indicatie.
(a) Suma poate fi rescrisia ca S = T(1) + ...+ T(n) cu T(i) = (—1)*2?"/(2i)!. Pentru a reduce numarul



Algoritmul 3 Verificarea proprietatii de numar prim si descompunerea in factori primi

prim(integer n) factori_primi(integer n)
integer 7, boolean p integer f[1..k], p[l..k],i,d
p < true 140
142 d+ 2
while i < |/n| and p =true do repeat
if n MOD i =0 then if n MOD d =0 then
p < false 1—1+1
else fli] + d
i—i+1 pli] + 1
end if n < n DIV d
end while while n MOD d =0 do
return p pli] < pli] +1
n < n DIV d
end while
end if
d—d+1
until n < d

return f[1..i], p[l..7]

calculelor implicate de evaluarea fiecirui termen se poate folosi relatia T'(i) = —T'(i — 1) * 22 /((2i — 1)2i) cu
T(1) = —z2/2.

(b) Calculul aproximativ al unei sume infinite presupune insumarea unui numaér finit de termeni pand cand
ultimul termen adunat este suficient de mic (7°(2) < ).

Problema 9 (S+L) S& se afigeze primele N elemente si s& se aproximeze (cu precizia €) limitele girurilor
(cu exceptia girului de la punctul (d) care nu este neaparat convergent):

a) x, = (1+1/n)™;

b)x; =a>0, 2, = (xp_1+a/en_1)/2;

n="Jnt1/ s 1 =Ffo=1, fo=fao1 + fa2;
d) 1 = s, x, = (ax—1 + b)MODc, a,b,c € N*.

o
~
8

Rezolvare.

(a) Afisarea primelor N elemente ale sirului x,, este descrisa in algoritmul elemente_sir. In cazul unui gir
convergent, limita poate fi aproximata prin elementul x;, care satisface proprietatea |z; — xp_1] < €. In
acest caz trebuie cunoscuté la fiecare etapd atat valoarea curentd (zc) cit si valoarea precedentd a girului
(zp). O variantd de estimare a limitei este ilustrata in algoritmul limita_sir.

elemente_sir(integer N) limita_sir(real eps)

integer n integer n

for n <~ 1, N do real xc, xp
write putere(l + 1/n,n) n<«1

end for e+ 2

putere(real z,integer n) repeat

real p TP < xcC

integer i n<n+1

pe1 xc < putere((n+1/n),n)

for i + 1,n do until [zc — zp| < eps
Pi—prT return zc

end for

return p



(b) Pentru determinarea elementelor unui gir dat printr-o relatie de recurenta de ordin r, x,, = f(xp—1,...,Tn_r)
pentru care se cunosc primele r valori se pot utiliza r + 1 variabile: r care contin valorile anterioare din gir
(p1,...pr) sl una care contine valoarea curenta (pg). Structura generala a acestei prelucrari este descrisa in
algoritmul sir_recurent.

sir_recurent(integer N, real x[l..r])
integer i
real p[0..r]
p[l..r] + x[1..r]
fori+ r+1,N do
for k< r,1,—1 do
plk]  plk — 1]
end for
PlO] I, . plr])
write p[0]
end for

Atribuirea p[l..r] + z[l..r] semnificd faptul c& elementelor cu indicii cupringi intre 1 gi r din tabloul p 1i se
asigneaza valorile elementelor corespunzatoare din tabloul x. In cazul in care r = 1 algoritmul devine mai
simplu. Generarea elementelor cat gi estimarea limitei (girul converge citre y/a) sunt descrise in Algoritmul
4

Algoritmul 4 Generarea elementelor si estimarea limitei unui si dat printr-o relatie de recurenta simpla

sir_recurent2(integer N, real a) limita_sir2(real a,eps)
integer n real xp,xc
real z TC 4 a
T a repeat
for n <+ 2, N do Tp < TC
x4+ (x+a/x)/2 xzc <+ (xp + a/zp)/2
write x until |zp — zc| < eps
end for return zc

(c) Sirul f, este dat printr-o relatie de recurentd de ordin 2 si este cunoscut ca fiind girul lui Fibonacci. Se
poate demonstra c& sirul z,, converge citre § = (1 ++/5)/2. Generarea elementelor si estimarea limitei sunt
descrise in Algoritmul 5.

Algoritmul 5 Sirul rapoartelor elementelor din sirul Fibonacci

sir3(integer N) limita_sir3(real eps)
integer n, f0,f1 integer f0, f1
real x real xc, xp
fO+1 fO0«+1
fl+1 fl+1
for 1+ 3, N do xc + f0/f1
write f0/f1 repeat
2+ f1 Tp < TC
fl« foO f2+ f1
FO«+— f1+ f2 fl+ f0
end for fO+— f1+ f2
ze <+ f0/f1

until |zc — zp| < eps
return xc

(d) Relatiile de recurentd de acest tip sunt folosite pentru generarea de valori (pseudo)aleatoare si sunt
utilizate pentru implementarea algoritmilor aleatori. Valorile generate sunt de relatia data sunt intre O si



¢ — 1. Metoda de generare este descrisa In algoritmul sir_pseudoaleator.

sir,pseudoaleator(integer N, s, a, b, c)
integer x

T s

for n < 2, N do

x + (a*x +b) MOD ¢; write z

end for

Probleme suplimentare.

1.

Sa se determine valoarea in baza 10 a unui numar natural pornind de la sirul cifrelor sale binare. Se va
selecta un algoritm bazat doar pe operatii elementare (adunare, scidere, inmultire - ridicarea la putere
nu este consideratd operatie elementard) iar numaérul acestora este cit mai mic.

Se considera un numar constituit din 10 cifre distincte, diferit de 9876543210. Sa se determine numaérul
care 1l succede in girul crescator al tuturor numerelor naturale ce contin 10 cifre distincte.

Se considerd un sir de valori nenule (pozitive si negative). S& se transforme girul astfel incat toate
valorile negative sa le preceada pe cele pozitive iar numarul operatiilor efectuate sa fie cat mai mic.

Se considerd un gir cu n — 1 valori distincte din multimea {1,2,...,n}. S& se determine, folosind un
numar cat mai mic de comparatii, valoarea care lipseste din sir.

Se considera urmatorul joc cu doi jucatori bazat pe doua stive de monede: una continand m monede
si cealalta continand n monede. La fiecare etapa jucatorul care este la rand poate ridica o moneda
dintr-una dintre stive sau cate o moneda din ambele stive. Cagtiga jucatorul care ridica ultima/ultimele
monede. Propuneti un algoritm care pentru o pereche de valori (n,m) decide daci pentru jucatorul
care face prima mutare exista o strategie castigatoare.

Teme seminar/laborator

1.
2.

Sa se descrie In pseudocod si sa se implementeze algoritmul inmultirii ”a la russe”.

Sa se descrie in pseudocod si sd se implementeze algoritmul metoda de sortare bazata pe rasturnarea
unei subsecvente finale a sirului (problema clatitelor).

Propuneti un algoritm care aplicat pentru doua siruri cu acelagi numar de elemente decide daca unul
dintre giruri poate fi obtinut din celdlalt printr-o singurs rasturnare a unei secvente finale (in cazul a
doua stive de clatite inseamna ca una este obtinuta din cealalta prin aplicarea unei singure operatii de
rasturnare)

Algoritm care determina numarul de cifre binare egale cu 1 din reprezentarea in baza 2 a valorii naturale
nenule n. Scrieti programul aferent.

Algoritm care s& determine cifra ce apare cel mai frecvent intr-un numar natural nenul n. Daca sunt
mai multe astfel de cifre se vor afisa toate. Scrieti programul aferent.

Algoritm pentru calculul sumei >7 | (—1)"+1220+1) /(2(i + 1))! si pentru aproximarea sumei infinite
corespunzatoare. Scrieti programul aferent.

Algoritm pentru a afiga primele N elemente ale sirului lui Fibonacci si care foloseste doar doua variabile
de lucru pentru a retine elementele sirului. Scrieti programul aferent.



