Tema 3: Tehnici de proiectare a algoritmilor: reducere, divizare, greedy, programare dinamica.
Verificare (prin test la seminar): in saptamana 13-17.01.2020

Submiterea temelor: Se uploadeaza prin Classroom (cf indicatiilor primite de la cadrul didactic
coordonator de laborator) o arhiva de tip *.zip avand numele construit pe baza regulii:
NumeStudent_seria_subgrupa_Tema3.zip (de exemplu AdamEva IR sgr3 Tema3.zip).

Arhiva trebuie sa contind urmatoarele figiere:

e Un fisier in format PDF sau DOC care sa contina solutiile propuse (raspunsuri la intrebari,
algoritmi descrisi in pseudocod, explicatii etc.)

e (Cate un figier cu codul sursa Python corespunzator implementarilor solicitate in enunt denu-
mit NumeStudent_seria_subgrupa_-Tema3_Problema (de exemplu AdamEva_IR_sgr3_Tema3_Pbib.py)

1. Se considera o matrice A[l..m][1..n] avand elementele de pe fiecare linie si elementele de pe
fiecare coloana ordonate crescator. Se pune problema verificarii prezentei unei valori v in ma-
trice, folosind un numar cat mai mic de comparatii. De exemplu matricea [[3, 6, 10], [5, 9, 12], [11, 14, 16]]
satisface proprietatea specificatda. Descrieti si implementati algoritmul bazat pe urmatoarea
idee:

e se porneste cautarea din coltul dreapta sus al matricii (i = 1, j = n)

e dacd v = A[i,j] atunci elementul a fost gasit si se returneaza True; dacd v < A[i, j]
atunci se continua cautarea in stanga (se micgoreaza valoarea lui j); daca v > A[i, j]
atunci se continua cautarea in jos (se mareste valoarea lui ¢); In cazul in care nu se mai
poate continua cautarea (s-a ajuns la ¢ = m sau j = 1) atunci se returneaza False.

Este corect algoritmul? Argumentati. Stabiliti ordinul de complexitate.

2. (a) Se considera un tablou z[0..n — 1] ordonat descrescator si o valoare v. Propuneti un
algoritm de complexitate O(logn) care determina indicele pozitiei pe care trebuie in-
seratd valoarea v In cadrul tabloului astfel Incat acesta sa raméana ordonat descrescator.
Justificati faptul ca algoritmul are ordinul de complexitate cerut.

(b) Modificati algoritmul de sortare descrescatoare prin insertie astfel incat la fiecare etapa
identificarea pozitiei de insertie sa se faca folosind algoritmul anterior. Stabiliti ordinul de
complexitate al noului algoritm de insertie in raport cu numarul de comparatii efectuate
(asupra elementelor tabloului) precum si in raport cu numaérul de transferuri de elemente.

3. Se considera doi algoritmi recursivi A gi B gi se presupune ca timpii lor de executie satisfac
urmitoarele relatii de recurenti: Ta(n) = 7T4(n/2) + n? respectiv Tg(n) = aTp(n/4) + n?.
Pentru ce valori ale lui a, algoritmul B are un ordin de complexitate mai mic decat algoritmul
A?

Indicatie. Se poate folosi teorema Master pentru estimarea ordinului de complexitate al
fiecarui algoritm.

4. Se considera un set de m obiecte caracterizate prin dimensiunile di < do < ... < d, si
valorile v; > v9 > ... > v, (ordonarea crescatoare dupa dimensiune corespunde cu ordonarea
descrescatoare dupa valoare). Stiind ca dimensiunile d; au valori reale, propuneti un algoritm



care sa selecteze un subset de obiecte care sa incapa intr-un rucsac de capacitate C' € R si
care sa aiba valoarea maxima.

Indicatie. Intrucat problema rucsacului are proprietatea de substructura optima, este suficient
sa se demonstreze ca are proprietatea de alegere greedy. Consideram o solutie optima S =
(s1,82,...,8n). Daca s; = 1 atunci proprietatea de alegere greedy este satisfacuta. Daca
s1 = 0 atunci prin excluderea ultimului obiect inclus in rucsac (care are dimensiunea mai
mare si valoarea mai mica decéat o1) si includerea lui 01 s-ar obtine o solutie de valoare mai
mare, ceea ce contrazice faptul ca o solutie cu s = 0 ar fi optima. Prin urmare poate fi
aplicata tehnica greedy prin selectia succesiva a obiectelor pana la intalnirea primului obiect
care nu mai incape in rucsac.

. Se considera o multime A = {aj,a9,...,a,} cu elemente numere naturale, astfel incat
Yoiia; = 2k. Sa se determine o descompunere a lui A in doud submultimi disjuncte B
si C astfel incat BU C = A si suma elementelor din B, respectiv din C, sa fie egala cu k.

Indicatie. Se reformuleaza problema ca una de optimizare cu restrictii pentru care poate
fi aplicata tehnica programaérii dinamice: se cautd o submultime S C A cu proprietatea ca
> seas < kgiin acelasi timp » . 4 este maxima. Problema este similara cu varianta discreta
a problemei rucsacului pentru care criteriul de optimizat este sa ramana cat mai putin spatiu
liber in rucsac (echivalent cu cazul in care valoarea obiectelor coincide cu dimensiunea lor).

. Se considera un set de activitati Ai, Ao, ..., A,, fiecare activitate, A;, fiind caracterizata
prin:

(a) durata: d; € N

(b) termenul final de executie: t; € N

(c) profitul obtinut daca se executa activitatea inainte de termenul final: p; € R (daca
activitatea nu este executata profitul este 0).

Se pune problema determinarii unei planificari a executiei activitatilor: (7,7, ...,T,), unde
T; reprezinta momentul startarii activitatii 4; (daca activitatea nu este executata atunci
T; = —1) astfel incat sa fie indeplinite conditiile urmatoare:

(a) activitatile planificate sunt compatibile intre ele (nu pot fi executate doua activitati in
acelagi timp); doud activitati Ay si A; pot fi planificate daca Ty + dp < min{tx,T;} (in
cazul in care Ty, < T;) respectiv 1) + d; < min{t;, T} (in cazul in care T; < T});

(b) profitul adus de activitatile planificate, > ; 7, »_1 Pk, este maxim.

Propuneti un algoritm bazat pe tehnica programarii dinamice care permite determinare a
uneia planificari optimale.

Indicatie. Presupunem ca activitatile sunt ordonate crescator dupa termenul final de executie:
t1 <ty < ... < t, si consideram problema generica P(i,j) a determinarii unei planificari
optimale pentru activitatile Ay, As, ..., A; care se finalizeazd pana la momentul j.

(a) Analiza unei solutii optime gi identificarea subproblemelor. Fie (T1,Ts,...,T;) o solutie
optima a problemei P(i,7). Sunt posibile doua cazuri: (i) activitatea A; nu este planificata
(T; = —1) ceea ce Inseamna ca rezolvarea problemei P(i, j) se reduce la rezolvarea problemei
P(i — 1,7); (ii) activitatea A; este planificata (7; # —1) ceea ce inseamna ca rezolvarea
problemei P(i, j) se reduce la rezolvarea problemei P(i — 1,5 — d;);

(b) Construirea relatiei de recurentd. Fie R(i,j) profitul maxim obtinut prin planificarea
activitatilor A;, Ao, ..., A; pana la momentul j.



0 t=0sauj=0
R(i,j) = R(i—1,5) min{j, t;} < d;
maxo<p<;j—dq; 10 — 1,7), R(i — 1,k) +p;} min{j,t;} > d;

Pentru a facilita construirea solutiei este util de retinut pentru fiecare pereche (i, j) care este
valoarea k pentru care se obtine valoarea maxima a profitului:

rigy={ 71 dacd R(i, ) = R(i — 1, )
R dacd R(i — 1,kmax) +p; > R(i — 1,k) +p;,0< k< j—d;

. Secventele ADN sunt succesiuni de simboluri ”A”, ”C”, ”G”, ”T” corespunzatoare celor patru
tipuri de nucleotide: ”adenina”, ”citozina”, ”guaning” gi ”timind”. Cautarea in bazele de date
ce contin secvente ADN se bazeaza pe alinierea secventelor prin maximizarea unui scor de
potrivire. Doua secvente (care initial pot fi de lungimi diferite) se considera aliniate daca prin
introducerea unor spatii (gap-uri) ajung sa aiba aceeasi lungime, astfel ca fiecare element din
prima secventa (nucleotida sau gap) este pus in corespondenta cu un element din a doua
secventa (nucleotida sau gap). Scorul unei alinieri se determina calculand suma scorurilor
de potrivire ale elementelor corespondente din cele doua secvente. O aliniere se considera

optima daca scorul sau este maxim.

Ezemplu. Consideram secventele ”CGTTA” si "AGTA” si scorurile de potrivire: +2 (nu-
cleotide identice aliniate), —2 (nucleotide diferite aliniate) si —1 (nucleotida aliniata cu un
gap). In acest caz alinierea optima (de scor maxim) este:

AG-TA

CGTTA

cuscorul 3 (= -2+2-1+2+2).

(a) Scrieti relatia de recurenta care permite calculul scorului corespunzator unei alinieri
optime.

(b) Descrieti in pseudocod si implementati in Python algoritmul pentru calculul scorului
corespunzator unei alinieri optime (folosind scorurile de potrivire intre elemente specifi-
cate In exemplul de mai sus). Nu e necesara construirea alinierii.

Indicatie. Se poate utiliza ideea, bazata pe tehnica programarii dinamice, de la calculul
distantei de editare cu deosebirea ca pentru elementele identice se adauga scorul de potrivire,
pentru cele diferite se adauga scorul de nepotrivire iar in cazul stergerii sau insertiei se adauga
valoarea scorului corespunzator alinierii cu un gap. In plus, spre deosebire de calculul distantei
de editare unde se urmareste minimizarea numarului de operatii In acest caz se urmareste
maximizarea scorului de aliniere.

. Generarea codului Gray. Codul Gray este o varianta de reprezentare binara caracterizata prin
faptul ca valori consecutive au asociate secvente binare care difera intr-o singura pozitie. De
exemplu pentru n = 3 codificarea Gray este: 0: (0,0,0); 1:(0,0,1); 2:(0,1,1); 3:(0,1,0);
4:(1,1,0); 5:(1,1,1); 6 : (1,0,1); 7:(1,0,0). Codul poarta numele unui cercetator (Frank
Gray) de la AT&T Bell Laboratories care l-a utilizat pentru a minimiza efectul erorilor de
transmitere a semnalelor digitale.

(a) Propuneti un algoritm iterativ prin care codul Gray se obtine pornind de la codificarea
clasica in baza 2. De exemplu pentru n = 3 transformarea consta in: (0,0,0) — (0,0,0);
(0,0,1) — (0,0,1); (0,1,0) — (0,1,1); (0,1,1) — (0,1,0); (1,0,0) — (1,1,0); (1,0,1) —
(1,1,1); (1,1,0) — (1,0,1); (1,1,1) — (1,0,0);



(b) Propuneti un algoritm recursiv care genereaza codul Gray de ordin n direct, fara a folosi
reprezentarea in baza 2 a valorilor din {0, 1,...,27 1},



