Tema 1: Rezolvarea algoritmica a problemelor. Descrierea algoritmilor in pseudocod. Verificarea
corectitudinii algoritmilor.

Termen: 9.11.2018

Submiterea temelor: Se uploadeaza prin Classroom (cf indicatiilor primite de la cadrul didactic
coordonator de seminar) o arhiva de tip *.zip avand numele construit pe baza regulii:
NumeStudent_seria_subgrupa_Temal.zip (de exemplu AdamEva IR _sgr3_Temal.zip).

Arhiva trebuie sa contind urmatoarele figiere:

e Un fisier in format PDF sau DOC care sa contina solutiile propuse (raspunsuri la intrebari,
algoritmi descrisi in pseudocod, explicatii etc.)

e (Cate un figier cu codul sursa Python corespunzator implementarilor solicitate in enunt denu-
mit NumeStudent _seria_subgrupa_Temal _Problema (de exemplu AdamEva_IR_sgr3_Temal Pblb.py)

Punctaj total: 100p (+ bonus max 10p)

1. Reprezentarea numerelor intregi in complement fatd de 2 pe k biti se caracterizeaza prin: (i)
primul bit este folosit pentru codificarea semnului (0 pentru valori pozitive respectiv 1 pentru
valori negative); (ii) ceilalti (k — 1) biti sunt utilizati pentru reprezentarea in baza 2 a valorii
(cifrele binare corespunzatoare in cazul numerelor pozitive, respectiv valori complementate
dupa regula specifica in cazul numerelor negative). Eremplu: Pentru k = 8 reprezentarea lui
12 este 00001100 iar reprezentarea lui —12 este 11110100 (in cazul valorilor negative, sirul
cifrelor binare este parcurs incepand cu cifra cea mai putin semnificativa pana la Intalnirea
primei valori egale cu 1 - toate cifrele binare parcurse sunt lasate nemodificate, iar toate cele
care vor fi parcurse ulterior vor fi complementate).

(a)(2p) Care este cel mai mare si cel mai mic numar intreg care pot fi reprezentate (in
complement fata de 2) pe 16 pozitii binare (biti)? Argumentati raspunsul.

(b)(5p) Propuneti un algoritm care construiesgte reprezentarea in complement fata de 2 pe 16

pozitii binare a unui numar intreg primit ca parametru. Fremplu: pentru valoarea 12 se

obtine [0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 1,0, 0] iar pentru —12 se obtine [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0, 1,0, 0].
(c)(5p) Propuneti un algoritm care determina valoarea unui numar intreg (pozitiv sau neg-

ativ) pornind de la reprezentarea in complement fata de 2 pe 16 biti.

(d)(8p) Propuneti un algoritm care calculeaza suma a doua numere intregi date prin reprezentarile
lor in complement fata de 2 pe k = 8 pozitii binare. Identificati cazurile in care se pro-
duce depagire (rezultatul nu poate fi reprezentat corect pe k = 8 pozitii binare). De
exemplu, prin adunarea cifrelor binare aflate pe aceeasi pozitie (incepand de la cea mai
putin semnificativa pozitie) si transferul reportului catre pozitia imediat superioara (ca
semnificatie) pentru [0,1,1,1,1,0,0,0]si [0,0,1,1,1,0,0, 1] s-ar obtine [1,0,1,1,0,0,0, 1],
ceea ce nu e corect insemnand ca s-a produs o depasire.

Fiecare dintre algoritmii de mai sus va fi descris in pseudocod si implementat in Python.

Rezolvare.

(a) Cel mai mare numar pozitiv este 2! — 1 = 32627, intrucat primul bit este folosit pentru
semn astfel ca pentru reprezentarea valorii propriu-zise raman 15 biti. In cazul valorilor
negative se poate folosi in plus sirul de biti 100. . . 0 corespunzitor lui —2'° = —32768 (intrucat



nu este necesar sa fie reprezentat atat +0 cat si —0), deci cel mai mic numéar ce poate fi
reprezentat pe 16 biti este —32768.

(b) Se construiegte tabloul b[0..k — 1] care contine cifrele binare obtinute prin conversia in
baza doi a valorii absolute a numarului initial (cifra cea mai putin semnificativa se plaseaza pe
pozitia de indice £ — 1). Daca numarul este negativ se parcurge sirul de cifre binare incepand
cu ultima cifra (elementul cu indice k£ — 1) pana la intalnirea primei cifre egale cu 1 dupa care
cifrele parcurse sunt complementate.

dec2bin(n,k)

b[0.k — 1] + 0

14— k-1

while n > 0 do
bin[i] <~ n MOD 2
n < n DIV 2
141—1

endwhile

return bin[0..k — 1]

codificare(n)
bin[0..k — 1] < dec2bin(|n|, k)
if n < 0 then
1 k—1
// se ignora toate valorile egale cu 0 while i > 0 and bin[i] == 0 do
141—1
endwhile
// se ignora primul 1 intalnit in parcurgerea de la dreapta la stanga 1+ 1—1
while 7 > 0 do
bin[i] < 1 — bin][i]
141—1
endwhile
endif
return bin[0..k — 1]

(c) Se analizeaza bitul de semn (primul element din bin[0..k — 1]). Daca acesta este 1 atunci
se aplica aceeasi regula de complementare dupa care se calculeaza valoarea pozitiva core-
spunzatoare reprezentarii in baza doi.

decodificare(bin[0..k — 1))

semn <1
if bin[0] == 1 then
i=k—1
while i > 0 and b[i] == 0 do
14 1—1
endwhile
141—1

while 7 > 0 do
bin[i] < 1 — binli]
14 1—1

endwhile

semn < —1



endif

n < bin[0]

fori+ 1,k—1do
n < 2% n + bin[i]

return n *x semn

(d) Se parcurg tablourile corespunzatoare celor doua valori intregi (¢1[0..k — 1], ¢2[0..k —1]) de
la ultimul element catre primul i se aduna elementele corespondente (impreuna cu eventualul
report de la pasul anterior) retinand restul impartirii la 2 ca bit in suma iar catul iImpartirii
la 2 ca valoare noua pentru report. Regula se aplica pentru toti bitii inclusiv pentru bitul de
semn. Daca termenii au semne contrare atunci nu se poate produce depasire. Daca au acelasi
semn si dupa aplicarea regulii de calcul bitul de semn este schimbat atunci Inseamna ca s-a
produs depasire.

adunare(t1[0..k — 1], ¢2[0..k — 1], k)
report < 0
i k—1
semnl < t1[0]; semn2 < t2[0]
while ¢ > 0 do
s < t1[i] 4 t2[i] 4+ report
sumali] < s MOD 2
report < s DIV 2
141—1
endwhile
if semnl == semn2 AND semnl #= sumal0] then return ”Depasire”
else return sumal0..k — 1]

2. Aproximarea functiei logaritmice prin serii. Functia In poate fi aproximata folosind urmatoarele
serii:

0o (=1mtt

B e e (r—=1)" 0<zx<1
f(x)_{ Zf:l%(%)n x>1

(a)(2p) Identificati regula de calcul a termenului urmator (7},4+1) din fiecare serie folosind
(-1

1
valoarea termenului curent (7, = ————(x — 1)" respectiv T, = ((x — 1)/x)"/n).
n

(b)(8p) Pentru fiecare dintre cele doua serii descrieti algoritmul (si functiile Python core-
spunzatoare) care aproximeaza suma seriei prin suma finita 77 +75 + ...+ Tf. Numarul
de termeni din suma se stabilegte in functie de valoarea ultimului termen adaugat (T}
este primul termen cu proprietatea ca |Tx| < €, € filnd o constantd cu valoare mica).
Date de test: € = 107°, 2 = 0.5, « = 1, = 5, x = 10. Determinati in fiecare caz
numarul de termeni inclusi in suma.

(¢)(5p) Pentru unul dintre algoritmii propusi la punctul (b) (la alegere) identificati un in-
variant gi demonstrati corectitudinea algoritmului.

(d)(5p) Descrieti un algoritm pentru estimarea erorii de aproximare 37 (f(i-h) —In(i-h))>2.
Date de test: m = 100, h = 5/m.
Rezolvare.
(a) Regulile de calcul a lui T4+ in functie de 7}, sunt:
n(x —1)

i Tn+1:_Tn n+ 1



n(x —1)

e i1 =T,——
n+1 nx(n T 1)

(b) Ideea este sa se porneasca de la primul termen si atat timp cat modulul termenului curent

este mai mare decat ¢ se adauga la suma si se construieste un nou termen. Prelucrarea

repetitiva se opreste in momentul in care modulul ultimului termen adaugat este mai mic

decat €. De exemplu, pentru prima serie:

sumaSeriel (z, epsilon)

k<1

T—x-1

ST

while abs(T") > epsilon do
T+ -Tx(x—1)xk/(k+1)
S« S+T
kk+1

endwhile

return S, k

Algoritmul pentru calculul celei de a doua serii este similar (doar regula de calcul a termenului
curent diferd).

(¢) Pentru algoritmul de calcul a sumei primei serii, preconditia este = € (0, 1] iar postconditia
este S = Zle Ty cu proprietatea ca |Tx| < € iar |Tp_1| > €. Un candidat pentru invariant
este urmitorul set de trei relatii I = {S = Y8 | T3, T; = %(w —1)%, |T_1| > €}. Pentru
a demonstra corectitudinea prelucrarii repetitive verificam cele trei conditii:

(i) Proprietatea invariantd este adevdratd la intrarea in ciclu. La intrarea in ciclul while
starea algoritmului este {k = 1,7 = 2z — 1,5 = T'}. In ipoteza ca |z — 1| > € cele trei
relatii din I sunt satisfacute.

(ii) Proprietatea invarianta ramane adevaratd prin executia corpului ciclului. La intrarea in
ciclu S = Y% | T; si [Ti| > €}. Prin executia instructiunii 7 < —7T * (z — 1) x k/(k + 1)
variabila T" va contine termenul Ty, 1, iar prin executia instructiunii S < S+ 7 in S va
fi Zfill T;. Dupa incrementarea lui k, T va contine pe T} iar S pe Zle T;, astfel ca cele
trei relatii sunt din nou satisfacute.

(iit) La iesirea din ciclu I implicd postconditia. La iesirea din ciclu § = Y28 | T; iar |Ty| < €
(din conditia de iegire). In plus [T_1| > € (altfel s-ar fi iesit din ciclu la etapa anterioard).

Finitudinea algoritmului rezulta din faptul ca sirul |T,,(z)| este strict descrescator (pentru
x # 1), deci pentru orice € > 0 exista n, cu proprietatea ca [T, | < e. In aceste conditii functia
de terminare (in cazul in care contorul implicit al ciclului este notat cu p) este F'(p) = n. — k.
F' este strict descrescatoare (intrucat kp,.1 = kp + 1), este strict pozitiva (intrucat daca
|Tk,| > € inseamna ca k < ne), iar cand F(p) = 0 inseamna ca k, = n. deci Ty, | < ¢, adica
conditia de continuare devine falsa.

(d) Este suficient sa se calculeze suma apeland una din functiile de estimare a sumei (sumaSeriel
sau sumaSerie2):
eroareAproximare(m,h,epsilon)

E<+0

for i + 1,m do



if i x h <1 then S < sumaSeriel(i x h, epsilon)
else S < sumaSerie2(i x h, epsilon)
endif
E«+ E+ (S —1In(ixh))?
endfor
return F

3. Se considera algoritmii algl si alg2. Pentru fiecare dintre cei doi algoritmi:

(a)(5p+5p) Implementati algoritmul in Python.

(b)(5p+5p) Stabiliti ce returneaza fiecare dintre algoritmi atunci cand este apelat pentru val-
ori naturale nenule ale parametrilor. Identificati o proprietate invarianta si demonstrati
corectitudinea fiecarui algoritm. Indicatie: pentru alg2 se poate folosi proprietatea
ca pentru orice numar natural nenul n existd un numar natural £ > 0 astfel incat
2kl < p < 2k,

1: algi(int a, b)

2: if a < b then .
AN 1: §1g2(1nt n)
4: end if 20141

5 ¢+ 0 3@ <_ 0 .

6 da 4: whllez<%nd0
7. while d > b do B2
8 cictl 6: :c<—x.+1
o0 ded—b 7: end while
10: end while § return
11: return c,d

Rezolvare.

(a) Algoritmul returneaza perechea de valori (¢, d) care satisface conditia a = b* ¢+ d cu
0<d<b,a>b Observatie. Daca conditia de continuare a ciclului while ar fi fost d > b
atunci algoritmul ar fi returnat catul gi restul impéartirii intregi a maximului dintre a si b la
minimul dintre a si b.

O proprietate invarianta este I = {a = b ¢+ d}. Verificarea celor trei conditii care permit
demonstrarea corectitudinii folosind proprietatea invarianta:

(i) Proprietatea invariantd este adevdratd la intrarea in ciclu. La intrarea in ciclul while
starea algoritmului este {a > b,c¢ = 0,d = a} deci a = b c+d, adica proprietatea I este
adevarata.

(ii) Proprietatea invarianta ramane adevaratda prin executia corpului ciclului. Dupa executia
instructiunii ¢ - c+1 se obtine ca a = bxc+d—b iar dupa executia instructiunii d < d—b
se ajunge din nou la a = b* c+ d.

(iii) La iegirea din ciclu I implicd postconditia. La iegirea din ciclu a = bxc+diar0 < d <b
(din conditia de iegire), deci e satisfacuta postconditia.

Finitudinea algoritmului poate fi demonstrata folosind ca functie de terminare F'(p) = H(d,—
b) unde H e o functie cu proprietatea ca H(u) = u dacd v > 0 si H(u) = 0 daca u < 0.



Pentru d, — b > 0 functia F este strict descrescatoare iar cand devine 0 implica faptul ca
d, < b deci conditia de continuare devine falsa.

(b) Algoritmul returneaza numarul de pozitii binare pe care poate fi reprezentata valoarea
naturala n (fara semn) adica |logy(n)] 4+ 1. O proprietate invariantd este ¢ = 2*. Verificarea
celor trei conditii care permit demonstrarea corectitudinii folosind proprietatea invarianta:

(i) Proprietatea invariantd este adevdratd la intrarea in ciclu. La intrarea in ciclul while
starea algoritmului este {i = 1,2 = 0} deci i = 1 = 2° = 27, adici proprietatea I este
adevarata.

(ii) Proprietatea invarianta ramane adevaratda prin executia corpului ciclului. Dupa executia
instructiunii ¢ < 2 % i se obtine ca i = 2**! iar dupa executia instructiunii z < z + 1 se
ajunge din nou la ¢ = 2%,

(iii) La iegirea din ciclu, I implica postconditia. La iesirea din ciclu ¢ > n adica 2% > n, deci
2771 < n < 2% adicd # — 1 < logy(n) < z de unde rezulti ci z — 1 = |logy(n)], adica
x = |logy(n)| + 1 (postconditia).

Finitudinea algoritmului poate fi demonstrata folosind ca functie de terminare F'(p) = H(n —
ip) unde H e o functie cu proprietatea ca H(u) = u dacd u > 0 si H(u) = 0 daca u < 0.
Pentru i, < n functia I este strict descrescatoare iar cand devine 0 implica faptul ca i, > n
deci conditia de continuare devine falsa.

. Se considera un tablou z[1..n] si se doreste construirea unui tablou m[l..n] care contine pe
pozitia i media aritmetica a elementelor din subtabloul z[1..7] (m[i] = (z[1] + ... + z[i]) /7).

(a)(5p) Propuneti un algoritm de complexitate ©(n?) pentru construirea tabloului m. Justificati
faptul ca algoritmul are complexitatea ceruta si implementati algoritmul in Python.

(b)(10p) Propuneti un algoritm de complexitate ©(n) pentru construirea tabloului m. Justificati
faptul ca algoritmul are complexitatea ceruta si implementati algoritmul in Python.

Rezolvare.

(a) Pentru fiecare pozitie ¢ se calculeaza suma x[1] 4+ z[2] + ... + z[i] dupa care se imparte
la i (algoritmul contine doua cicluri suprapuse). Pentru analiza complexitatii se stabileste:
(i) dimensiunea problemei este n; (ii) operatia dominanta este adunarea (mli] 4+ z[j]); (iii)
numarul de executii ale operatiei dominante este: T'(n) = >_1" ; 23:1 1=Y",i=n(n+1)/2
deci T'(n) € O(n?).

def mediel(x):
n=len(x)
m=[0] *n
for i in range(n):
for j in range(i+1):
m[il=m[i]+x[j]
m[i]l=m[i]/(i+1)

return m

(b) Se initializeaza tabloul m cu tablul x dupa care, incepand cu al doilea element se modifica
valorile lui m folosind relatia mi] = m[i — 1] + m[i] (algoritmul contine doua cicluri in-
dependente). Pentru analiza complexitatii se stabilegte: (i) dimensiunea problemei este n;



(ii) operatia dominanta este fie adunarea (m[i — 1] + m[i]) fie inmultirea (m[i]/(i + 1)); (iii)
numarul de executii ale operatiei dominante este T'(n) = n — 1. Daca se contorizeaza ambele
operatii se obtine T'(n) = 2(n — 1). In oricare dintre cazuri: T'(n) € O(n).

def medie2(x):
n=len(x)
m=x
for i in range(1l,n):
m[il=m[i-1]+m[i]
for i in range(l,n):
m[il=m[i]/(i+1)

return m

. Se considera trei tablouri de numere intregi, a[l..n|, b[l..n], ¢[l..n]. Se pune problema
verificarii daca exista cel putin un element comun in cele trei tablouri. De exemplu tablourile
a=[3,1,5,10], b = [4,2,6,1], ¢ = [5,3,1,7] au un element comun, pe cand a = [3,1,5,10],
b=14,2,6,8], c=[15,6,1,7] nu au nici un element comun.

(a)(5p) Propuneti un algoritm de complexitate O(n?) care returneaza True daca cele trei
tablouri contin cel putin un element comun si False In caz contrar. Justificati faptul ca
algoritmul are complexitatea ceruta si implementati algoritmul in Python.

(b)(10p) Propuneti un algoritm de complexitate O(n?) care returneazs True daca cele trei
tablouri contin cel putin un element comun si False In caz contrar. Justificati faptul ca
algoritmul are complexitatea ceruta si implementati algoritmul in Python.

(¢)(10p) Presupunand ca elementele tablourilor sunt din {1,2,...,m} propuneti un algoritm
de complexitate O(max(m,n)) care returneaza True daca cele trei tablouri contin cel
putin un element comun si False in caz contrar. Justificati faptul ca algoritmul are
complexitatea ceruta si implementati algoritmul in Python. Indicatie. este permisa
utilizarea unei zone suplimentare de memorie de dimensiune O(n).

(d)(10p) Presupunand ca toate cele trei tablouri sunt ordonate crescator propuneti un algo-
ritm de complexitate O(n) care returneaza True daca cele trei tablouri contin cel putin
un element comun sgi False in caz contrar. Justificati faptul ca algoritmul are complex-
itatea ceruta si implementati algoritmul in Python. Indicatie. Se poate folosi ideea de
la tehnica interclasarii.

Rezolvare.

(a) Se analizeaza toate tripletele (a[i],b[j],c[k]) pentru ¢« = I,n, j = I,n, k = I,n si la
intalnirea primului triplet de elemente identice se returneaza True. La iegirea din prelucrarile
repetitive se va returna False. Algoritmul va contine trei cicluri suprapuse, iar numarul de
comparatii efectuate, T'(n), satisface T'(n) > 1si T(n) < 377, 37741 >k, 1= n3 deci ordinul
de complexitate este O(n?).

def elemcomunl(a,b,c):
n=len(a)
for i in range(n):
for j in range(n):
for k in range(n):
if a[i]l==b[j] and b[jl==c[k]:



return True
return False

(b) Se determina elementele comune din a si b analizand toate perechile de forma (a[i], b[7])
pentru 7 = 1,n gi 7 = 1,n (numéarul elementelor comune, k, va fi cel mult egal cu n). Se
compara elementele din lista construita la pasul anterior cu toate elementele din tabloul c.
Pentru stabilirea ordinului de complexitate se considera dimensiunea problemei egala cu n
iar operatia dominant# este comparatia. Construirea listei cu elemente comune necesits, n?
comparatii iar a doua analizd necesitd nk < n? comparatii. Ordinul de complexitate este

O(n?).

def elemcomun2(a,b,c):
n=len(a)
ab=[]
for i in range(n):
for j in range(n):
if alil==bl[j]:
ab.append(ali])
k=1len(ab)
for i in range(k):
for j in range(n):
if ab[il==c[j]:
return True
return False

(c) Daca valorile din tablourile a, b si ¢ sunt din multimea {1,2,...,m} inseamna ca pot fi uti-
lizate tablouri de frecvente. In varianta cea mai simpla se utilizeaza trei tablouri de frecvente,
cate unul pentru fiecare tablou initial. Construirea fiecarui tablou de frecvente are ordinul de
complexitate ©(n). La final se parcurg in paralel cele trei tablouri gi la intalnirea unei pozitii
in care toate cele trei tablouri de frecvente contin valori nenule se returneaza True. Ordinul
de complexitate al etapei de parcurgere a tabelelor de frecvente este O(m). Observatie. Se
poate utiliza un singur tablou cu indicatori de prezentd care si contind informatii despre
toate cele trei tablouri. De exemplu se considera indicatori de prezenta cu maxim 3 cifre din
{0,1}: cifra unitatilor e asociata cu tabloul a, cifra zecilor cu tabloul b iar cea a sutelor cu
tabloul c. Astfel, o valoare egald cu 10 indica faptul ca elementul corespunzator se afla doar
in tabloul b pe cand o valoare egala cu 101 indica faptul ca elementul se afla in « gi c.

def elemcomun3(a,b,c,m):
n=len(a)
fa=[0]*m
fb=[0] *m
fc=[0]*m
for i in range(n):
falal[i]l-1]l=falal[i]l-1]1+1
fo[b[i]-1]1=fb[b[i]-1]1+1
fclclil-1]=fclc[i]l-1]1+1
for i in range(m):
if fal[il>0 and fb[i]>0 and fc[i]>O0:
return True
return False



(d) In cazul in care tablourile sunt ordonate crescator se pot parcurge "balansat” (ca in
algoritmul de interclasare): (i) se compara cele trei elemente curente; (ii) daca sunt identice
se returneaza True, iar dacd nu sunt identice se progreseaza doar in tabloul/tablourile care
contin valori strict mai mici decat cea mai mare valoare din tripletul curent; (iii) prelucrarea
continua atat timp cat exista inca elemente neanalizate in toate tablourile. Intrucat la fiecare
etapa se progreseaza cel putin intr-un tablou, numarul de repetari ale ciclului este cel mult
3n. La fiecare executie a corpului ciclului se efectueaza cel mult 17 comparatii. Ordinul de
complexitate este O(n).

def elemcomun4(a,b,c):
n=len(a)
i=0
j=0
k=0
while (i<n) and (j<n) and (k<n):
if alil==b[j] and b[jl==c[k]:
return True
else:
if alil>=b[j] and alil>=c[k]:
if alil>b[j]:
j=j+1
if alil>c[k]:
k=k+1
elif b[jl>=ali]l and b[jl>=c[k]:
if bljl>alil:
i=i+1
if bl[jl>clk]:
k=k+1
elif c[k]>=ali] and c[k]>=b[j]:
if cl[k]>alil:
i=i+1
if c[kI>b[j]:
=i+
return False

6. Se considera un tablou, z[l..n|, ordonat crescator, v o valoare de acelagi tip ca elementele
tabloului si algoritmul alg.

alg(x[l..n],v)

14N

while i > 1 and v < z[i] do
1 1—1

end while

return ¢+ 1

(a)(5p) Implementati algoritmul alg in Python si stabiliti ce returneaza.

(b)(5p) Estimati numarul mediu de comparatii efectuate (in ipoteza in care toate clasele de
date de intrare au aceeagi probabilitate de aparitie).



Rezolvare.

(a) Algoritmul returneaza pozitia pe care poate fi inserata valoarea v in tabloul x astfel incat
acesta sa ramana ordonat crescator.

def alg(x,v):
n=len(x)
i=n-1
while i>=0 and v<x[i]:
i=i-1
return i+l

(b) Numarul de comparatii efectuate (v < x[i]) este cuprins intre 1 gi n. Daca fiecare din cele
n clase de date de intrare are aceeasi probabilitate de aparitie (1/n) atunci numarul mediu
de comparatii este T(n) = (14+2+...+n)/n=(n+1)/2.



