Curs 8:

Tehnica divizarii ()
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In cursul anterior am vazut...

. cum se analizeaza eficienta algoritmilor recursivi
— Se scrie relatia de recurenta corespunzatoare timpului de executie

— Se rezolva relatia de recurenta folosind tehnica substitutiei directe
sau a celei inverse

. cum se pot rezolva probleme folosind tehnica reducerii

— Descrestere prin reducerea dimensiunii problemei cu o constanta /
variabila

— Descrestere prin impartirea dimensiunii problemei cu un factor
constant/variabil

. uneori tehnica reducerii conduce la algoritmi mai eficienti decat cei
obtinuti aplicand tehnica fortei brute
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Structura

|deea de baza a tehnicii divizarii
Exemple

Teorema Master pentru estimarea ordinului de complexitate al
algoritmilor bazati pe tehnici reducere/divizare

Sortare prin interclasare
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|deea de baza a tehnicii divizari

Problema curenta este divizata in mai multe subprobleme de acelasi tip
dar de dimensiune mai mica

— Subproblemele componente trebuie sa fie independente (fiecare
dintre aceste subprobleme va fi rezolvata cel mult o data)

— Subproblemele trebuie sa aiba dimensiuni apropiate

Subproblemele sunt rezolvate aplicand aceeasi strategie (algoritmii
proiectati folosind tehnica divizarii pot fi descrisi usor in maniera
recursiva)

— Daca dimensiunea problemei este mai mica decat o anumita valoare
(dimensiune critica) atunci problema este rezolvata direct, altfel este
rezolvata aplicand din nou tehnica divizarii (de exemplu, recursiv)

Daca este necesar, solutiile obtinute prin rezolvarea subproblemelor sunt
combinate
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ldeea de baza a tehnicii divizarii

Divide&conquer (n)
IF n<=n_ THEN r « <rezolva P(n) direct pt a obtine rezultatul r>
ELSE
<descompune P(n) in P(n,), ..., P(n,)>
FOR i1,k DO
. < Divide&conquer(n,) // rezolva subproblema P(n))
ENDFOR
r «— combinare(ry, ... r,)
ENDIF
RETURN r
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Exemplu 1

Calculul maximului unui tablou x[1..n]

32751645 n=8, k=2
327 5/\.
Divizare 1645

Rezolvare

Combinare
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Exemplu 1

Algoritm: Analiza eficientei
maxim(x[s..d]) Dimensiunea pb: n
IF s==d then RETURN x([s] Operatie dominanta: comparatia

ELSE
m «—(s+d) DIV 2 //divizare
max1 «— maxim(x[s..m]) // rezolvare
max2 «— maxim(x[m+1..d])
if max1>max2 // combinare
THEN RETURN max1 T(In/2)+T(n-[n/2])+1, n>1
ELSE RETURN max2
ENDIF
ENDIF

Relatie recurenta:

0, n=1
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0,
T(n)={
T([n/2])+T(n-[n/2])+

Caz particular: n=2m

0,
T(n)={
2T(n/2)+1, n>1

Exemplu 1

I
N

n

1, n>1

n=1

Substitutie inversa:

T(2m) = 2T(2m1)+1
T(2m-N=2T(2m-2)+1 |* 2

;I:(.2)=2T(1 )+1
T(1)=0

T(n)=1+...+2m1=2m_1=n-1

|* 2m-1
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Exemplu 1

Caz general.
_ (a) Demonstratie prin inductie
0, n=1 . N
matematica completa
T(n)=
T([n/2])+T(n-[n/2])+1, n>1

Verificare. n=1 =>T(n)=0=n-1

Pasul de inductie.

_ Presupunem ca T(k)=k-1 pentru orice
Caz particular: k<.

n=2m =>T(n)=n-1 Atunci

T(n)=[n/2]-1+n-[n/2]-1+1=n-1
Deci T(n) =n-1 =>
T(n) apartine lui ©(n).

Algoritmi si structuri de date - Curs 9
8



Exemplu 1

Caz general.
(b) Regula functiilor “netede”
Daca T(n) apartine lui ©(f(n)) pentru n=b™
T(n) este crescatoare pentru valori mari ale lui n

~

f(n) este “neteda” (f(cn) apartine lui O(f(n)) pentru orice constanta
pozitiva c)

atunci T(n) apartine lui ©(f(n)) pentru orice n

Observatii.

. Toate functiile care nu cresc foarte rapid (ex: functia logaritmica si
cea polinomiala) sunt functii netede. In schimb functia exponentiala

nu are aceasta proprietate: ac" nu este din ©(a")

. Pentru algoritmul “maxim” : T(n) este crescatoare, f(n)=n este
neteda, deci T(n) este din ©(n) pentru orice valoare a lui n
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Exemplu 2 — cautare binara

Sa se verifice daca o valoare data, v, apartine sau nu unui tablou ordonat
crescator, x[1..n] (x[i]<=x[i+1], i=1..(n-1))

|dee: se compara v cu elementul din mijloc si se continua cautarea fie in
subtabloul stang fie in cel drept

P4

Xm+1 o o0 X

m-1[*m n
m Xm=V | VX
X1 Xm-1] Zm| Zm+1 -+ Xm-1 v X+l =+ Zmro1] Em] Xm+1 -+ Xp
: \ True
Xm:V ! .
v \
True s>d (tablou vid)
KgeownXgq  prmmmmmmmmmmmmmomoooooooes > False
o
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Exemplu 2 — cautare binara

Varianta recursiva:

cautbin(x[s..d],v)
IF s>d THEN RETURN False // caz particular
ELSE
m «(s+d) DIV 2 /] etapa de divizare
IF v==x[m] THEN RETURN True
ELSE
IF v<x[m]
THEN RETURN cautbin(x[s..m-1],v)
ELSE RETURN cautbin(x[m+1..d],v)
ENDIF
ENDIF
ENDIF
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Apel functie:
cautbin(x[1..n],v)
(la inceput s=1, d=n)

Observatie:
n.=0

k=2

Doar una dintre

subprobleme este
rezolvata

Cautarea binara se
bazeaza de fapt pe
tehnica reducerii (doar
una dintre subprobleme
este rezolvata)
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Exemplu 2 — cautare binara

Varianta iterativa 1:
cautbin1(x[1..n],v)
S «— 1
d<n
WHILE s<=d DO
m «(s+d) DIV 2
IF v==x[m] THEN RETURN True
ELSE
IF v<x[m]
THEN d <« m-1
ELSE s « m+1
ENDIF / ENDIF/ ENDWHILE
RETURN False

Varianta iterativa 2:
cautbin2(x[1..n],v)
S «— 1
d<«n
WHILE s<d DO
m «—(s+d) DIV 2
IF v<=x[m]
THEN d <« m
ELSE s « m+1
ENDIF / ENDWHILE
IF x[s]==v THEN RETURN True
ELSE RETURN False
ENDIF
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Exemplu 2 — cautare binara

Varianta iterativa 2.

cautbin2(x[1..n],v)
s<—1
d<«n
WHILE s<d DO
m «—(s+d) DIV 2
IF v<=x[m]
THENd <« m
ELSE s « m+1
ENDIF
ENDWHILE
IF x[s]==v THEN RETURN True
ELSE RETURN False
ENDIF

Corectitudine
Preconditie: n>=1
Postconditie:

“returneaza True daca v este in
X[1..n] si False in caz contrar”

Invariant: “v este in x[1..n] daca si
numai daca v este in x[s..d]’

(i) s=1, d=n =>invariantul e
adevarat

(i) Ramane adevarat prin
executia corpului ciclului

(iii) cand s=d se obtine
postconditia
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Exemplu 2 — cautare binara

Varianta iterativa 2:

cautbin2(x[1..n],v)
S « 1
d<n
WHILE s<d DO
m «(s+d) DIV 2
IF v<=x[m]
THENd <« m
ELSE s « m+1
ENDIF
ENDWHILE
IF x[s]==v THEN RETURN True
ELSE RETURN False
ENDIF

Eficienta:

Caz defavorabil: x nu contine pe v

Caz particular: n=2m

1 n=1
T(n)={
T(n/2)+1  n>1

T(n)=T(n/2)+1
T(n/2)=T(n/4)+1

;I;(.2)=T(1 )+1
T(1)=1
T(n)=Ig n+1

O(lg n)
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Exemplu 2 — cautare binara

Observatie:

. Aplicand regula functiilor “netede” rezulta ca algoritmul cautbin2
(similar se poate arata pentru celelalte variante) are ordinul de
complexitate O(log n) pentru orice valoare a lui n

. Analiza eficientei algoritmilor proiectati utilizand tehnicile de

reducere si divizare poate fi usurata prin folosirea teoremei
master
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Teorema “master”

Consideram urmatoarea relatie de recurenta:
0 r]<=nc

T(n)=
KT(n/m)+Tp(n) n>n,

Daca Tpc(n) (timpul necesar etapelor de divizare si combinare)
apartine lui ©(n9) (d>=0) atunci

O(n9) daca k<m¢
T(n) apartine lui < ©(n%log(n)) daca k=md

@(nlog(k)/log(m)) dacé k>md
Obs:

1. m reprezinta nr de subprobleme in care se descompune problema
initiala iar k e nr de subprobleme care se rezolva efectiv

2. un rezultat similar exista pentru clasele O si Q
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Teorema “master”

Utilitate:

. Poate fi aplicata in analiza algoritmilor bazati pe tehnica reducerii
sau a divizarii

. Evita rezolvarea explicita a relatiei de recurenta corespunzatoare
timpului de executie

. In multe aplicatii practice etapele de divizare (reducere) si de
combinare sunt de complexitate polinomiala (deci teorema Master
poate fi aplicata)

. Spre deosebire de variantele de rezolvare explicita a relatiei de
recurenta furnizeaza doar ordinul de complexitate nu si
constantele ce intervin in estimarea timpului de executie
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Teorema “master”

Exemplu1 : calcul maxim:

k=2 (pb initiala se divide in doua subprobleme, iar ambele
subprobleme trebuie rezolvate)

m=2 (dimensiunea fiecarei subprobleme este aproximativ n/2)

d=0 (etapele de divizare si de combinare a rezultatelor au cost
constant)

Intrucat k>m¢d prin aplicarea celui de al treilea caz al teoremei “master’
rezulta ca T(n) apartine lui ©(n'c9(Vleg(m))= O(n)
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Teorema “master”

Exemplu 2: cautare binara

k=1 ( doar una dintre subprobleme trebuie rezolvata)
m=2 (dimensiunea subproblemei este n/2)
d=0 (etapele de divizare si combinare au cost constant)

Intrucat k=m< prin aplicarea celui de al doilea caz al teoremei “master”
se obtine ca T(n) apartine lui O(n9Ig(n))= O(lg n)
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Sortare eficienta

. Metodele elementare de sortare apartin lui O(n?)

. |dee de eficientizare a procesului de sortare:
—  Se imparte secventa initiala in doua subsecvente
—  Se sorteaza fiecare subsecventa
—  Se combina subsecventele sortate

Sortare prin interclasare (Merge sort)

| Sortare rapida
Divizare In fctie d In fctie ede/ (Quicksort)
pozitie valoar
Combinare Interclasare | Concatenare
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Sortare prin interclasare

|dee de baza:

Imparte x[1..n] in doua subtablouri x[1..[n/2]] and x[[n/2]+1..n]
Sorteaza fiecare subtablou

Interclaseaza elementele subtablourilor x[1..[n/2]] si x[[n/2]+1..n]
si construieste tabloul sortat t[1..n] . Transfera continutul tabloului
temporart in x[1..n]

Observatii:

Valoarea critica: 1 (un tablou contindnd un singur element este implicit
sortat)

Valoarea critica poate fi mai mare decat 1 (de exemplu, 10) iar sortarea
subtablourilor cu un numar de elemente mai mic decat valoarea critica se
poate realiza cu unul dintre alg. elementari (ex: sortare prin insertie)
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Sortare prin interclasare

15834210

Descompunere 15863 4210

15 83

b 4o 2 45
Caz particular Vv c a 3 4 P, 1 0
N\

VA,

: 15 38 2 4 01
Interclasare \/ \/
3 1358 0124
¥ 01123458
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Sortare prin interclasare

Algoritm:

sortare(x[s..d])

IF s<d THEN
m «—(s+d) DIV 2 //divizare
X[s..m] < sortare(x[s..m]) //rezolvare

X[m+1..d] « sortare(x[m+1..d])

X[s..d] « interclasare(x[s..m],x[m+1..d]) //combinare
ENDIF
RETURN x[s..d]

Obs:
algoritmul se apeleaza prin sortare(x[1..n])

Algoritmi si structuri de date - Curs
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Sortare prin interclasare

interclasare (x[s..m],x[m+1..d)
| «— S; ] «— m+1;
K < O; //indice in t

/I 'se parcurg subtablourile in paralel
si la fiecare pas se transfera cel
mai mic element

WHILE i<=m AND j<=d DO
kK «— k+1
IF x[i]<=x[j]
THEN
tk] « x{i]
| — i+1
ELSE
tk] < X{j]
J— ]+
ENDIF
ENDWHILE

Algnritmi S1 st

tari de date Cyre
ucC
Ul Uuv ululty A\ avs e}

/| se transfera e_ventualele elemente
ramase in primul subtablou

WHILE i<=m DO
k «— k+1
t[k] < X[i]
| «— i+1
ENDWHILE

/| se transfera eventualele elemente
ramase in al doilea subtablou

WHILE j<=d DO
k «— k+1
tk] < X{j]
J— 1
ENDWHILE
RETURN t[1..K]

(\)
Un
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Sortare prin interclasare

» Interclasarea este o prelucrare ce poate fi utilizata pentru construirea unui tablou
sortat pornind de la oricare alte doua tablouri sortate (a[1..p], b[1..q])

« Varianta de interclasare bazata pe valori santinela:
Se adauga doua valori mai mari decat elementele tablourilor a[p+1]= «, b[g+1]= «

interclasare(a[1..p],b[1..q])

Analiza eficientei interclasarii
a[p+1] « «; b[q+1] « =

Operatie dominanta: comparatia

l—1; j<1;

T(p,q)=p+
FOR k — 1,p+q DO \P.0yPH
IF a'[ll]:llzl?lm ) | In algoritmul de sortare (p=[n/2], g=n-[n/2]):
‘o ],‘:1"‘['] T(n)<=[n/2]+n-[n/2]=n
i —i
ELSE (f[k] (:1bm Deci T(n) apartine lui O(n)
J <l (etapa de interclasare este de complexitate
ENDIF liniara)
ENDFOR

RETURN c[1..p+q] Algpritmi si structuri de date - Curs 26
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Sortare prin interclasare

Analiza sortarii prin interclasare:

0 n=1
T(n)=
T([n/2])+T(n-[n/2])+T\(n) n>1

Intrucat k=2, m=2, d=1 (Ty(n) apartine lui O(n)) rezulta (folosind al
doilea caz din teorema “master”) ca T(n) apartine lui O(nlgn). De
fapt T(n) apartine lui ©(nign)

Observatii.

1. Principalul dezavantaj al sortarii prin interclasare este faptul ca utilizeaza
un tablou aditional de dimensiunea tabloului de sortat

2. Daca in pasul de interclasare se foloseste inegalitate de tip <= atunci
sortarea prin interclasare este stabila

Algoritmi si structuri de date - Curs 27
8



Cursul urmator va fi despre...

.. sortare rapida

.. Sl alte aplicatii ale tehnicii divizarii

Algoritmi si structuri de date - Curs
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Intrebare de final

Se considera algoritmul: Care dintre raspunsuri este adevarat in cazul in
care algoritmul se apeleaza pentru un
tablou x[1..n] (n>1) iar la analiza

.alg(x[s..d]) complexitatii se considera ca operatia
if s>d then return 1 dominanta este adunarea:
else if s==d then return x[s]
else a) Algoritmul returneaza x[1]*x[n] si are
m « (s+d)/2 ordinul de complexitate O(1)
rez1 «— alg(x[s..m]) b)  Algoritmul returneaza produsul tuturor
rez2 « alg(x[m+1..d]) elementelor din x si are ordinul de

complexitate O(log n)

c)  Algoritmul returneaza produsul tuturor
elementelor din x si are ordinul de
complexitate O(n)

d)  Algoritmul returneaza 1 si are ordinul de
complexitate O(1)

return rez1*rez2
endif
endif
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