Curs 13:

Tehnica cautarii cu revenire
(Backtracking)

Algoritmi si structuri de date - Curs
13



Motivatie

Steven S. Skiena

S. Skiena — The Algorithm Design Manual

e
‘=1 Springer

Interview Problems

7-14. [{] Write a function to find all permutations of the letters in a particular string.
7-15. [{]/ Implement an efficient algorithm for listing all k-element subsets of n items.

7-16. [5/ An anagram is a rearrangement of the letters in a given string into a sequence
of dictionary words, like Steven Skiena into Vainest Knees. Propose an algorithm

to construct all the anagrams of a given string.

G. Laakman — Cracking the Coding Interview

http://ebook-dl.com/item/cracking-the-coding-interview-gayle-5th-edition-laakmann-
mcdowell/

B.B Write an algorithm to print all ways of arranging eight queens on a chess board 50
that none of them share the same row, column or diagonal.

pg 64
SOLUTION

We will use a backtracking algorithm. For each row, the column where we want to put the
queen is based on checking that it does not violate the required condition.



Structura

« Ce este tehnica cautarii cu revenire ?
« Structura generala a algoritmilor proiectati folosind aceasta tehnica

* Aplicatii:
— Generarea permutarilor
— Problema plasarii reginelor pe tabla de sah
— Colorarea hartilor
— Gasirea traseelor care unesc doua locatii
— Problema labirintului

Algoritmi si structuri de date - Curs
13



Ce este tehnica cautarii cu revenire?

« Este o strategie de cautare sistematica in spatiul solutiilor unei probleme

« Se utilizeaza in special pentru rezolvarea problemelor a caror cerinta este
de a determina configuratii care satisfac anumite restrictii (probleme de
satisfacere a restrictiilor).

« Majoritatea problemelor ce pot fi rezolvate folosind tehnica cautarii cu
revenire se incadreaza in urmatorul sablon:

“ Sa se gaseasca o submultime S a produsului cartezian A; X A, X ... X A,
(A, — multimi finite) avand proprietatea ca fiecare element s=(s,,s,,...,S,)
satisface anumite restrictii”

Exemplu: generarea tuturor permutarilor multimii {1,2,...,n}
A, ={1,2,...,n} pentru fiecare k=1..n
s;!=s; pentruorice i!=j (restrictia: componente distincte)
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Ce este tehnica cautarii cu revenire?

|[deea de baza:

Solutiile sunt construite Tn maniera incrementala prin gasirea succesiva a
valorilor potrivite pentru componente (la fiecare etapa se completeaza o
componenta; o solutie in care doar o parte dintre componente sunt
completate este denumita solutie partiala)

Fiecare solutie partiala este evaluata cu scopul de a stabili daca este
valida (promitatoare, viabila). O solutie partiala valida poate conduce la o
solutie finala pe cand una invalida incalca restrictiile partiale, insemnand
ca nu va conduce niciodata la o solutie care sa satisfaca toate restrictiile
problemei

Daca nici una dintre valorile corespunzatoare unei componente nu
conduce la o solutie partiala valida atunci se revine la componenta
anterioara si se incearca alta valoare pentru aceasta.

Algoritmi si structuri de date - Curs 5
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Ce este tehnica cautarii cu revenire?

|[deea de baza:

* Principiul tehnicii poate fi vizualizat folosind un arbore de parcurgere care
ilustreaza modul in care se viziteaza spatiul solutiilor:

— Radacina arborelui corespunde starii initiale (inainte de a incepe
completarea componentelor)

— Un nod intern corespunde unei solutii partiale valide
— Un nod extern (frunza) corespunde:

« fie unei solutii partiale invalide
« fie unei solutii finale

Algoritmi si structuri de date - Curs 6
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Ce este tehnica cautarii cu revenire?

Exemplu: arborele de parcurgere a spatiului solutiilor in cazul
problemei de generare a permutarilor (n=3)

(*,*,*

(1®*) (12*) (139 QL9 Q0% (235 GlH (2% G

o\ 64\%4\ YIS

(1,2,3) |(1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,1,2) |(3,2,1)

*)

Obs: modul de vizitare a nodurilor este similar parcurgerii in adancime a
arborelui
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Structura generala a algoritmului

Etape in proiectarea algoritmului:
1.  Se alege modul de reprezentare a solutiilor

2.  Seidentifica spatiul de cautare si se stabilesc multimile A,,... A,
si ordinea in care acestea sunt parcurse

3.  Dinrestrictiile problemei se deduc conditiile pe care trebuie sa
le satisfaca solutiile partiale pentru a fi valide. Aceste conditii
sunt denumite conditii de continuare

4.  Se stabileste criteriul in baza caruia se decide daca o solutie
partiala este solutie finala

Algoritmi si structuri de date - Curs 8
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Structura generala a algoritmului

Exemplu: generarea permutarilor

1. Reprezentarea solutiei: fiecare permutare este un vector
s=(s4,S,,...S,) care satisface s;!= s; pentru orice i != |

2. Multimile A,,...,A,: {1,2,...,n}. Fiecare multime este parcursa
in ordinea naturala a elementelor (de la 1 la n)

3. Conditii de continuare: o solutie partiala (s4,S,,...,Sy) trebuie sa
satisfaca s, |='s; pentru orice i<k

4.  Criteriu pentru a decide cand o solutie partiala este solutie
finala: k=n (au fost completate toate cele n componente)

Algoritmi si structuri de date - Curs 9
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Structura generala a algoritmului
Notatii:
(S4,S5,.--,S) solutie partiala
kK —indicein s
A, ={ak,...,a .}
m,=card(A,)

I, -indice in A,

Algoritmi si structuri de date - Curs
13
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Structura generala a algoritmului

Varianta recursiva:

Presupunem caA,,...,A, Si
s sunt variabile globale

Fie k componenta care
urmeaza a fi completata

Algoritmul se apeleaza prin

BT rec(1) (completarea se
incepe cu prima componenta

Se incearca fiecare valoare

BT rec(k)

IF “(s4,...,S.1) este solutie”
THEN “se prelucreaza solutia”
ELSE

FORj <« 1,m DO
Sy < a¥
IF “(s4,...S,) este valida”

THEN BT _rec(k+1) ENDIF
ENDFOR
ENDIF

posibila pentru comp. k

Algoritmi si structuri de date - (

13

-~/ /

Se completeaza urmatoarea
componenta

Curs
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Aplicatie 1: generarea permutarilor

. s . Varianta recursiva:
Functie care verifica daca o

solutie partiala este valida
perm_rec(k)
valid(s[1..k]) IF k==n+1 THEN WRITE s[1..n]
FOR i« 1k-1DO ELSE |
IF s[k]==s][i] FOR i <—.1 ,n DO
THEN RETURN FALSE SIk] 1
ENDIE IF valid(s[1..k])==True
ENDFOR THEN perm_rec(k+1)
RETURN TRUE ENDIF
ENDFOR
ENDIF

Algoritmi si structuri de date - Curs 12
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Structura generala a algoritmului

Varianta iterativa

Se cauta o valoare pt componenta
k care conduce la o solutie partiala
valida

Daca o astfel de valoare exista
atunci se verifica daca nu s-a
ajuns la o solutie finala

/

Daca s-a gasit o solutie atunsi
aceasta se proceseaza si se trec
la urmatoarea valoare a aceleiasi
componente

Daca nu e solutie finala se &S

trece la urmatoarea compo-

//

N

\

~

Backtracking(A, A,, ..., A,)
k«—1; i« 0 //indice parcurgere A,
WHILE k>0 DO
I, — i +1
-V« False

WHILE v==False AND i,.<=m, DO

K
Sk < A%k

IF “(s,,..sy) € valida” THEN v « True
ELSE i, < i,.+1 ENDIF ENDWHILE

N: v==True THEN

IF “(s4,...,Sy) este solutie finala”
THEN “prelucreaza solutia”

nenta |

Daca nu mai exista nici o valoare
valida pt componenta curenta
se revine la componenta anterioara

—

-

—ELSE k «+— k+1; i, — 0 ENDIF
ELSE k — k-1 ENDIF
ENDWHILE
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Aplicatie 1: generarea permutarilor

Backtracking(A;, A,, ..., A,)
K—1;, i, <0
WHILE k>0 DO
i, — i +1
v < False
WHILE v=False AND i,.<=m, DO
Sy < A
IF “(s4,..5,) e valida” THEN v « True
ELSE i, —i,.+1 ENDIF ENDWHILE
IF v=True THEN
IF “(s4,...,S,) e solutie finala”
THEN “prelucreaza solutia”
ELSE k — k+1; i, < 0 ENDIF
ELSE k <— k-1 ENDIF
ENDWHILE

permutari(n)
k—1; s[kl]<0
WHILE k>0 DO
s[k] < s[k]+1
v «— False
WHILE v==False AND s[k]<=n DO
IF valid(s[1..k])
THEN v < True
ELSE s[k] « s[k]+1
ENDWHILE
IF v==True THEN
IF k==n
THEN WRITE s[1..n]
ELSE k « k+1; s[k] < O
ELSE k « k-1
ENDIF ENDIF ENDWHILE

14




Aplicatie 2: problema reginelor

Sa se determine toate posibilitatile de a plasa n regine pe o tabla de
sah de dimensiune nxn astfel incat acestea sa nu se atace
reciproc:

- fiecare linie contine exact o regina
- fiecare coloana contine exact o regina
- fiecare diagonala contine cel mult o regina

Obs. Este o problema clasica propusa de catre Max Bezzel (cca
1850) si studiata de catre mai multi matematicieni ai vremii
(Gauss, Cantor)

Exemplu: daca n<=3 nu are solutie; daca n=4 sunt 2 solultii

- ) ‘ Pe masura ce n creste, numarul
{5 X2 solutiilor creste (pt n=8 sunt
92 solultii)

Algoritmi si structuri de date - Curs 15
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Aplicatie 2: problema reginelor

Reprezentarea solutiei: vom considera ca regina k este intotdeauna
plasata pe linia k (reginele sunt identice). Astfel pentru fiecare regina
este suficient sa se identifice coloana pe care va fi plasata. Solutia va fi
astfel reprezentata printr-un tablou (s4,...,s,) unde

s, = indicele coloanei pe care se plaseaza regina k

Multimile A,,... A, : {1,2,...,n}. Fiecare multime va fi prelucrata in
ordinea naturala a elementelor (de la 1 la n)

Conditii de continuare: o solutie partiala (s4,S,,...,Sy) trebuie sa satisfaca
restrictiile problemei (nu mai mult de o regina pe fiecare linie, coloana
sau diagonala)

Criteriu pentru a decide daca o solutie partiala este finala:
k = n (toate reginele au fost plasate)

Algoritmi si structuri de date - Curs 16
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Aplicatie 2: problema reginelor

Conditii de continuare: Fie (s4,S,,...,S,) 0 solutie partiala. Aceasta este valida
daca satisface:

. Reginele se afla pe linii diferite — conditia este implicit satisfacuta
datorita modului de reprezentare utilizat (regina i este intotdeauna
plasata pe linia i)

. Reginele se afla pe coloane diferite:
s; !=s; pentru orice i =] (aceeasi conditie ca la generarea permutarilor)

(este suficient sa se verifice ca s, |= s, pentru orice 1<=i<=k-1)

. Reginele se afla pe diagonale diferite:
li-j| '= [s; — s;| pentru orice i != ]

(este suficient sa se verifice |k-i| I= | s, - s;| pentru orice 1<=i<=k-1)

Algoritmi si structuri de date - Curs 17
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Aplicatie 2: problema reginelor

Obs:
Doua regine i si j se afla pe =1 I-j=-(n-2)
aceeasi diagonala daca
I-s.=j-s; <& i-j = S-S
i—J=S; ] = Si-5; . =1
sau I-j=n-2
o . I-j=0
. . i+j=3
Aceasta inseamna ca i+j=n+2
li-]|=|si-s|]
i
. +j=2n-1
i+j=n+1
Algoritmi si structuri de date - Curs 18
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Aplicatie 2: problema reginelor

Validare(s[1..k])
FORi < 1,k-1DO
IF s[k]==s][i] OR
li-k|==]s[i]-s[K]|
THEN RETURN False
ENDIF
ENDFOR

RETURN True

Apel: regine(1)

Algoritmi si structuri de date - Curs

Algoritm:

regine(k)
IF k==n+1 THEN WRITE s[1..n]
ELSE
FORi < 1,nDO
S[K] « i
IF Validare(s[1..K])==True
THEN regine(k+1)
ENDIF
ENDFOR
ENDIF

13
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Aplicatie 3: colorarea hartilor

Problema: Consideram o harta geografica care contine n tari. Avand la
dispozitie 4<=m<n culori sa se asigneze o culoare fiecarei tari astfel
incat oricare doua tari vecine sa fie colorate diferit.

Problema matematica: orice harta poate fi colorata utilizand cel mult 4
culori (rezultat demonstrat in 1976 de catre Appel and Haken — unul
dintre primele rezultate obtinute folosind tehnica demonstrarii
asistate de calculator)

Algoritmi si structuri de date - Curs 20
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Aplicatie 3: colorarea hartilor

Problema: Consideram o harta geografica care contine n tari.
Avand la dispozitie 4<=m<n culori sa se asigneze o culoare
fiecarei tari astfel incat oricare doua tari vecine sa fie colorate
diferit.

Formalizarea problemei: Consideram ca relatia de vecinatate intre

tari este specificata printr-o matrice N avand elementele:

/ [l [ ) v [ [l
0 daca isijnusunttari vecine

N(i.j) =

_ 1 dacaisijsunttari vecine

Scopul problemei este sa se determine un tablou S=(s,,...,S,) cu S,
in {1,...,m} specificand culoarea asociata tarii k si astfel incat
pentru toate perechile (i,j) cu N(i,j)=1 elementele s; si s; sunt
diferite (s; !=s,)

Algoritmi si structuri de date - Curs 21
13



Aplicatie 3: colorarea hartilor

1. Reprezentarea solutiei
S=(s,,...,S,) unde s, culoarea asociata tarii k

2. Multimile A,,... A, : {1,2,...,m}. Fiecare multime va fi
prelucrata in ordinea naturala a elementelor (de la 1 la m)

3. Conditii de continuare: o solutie partiala (s,,s,,...,s,) trebuie
sa satisfaca
s; != s; pentru toate perechile (i,j) pentru care N(i,j)=1

Pentru fiecare k este suficient sa se verifice ca s, = s; pentru
toate valorile i in {1,2,...,k-1} satisfacand N(i,k)=1

4.  Criteriu pentru a decide daca o solutie partiala este solutie
finala: k = n (toate tarile au fost colorate)

Algoritmi si structuri de date - Curs 22
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Aplicatie 3: colorarea hartilor

Algoritm recursiv Algoritm de validare
Colorare(k) valid(s[1..k])
IF k==n+1 THEN WRITE s[1..n] FOR i+ 1k-1DO
ELSE IF N[i,k]==1 AND sJi]==s]k]
FORi« 1,mDO THEN RETURN False
S[K] « i ENDIF
IF valid(s[1..k])==True ENDFOR
THEN Colorare(k+1) RETURN True
ENDIF
ENDFOR
ENDIF

Apel: Colorare(1)

Algoritmi si structuri de date - Curs 23
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Aplicatie 4: gasirea traseelor

Consideram un set de n orase si o retea de drumuri care le
conecteaza. Sa se determine toate traseele care conecteaza
doua orase date (un traseu nu poate trece de doua ori prin

acelasi oras).

Orase. Trasee de la Arad

’ la Constanta
1.Arad Satu Mare 1->7->3->4
2.Brasov 1->2->3->4
3.Bucuresti 1->6->5->3->4
4.Constanta 1->6->5->2->3->4
5.1asi
6.Satu-Mare Constanta
7. Timisoara Bucuresti

Algoritmi si structuri de date - Curs 24
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Aplicatie 4: gasirea traseelor

Formalizarea problemei: Reteaua de sosele este specificata prin
matricea C:

0 nu exista drum direct de la orasul i la orasul
C(ij) =
1 exista drum direct de la orasul i la orasul

Sa se gaseasca toate traseele S=(s,,...,s,,) -unde s, in {1,...,n}
specifica orasul vizitat la etapa k - astfel incat

s, este orasul sursa
S, este orasul destinatie
s;!=s; pentru orice i!=]j (printr-un oras se trece o singura data)

C(Sy,Sk+1)=1 pentru 1<=k<=m-1 (exista drum direct intre orasele
vizitate la momente consecutive de timp)

Algoritmi si structuri de date - Curs 25
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Aplicatie 4: gasirea traseelor

1. Reprezentarea solutiel
S=(s4,...,S,,) CU S, reprezentand orasul vizitat la etapa k

(m = numarul de etape; m nu este cunoscut de la inceput)

2. Multimile A,... A, : {1,2,...,n}. Fiecare multime va fi prelucrata
in ordinea naturala a elementelor (de la 1 la n)

3. Conditii de continuare: o solutie partiala (s,,s,,...,S,) trebuie sa
satisfaca:
s!=s; pentru orice j in {1,2,...,k-1} (orasele sunt distincte)
C(s_1,S)=1 (se poate trece directde la s, la s)

4. Criteriul pentru a decide daca o solutie partiala este solutie finala:
S, = oras destinatie

Algoritmi si structuri de date - Curs 26
13



Aplicatie 4: gasirea traseelor

Algoritm recursiv

trasee(k)

IF s[k-1]=="oras destinatie”
THEN WRITE s[1..k-1]

ELSE
FORj«— 1,nDO
IF valid(s[1..k])==True
THEN trasee(k+1)

Algoritm de validare

valid(s[1..k])
IF C[s[k-1],s[k]]==0 THEN
RETURN False
ENDIF
FOR i« 1,k-1DO
IF s[i]==s[k]
THEN RETURN False
ENDIF

ENEDNFI?)”I:? ENDFOR
ENDIF RETURN True
Apel:

s[1] < oras sursa
trasee(2)

Algoritmi si structuri de date - Curs

27



Aplicatie 5: problema labirintului

Problema. Se considera un labirint definit pe o grila nxn. Sa se
gaseasca toate traseele care pornesc din (1,1) si se termina in
(nxn)

Obs. Doar celulele libere pot fi vizitate.

Dintr-o celula (i,j) se poate trece in

una dintre celulele vecine;

(1'19.])

(1,j-1) | @) [(1,j+1)

(i+1,))
—>
Obs: celulele de pe frontiera au mai putini
vecini
Algoritmi si structuri de date - Curs 28
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Aplicatie 5: problema labirintului

Formalizarea problemei. Labirintul este stocat intr-o matrice nxn
0O celulalibera

M(i.j) =
1 celula ocupata

Sa se gaseasca S=(s;,...,S;,) cu s, in {1,...,n}x{1,...,n} indicii
corespunzatori celulei vizitate la etapa k

« s, este celula de start: (1,1)

« s, este celula destinatie: (n,n)

* s l=s, pentruorice k!=q (o celula este vizitata cel mult o data)
* M(s,)=0 (doar celulele libere pot fi vizitate)

* S, SIS, suntcelule vecine

Algoritmi si structuri de date - Curs 29
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Aplicatie 5: problema labirintului

1. Reprezentarea solutiel
S=(s,4,...,S,) cu s, reprezentand indicii celulei vizitate la etapa
K

2. Multimile A,,... A, sunt submultimi ale multimii
{1,2,...,n}x{1,2,...,n}. Pentru fiecare celula (i,j) exista un set de 4
vecini: (i,j-1), (i,j+1), (i-1,j), (i+1,j)

3. Conditii de continuare: o solutie partiala (s4,s,,...,s,) trebuie sa
satisfaca:

s, = Sq pentru orice qin{1,2,...,k-1}
M(s,)=0
S,.1 Si S, sunt celule vecine

4. Conditia ca o solutie partiala (s,,...,S,) sa fie solutie finala:
Sk = (n’n)

Algoritmi si structuri de date - Curs 30
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Aplicatie 5: problema labirintului

labirint(k)

IF s[k-1].i==n and s[k-1].j==n THEN WRITE s[1..k]

ELSE // se
s[k].i < s
IF valid(s
S[K].i « s
IF valid(s
s[k].i < s
IF valid(s
s[k].i < s
IF valid(s

ENDIF

incearca toti vecini

k-11.i-1; s[k].j < s[k-1]
1..k])=True THEN labirint (k+1) ENDIF
k-11.i+1; s[k].j < s[k-1].j
1..k])=True THEN labirint (k+1) ENDIF
k-11.i; S[k].j < S[k-1].j-1
1..k])=True THEN labirint (k+1) ENDIF
k-11.i; S[K].j < s[k-1].j+1

1..k])=True THEN labirint (k+1) ENDIF

Algoritmi si structuri de date - Curs
13

Obs:

s[k] este o structura
cu doua campuri:

s[k].i reprezinta
prima componenta a
perechii de indici

s[k].j reprezinta a

doua componenta a
perechii de indici
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Aplicatie 5: problema labirintului

valid(s[1..k])
IF s[k].i<1 OR s[k].i>n OR s[k].j<1 OR s[k].j>n //in afara grilei
THEN RETURN False
ENDIF
IF M[s[k].i,s[k].]]==1 THEN RETURN False ENDIF // celula ocupata
FOR g «— 1,k-1 DO // celula deja vizitata
IF s[k].i==s[q].i AND s[k].j==s[q].] THEN RETURN False ENDIF
ENDFOR
RETURN True

Apel algoritm labirint:
s[1].i<—1; s[1]]« 1
labirint(2)

Algoritmi si structuri de date - Curs
13
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Sumar

Tehnica cautarii cu revenire se aplica problemelor de satisfacere a
restrictiilor (cand se doreste generarea tuturor configuratiilor care satisfac
anumite proprietati)

Parcurgerea sistematica a spatiului solutiilor garanteaza corectitudinea

Bazandu-se pe cautare exhaustiva, complexitatea metodei depinde de
dimensiunea spatiului solutiilor (de regula n!, 2" in cazul problemelor
combinatoriale care necesita construirea unor solutii cu n componente).
Poate fi aplicata practic pentru probleme in care n are cel mult ordinul
zecilor.

Poate fi utilizata si pentru rezolvarea problemelor de optimizare cu
restrictii (de exemplu pentru gasirea unor configuratii care minimizeaza
un cost), caz in care solutiile partiale sunt considerate viabile daca nu
depasesc costul celei mai bune configuratii deja construite (varianta

cunoscuta sub denumirea branch-and-bound)

Algoritmi si structuri de date - Curs 33
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Intrebare de final

Care dintre tematicile urmatoare (una singura) ati prefera sa NU fie inclusa
in subiectele de examen?

(a) Analiza complexitatii algoritmilor recursivi

(b) Algoritmi elementari de sortare

(c) Tehnica reducerii

(d) Tehnica divizarii (+ sortare prin interclasare, sortare rapida)
(e) Tehnica alegerii local optimale (greedy)

(f) Tehnica programarii dinamice

(9) Tehnica cautarii cu revenire (backtracking)

Algoritmi si structuri de date - Curs
13
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