Curs 10:

Tehnica alegerii local optimale (“greedy”)
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Motivatie

Problema portofoliului de actiuni.
Intrare:
« Suma de investit (capital disponibil): C
« Set de actiuni A={a,,a,,...,a,}; fiecare actiune este caracterizata prin
— Cost (c4,Cy,.-.,C,)
— Profit (p4,py;---:Pp)
lesire:
« Subset de actiuni S avand proprietatea ca:
— Suma costurilor actiunilor din S nu depaseste C
— Profitul total al actiunilor din S este maxim

Care ar putea fi criteriul de selectie a actiunilor?
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Motivatie

Problema selectiei activitatilor.

Se considera un set A de activitati (de exemplu examene) care partajeaza o
resursa comuna (de exemplu o sala de examen). Fiecare activitate se
caracterizeaza printr-un interval de desfasurare (ora de start si ora de final). Se
pune problema selectarii unui subset maxim de activitati care pot fi derulate
folosind o singura resursa.

Intrare:
* Momente de start: b,,b,,...,b,
* Momente de final: eq,e,,...,e,
lesire:
« Subset de activitati S din A avand proprietatea ca:
— Nu exista conflicte intre activitati: pentru oricare doua activitati i si j din S,
intervalele lor de derulare ([b;e)) si [b;,e;) sunt disjuncte)
— Numarul de elemente din S este maxim
Care ar putea fi criteriul de selectie a activitatilor?
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Cuprins
Probleme de optimizare cu restrictii
|deea de baza a tehnicii alegerii local optimale
Exemple
Verificarea corectitudinii si analiza eficientel

Aplicatii
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Probleme de optimizare cu restricti

Structura generala a unei probleme de optimizare cu restrictii este:

Sa se gaseasca x in X (X este spatiul de cautare sau spatiul
solutiilor) astfel incat:

(i)  x satisface anumite restrictii

(i)  x optimizeaza (minimizeaza sau maximizeaza) un criteriu de
optim

Caz particular:

X este o multime finita — problema face parte din domeniul optimizarii
discrete (sau combinatoriale)

La prima vedere o astfel de problema pare simplu de rezolvat. Totusi
cand spatiul de cautare are foarte multe elemente analiza
exhaustiva este impracticabila astfel ca problema poate deveni
dificila
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Probleme de optimizare cu restricti

Exemplu 1. Consideram un caz particular al problemei portofoliului de actiuni
cand fiecare actiune are un cost egal cu 1

Problema este echivalenta cu cea a determinarii unei submultimi de cardinal
dat si suma maxima

Fie A={a,,...,a,} si m<n
Sa se determine o submultime S a lui A care satisface:

(i) Numarul de elemente din S este m (restrictia problemei)
(i)  Suma elementelor din S este maxima (criteriul de optim)

Obs.
1. Spatiul de cautare este X = multimea tuturor celor 2"submultimi ale lui A

2. O abordare prin tehnica fortei brute bazata pe generarea tuturor
submultimilor si calculul sumei elementelor acestora ar avea o
complexitate de ordinul O(n2").
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Exemplul 1

Problema submultimii de cardinal dat si suma maxima

Sa se determine submultimea S a multimii finite A care are
proprietatea ca:

(i) S are m<=card A elemente
(i)  Suma elementelor din S este maxima

Exemplu:

Fie A={5,1,7,5,4} si m=3.
Care este solutia? In ce ordine ar trebui selectate elementele?

Solutia este S={7,5,5} - elementele sunt selectate in ordine
descrescatoare
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Exemplul 1

Abordare greedy: se selecteaza cele mai mari m elemente din A

Subset(A[1..n],m) //varianta 1
FORi«<— 1,m DO
K« i
FORj <« i+1,n DO
IF A[k]<A[j] THEN k < j ENDIF
ENDFOR
IF k<>i THEN A[k]<>A[i] ENDIF
S[i] < Ali]
ENDFOR
RETURN S[1..m]

Subset(A[1..n],m) //varianta 2
A[1..n] < sortare_descr.(A[1..n])
FORi <~ 1,mDO

S[i] « AJi]
RETURN S[1..m]

// mai putin eficienta decéat varianta 1
(daca A nu este deja sortat si
daca m este mic)

Obs. Se poate demonstra ca pentru aceasta problema tehnica “greedy”

conduce la solutia optima
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ldeea de baza a tehnicii alegerii local
optimale

Reformulam problema generala de optimizare sub forma:

Fie A=(a,,...,a,) un multiset (o colectie de elemente care nu sunt
neaparat distincte). Sa se gaseasca S=(s,,...,S,),subset al lui A
astfel incat S sa satisfaca anumite restrictii si sa optimizeze un
criteriu.

|deea cautarii local optimale (cautare lacoma — greedy):
. S este construita in mod incremental pornind de la primul element

. La fiecare pas un nou element (cel ce pare a fi cel mai promitator la
pasul respectiv) este selectat din A si adaugat la S.

. O data facuta o alegere, aceasta este irevocabila (nu se poate
reveni si inlocui o componenta cu o alta valoare)

Algoritmica si structuri de date - Curs 9
10



|ldeea de baza a tehnicii

Structura generala a unui algoritm de tip “greedy”:

Greedy(A)
S—Jd
WHILE “S nu este finalizata” AND “exista elemente neselectate in A” DO
a — alege (A) // “alege cel mai bun element a, disponibil in A”
IF S U {a} satisface restrictiile problemei
THEN S« SU{a} //“adaugaalaS”
ENDIF
ENDWHILE
RETURN S

Obs. Etapele principale in construirea solutiei: initializare, selectie,
extindere
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|ldeea de baza a tehnicii

Cel mai important element al algoritmilor de tip “greedy” il reprezinta
selectia elementului care se adauga la fiecare pas.

Selectia se realizeaza pe baza unui criteriu care este stabilit in functie de
specificul problemei de rezolvat

Criteriul de selectie se bazeaza de regula pe euristici
( euristica = tehnica bazata mai mult pe experienta si intuitie decét pe o
analiza profunda/formala a problemei
= arta de a descoperi cunostinte noi (cf. DEX))
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Exemplul 2

Problema monedelor

Presupunem ca avem la dispozitie un numar nelimitat de monede avand
valorile: {v,,v,,...,v,}. Sa se gaseasca o modalitate de a acoperi o suma
C astfel incat numarul de monede folosite sa fie cat mai mic.

Fie s, numarul de monede de valoare v, selectate

Restrictie: s,v,+...+s. v, =C
Criteriu de optim: numarul de monede selectate (s;+s,*...+s, ) este cat mai
mic

Abordare greedy: se porneste de la moneda cu cea mai mare valoare si se
acopera cat mai mult posibil din suma, pentru restul sumei se incearca
utilizarea urmatoarei monede (in ordine descrescatoare a valorii)
s.a.m.d.
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Exemplul 2

monede(v[1..n],C)
v[1..n] <« sortare_descrescatoare(v[1..n])
FOR i+« 1,n DO SJi]:=0 ENDFOR
| — 1
WHILE C>0 and i<=n DO
S[i] — CDIVV[i] /I numarul maxim de monede de valoare V|i]
C— CMODv[i] [//restul ramas de acoperit
| «— i+1
ENDWHILE
IF C=0 THEN RETURN S[1..n]
ELSE RETURN “problema nu are solutie”
ENDIF
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Exemple

Observatii:
1. Uneori problema nu are solutie:
Exemplu: V=(20,10,5) and C=17

Totusi, daca sunt disponibile monede de valoare 1, atunci problema are
intotdeauna o solutie

2. Uneori tehnica “greedy” nu conduce la o solutie optima
Exemplu: V=(25,20,10,5,1), C=40

Abordare “greedy”: (1,0,1,1,0)

Solutia optima: (0,2,0,0,0)

O conditie suficienta pentru optimalitate: v,>v,>...>v, =1 si v, ,=d.,v; (i=2..n)
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Caracteristici ale tehnicii

Tehnica alegerii local optimale conduce la :

. algoritmi simpli si intuitivi

. algoritmi eficienti

dar

. nu conduce intotdeauna la o solutie optima (alegerea local optimala

poate avea efecte negative la nivel global; ceea ce pare promitator la un
anumit pas se poate dovedi a nu fi optim la nivel global)

. uneori solutiile obtinute de tehnica greedy sunt sub-optimale adica
valoarea criteriului este “suficient” de apropiata de cea optima (un
algoritm care conduce la solutii sub-optimale este denumit algoritm de
aproximare a solutiei)

Intrucat tehnica “greedy” nu garanteaza optimalitatea solutiei, pentru fiecare
caz in parte trebuie verificat daca se obtine solutia optima sau nu
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Verificarea corectitudinii

Multe dintre problemele pentru care solutia greedy este optima sunt
caracterizate prin urmatoarele proprietati:

» Proprietatea substructurii optime
— Orice solutie optima a problemei initiale contine o solutie
optima a unui subprobleme (problema de acelasi tip dar de
dimensiune mai mica)

* Proprietatea alegerii greedy
— Componentele unei solutii optime au fost alese folosind
criteriul greedy de selectie sau pot fi inlocuite cu elemente
alese folosind acest citeriu fara a altera proprietatea de
optimalitate
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Proprietatea de substructura optima

Cand se poate spune despre o problema ca are proprietatea de
substructura optima?

Atunci cand pentru o solutie optima S=(s,,...,S,) a problemei de
dimensiune n, subsetul S,=(s,,...,S,) este o solutie optima a
unei subprobleme de dimensiune (n-1).

Cum se poate verifica daca o problema are aceasta proprietate ?

Folosind demonstrarea prin reducere la absurd

Algoritmica si structuri de date - Curs
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Proprietatea de alegere “greedy”

Cand se poate spune ca o problema are proprietatea de alegere
“‘greedy”?

Atunci cand solutia optima a problemei fie este construita printr-o
strategie “greedy” fie poate fi transformata intr-o alta solutie
optima construita pe baza strategiei “greedy”

Cum se poate verifica daca o problema poseda sau nu aceasta
proprietate?

Se demonstreaza ca inlocuind primul element al unei solutii optime
cu un element selectat prin tehnica “greedy”, solutia raméane
optima. Apoi se demonstreaza acelasi lucru pentru celelalte
componente fie folosind metoda inductiei matematice fie folosind
proprietatea de substructura optima
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Verificarea corectitudinii

Exemplu: (submultime de cardinal fixat si suma maxima)

Fie A=(a,>=a,>=...>=a,)). Solutia greedy este (a,,...,a,).

Fie O=(04,...,0,,) O solutie optima (presupunem ca elementele lui O
sunt ordonate descrescator: 0,>=...>=0_, )

a) Proprietatea de alegere “greedy”. Presupunem ca o,!=a,.
Aceasta inseamna ca o,<a, Atunci O'=(a,,0,,...,0,,) are
proprietatea:

a,+0,+...40,> 0,+0,+...40

Adica O’ este mai buna decat O. Acest lucru este insa in
contradictie cu faptul ca O este optima. Deci o, trebuie sa fie
egal cu a,
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Verificarea corectitudinii

Exemplu: (submultime de cardinal fixat si suma maxima)
Fie A=(a,>=a,>=...>=a,)). Solutia greedy este (a,,...,a,).
Fie O=(04,...,0,,) O solutie optima (presupunem ca elementele lui O

b)

sunt ordonate descrescator: 0,>=...>=0_, )

Proprietatea de substructura optima. Se demonstreaza prin
reducere la absurd. Presupunem ca (0,,...,0,,) hu este solutie
optima pentru subproblema corespunzatoare lui
Apx=(ay,...,a,).

Consideram ca O’(,= (0',,...,0';)) este solutie optima pentru
aceasta subproblema. Atunci O’'=(a,, 0’,,...,0',) este o solutie
mai buna decéat O. Contradictie...deci problema are
proprietatea de substructura optima. Folosind aceasta
proprietate se revine la pct (a) si se arata ca proprietatea de
alegere greedy este satisfacuta pentru fiecare componenta.
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Verificarea corectitudinii

Exemplu: problema monedelor

Fie V=(v,>v,>...>v =1) valorile monedelor si v, ,=d, , v,. Solutia
greedy, (94,---,9,,), €ste caracterizata prin g, =C DIV v,

Fie O=(04,...,0,,) O solutie optima.

a) Proprietatea de alegere “greedy”. Presupunem ca 0,<g,.
Atunci suma C’=(C DIV v,-04)v, ar fi acoperita prin monede de
valoare mai mica. Datorita proprietatii satisfacute de valorile
monedelor rezulta ca prin inlocuirea lui o, cu g, se obtine o
solutie mai buna (aceeasi suma poate fi acoperita cu mai
putine monede de valoare mai mare). Deci problema are
proprietatea de alegere “greedy”.

b) Proprietatea de substructura optima. Usor de demonstrat.

Algoritmica si structuri de date - Curs 21
10



Analiza eficientel

Algoritmii de tip greedy sunt eficienti

Operatia dominanta este cea de selectie a elementelor (in cazul in
care e necesara sortarea elementelor multimii A, atunci
operatia de sortare este cea mai costisitoare)

Deci ordinul de complexitate al algoritmilor de tip “greedy” este
O(n?) sau O(nlgn) sau O(n)

(in functie de natura elementelor din A si algoritmul de sortare
utilizat)
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Aplicatil
Problema rucsacului (knapsack problem)

Consideram un set de (n) obiecte si un rucsac de capacitate data
(C). Fiecare obiect este caracterizat prin dimensiune (d) si prin
valoare sau profit (p). Se cere selectia unui subset de obiecte
astfel incat suma dimensiunilor lor sa nu depaseasca
capacitatea rucsacului iar suma valorilor sa fie maxima.

Variante:

(i)  Varianta continua (fractionara): pot fi selectate atat obiecte
intregi cat si fractiuni ale obiectelor. Solutia va fi constituita din
valori apartinand intervalului [0,1].

(i)~ Varianta discreta (0-1): obiectele nu pot fi fragmentate, ele
putand fi incluse in rucsac doar in intregime. Solutia va fi
constituita din valori apartinand multimii {0,1}.
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Problema rucsacului
Motivatie
Numeroase probleme din practica sunt similare problemei rucsacului

Exemplu. Construirea portofoliului financiar: se considera un set de
“operatiuni financiare”/actiuni, fiecare fiind caracterizata printr-
un cost si un profit; se doreste selectia actiunilor al caror cost
total nu depaseste suma disponibila pentru investitii si pentru
care profitul este maxim

Exemplu. Problema rucsacului (varianta discreta) are aplicatii in
criptografie (a stat la baza dezvoltarii unui algoritm de criptare
cu chei publice — la ora actuala nu mai este folosit nefiind
suficient de sigur).
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Problema rucsaculul

Exemplu:

Val(p) Dim(d)
6 2

3 1

12 3

C=5

Criteriu de selectie:

In ordinea crescatoare a dimensiunii (selecteaza cat mai multe
obiecte):

5+6+12*2/3=11+8=19

Algoritmica si structuri de date - Curs
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Problema rucsaculul

Exemplu:

Val(p) Dim(d)
6 2

3 1

12 3

C=5

Criteriu de selectie:

In ordinea crescatoare a dimensiunii (selecteaza cele mai mici
obiecte -> cat mai multe obiecte):

5+6+12*2/3=11+8=19

In ordinea descrescatoare a valorii (selecteaza cele mai valoroase
obiecte -> valoare cat mai mare):

12+6=18
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Problema rucsaculul

Exemplu:

Val(p) Dim(d) Profit relativ (Val/Dim)
6 2 3

5 1 3)

12 3 4

C=5

Criteriu de selectie:

In ordinea crescatoare a dimensiunii (selecteaza cat mai multe
obiecte): 5+6+12*2/3=11+8=19

In ordinea descrescatoare a valorii (selecteaza cele mai valoroase
obiecte): 12+6=18
In ordinea descrescatoare a profitului relativ (selecteaza obiectele
mici si valoroase):
5+12+6*1/2=17+3=20
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Problema rucsaculul

Knapsack(d[1..n],p[1..n])
“sorteaza d si p descrescator dupa valoarea profitului relativ”

FOR i« 1,n DO SJi] — 0 ENDFOR
| «— 1
WHILE C>0 AND i<=n DO

IF C>=d[i] THEN SJi] « 1

C — C-d[i]
ELSE S[i] — C/d[i]
C—0
ENDIF
| — i+1
ENDWHILE

RETURN S[1..n]

Algoritmica si structuri de date - Curs
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Problema rucsaculul

Verificarea corectitudinii;

In cazul variantei continue (fractionare) a problemei, tehnica greedy
conduce la solutia optima

Obs:

. O solutie greedy satisface: S=(1,1,...,1,,0,..,0)

. s.d+...+s.,d =C (restrictia poate fi intotdeauna satisfacuta cu
egalitate)

. Obiectele sunt sortate descrescator dupa valoarea profitului relativ:
p+/d>p,/dy>...>p,/d,

Dem.

Fie O=(04,0,,...,0,,) 0 solutie optima. Demonstram prin reducere la absurd ca
este o solutie greedy. Presupunem ca O nu e solutie greedy si
consideram o solutie greedy O’=(0’4,0’,,...,0",)
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Problema rucsacului

Fie B.={ilo'>=0} si B_={j|o’,<o}, k —cel mai mic indice pentru care = 0',<o,.
Datorita structurii unei solutii greedy rezulta ca orice indice i din B, este mai mic
decat orice indice j din B_.
Pe de alta parte ambele solutii trebuie sa satisfaca restrictia, adica:
o,d,+...0,d,=0",d,+...+0" d,

Z(O'i _Oi)di = Z(Oj _O'j)dj

ieB+ jeB

P-P-= Z(o —0)p, = 3 (0", —0,)d, ? > (0, -0 )d

ieB+ i jeB

! p ' !
P—Pzd—"Z(ol.—ol.)di £ N (0,-0',)d; =0

k ieB+ k ]eB

Deci solutia greedy este cel putin la fel de buna ca O (care este o solutie
optima). Proprietatea de substructura optima este usor de demonstrat prin

reducere la absurd.
Algoritmica si structuri de date - Curs 30
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Problema rucsacului

Obs: rezultatul nu este valabil in cazul variantei discrete a problemei

Contraexemplu:

Obiect Profit Dim Profit/Dim  Capacitate (C): 9
O1 10 6 5/3

02 7 5 715

O3 6 4 3/2

04 2 1 2

(i) Crescator dupa dimensiune: 03,04 (valoare totala: 8)
(i) Descrescator dupa profit: 01,04 (valoare totala: 12)
(iif) Descrescator dupa profit relativ: 04, o1 (valoare totala: 12)

Solutie optima: 02,03 (valoare totala: 13).
Rezolvare: tehnica programarii dinamice (semestrul 2)

Algoritmica si structuri de date - Curs
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Aplicati

Problema selectiei activitatilor

Fie A={a,,...,a,} un set de activitati ce partajeaza aceeasi resursa. Fiecare
activitate a, necesita un interval de timp [b;,e;,) pentru a fi executata.
Doua activitati sunt considerate compatibile daca intervalele lor de
executie sunt disjuncte si incompatibile in caz contrar.

Problema cere sa se selecteze cat mai multe activitati compatibile.

Exemplu:
A1: [0,6)
A2: [1,5)
A3: [4,6)
A4 [5,8)
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Problema selectiel activitatilor

Fie A={a,,...,a,} un set de activitati ce partajeaza aceeasi resursa. Fiecare
activitate a, necesita un interval de timp [b;,e,) pentru a fi executata. Doua
activitati sunt considerate compatibile daca intervalele lor de executie sunt
disjuncte si incompatibile in caz contrar.

Problema cere sa se selecteze cat mai multe activitati compatibile.

Exemplu:

al: [0,6)
a2: [1,5)
a3: [4,6)
a4: [5,8)

Exista mai multe criterii de selectie a activitatilor

a) In ordine crescatoare a momentului de inceput:
a1

b) In ordinea crescatoare a duratei:
a3

c) In ordinea crescatoare a momentului de finalizare:
a2, a4
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Problema selectiel activitatilor

// Presupunem ca fiecare element al[i] contine doua campuri
/[ a[il.b - moment de inceput (begin)
/[ al[il.e - moment de finalizare (end)

Selectie_activitati(a[1..n])
a[1..n] <« sortare crescatoare dupa valoarea lui e (a[1..n])
s[1] < 1 /I s va contine indicii elementelor selectate din a
K« 1
FORi« 2,nDO
IF afi].b>=als[k]].e THEN
K« k+1
S[k] — |
ENDIF
ENDFOR
RETURN s[1..K]
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Problema selectiel activitatilor

Verificare corectitudine. Pp ca setul de activitati este ordonat crescator dupa
momentul de finalizare (a,.e< a,.e<...<a,.e).

Proprietatea de alegere “"greedy”: Fie (04,0,,...,0,)=(a;1,a,,-.-,8;) 0 solutie
optima (pp ca activitatile selectate sunt specificate in ordinea crescatoare
a momentului de finalizare: i,<i,<...<i,).

In acest caz activitatea a;, poate fi inlocuita cu a, (activitatea care se termina
cel mai repede) fara a altera restrictia problemei (activitatile selectate
sunt toate compatibile) si pastrand acelasi numar (maxim) de activitati
selectate
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Problema selectiel activitatilor

Verificare corectitudine. Pp ca setul de activitati este ordonat crescator dupa
momentul de finalizare (a,.e< a,.e<...<a,.e).

Proprietatea de substructura optima. Consideram o solutie optima:
(a4,0,,...,0,) (obs: din propr. de alegere “greedy” rezulta ca putem
considera 04=a,).

Pp ca (o,,...,0,) nu e solutie optima pt subproblema selectiei din
{a,,as,...,a,}

Rezulta ca exista 0'=(0’,,...,0",) alta solutie cu k’>k si astfel incat o’ e
compatibila cu a,. Acest lucru ar conduce la o solutie (a4, 0’5,...,0’,) mai
buna decat (a,,0,,...,0,). Contradictie.
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Cursul urmator ...

. alte tehnici de proiectare a algoritmilor

. Sl recapitulare
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FloodIlt Game [2006, LabPixies->Google]

Se considera o grila nxn continand celule colorate initial aleator
Celula din coltul stanga sus este considerata celula de start

Toate celulele care au aceeasi culoare cu celula de start si care pot fi accesate
prin deplasare pe orizontala sau verticala (dar nu diagonala) sunt considerate
conectate cu celula de start

Se pune problema schimbarii succesive a culorii celulei de start (si a tuturor
celor conectate cu ea) astfel incat grila sa fie acoperita complet cu aceeasi
culoare in cat mai putine etape

(R. Clifford, The Complexity of Flood Filling Games, 2011)

Exemplu joc online: http://www.kongregate.com/games/xeflor/flood-it,
http: unixpapa.com/floodit/

—&» —
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FloodIlt Game [2006, LabPixies->Google]

Se considera o grila nxn continand celule colorate initial aleator
Celula din coltul stanga sus este considerata celula de start

Toate celulele care au aceeasi culoare cu celula de start si care pot fi accesate
prin deplasare pe orizontala sau verticala (dar nu diagonala) sunt considerate
conectate cu celula de start

Se pune problema schimbarii succesive a culorii celulei de start (si a tuturor
celor conectate cu ea) astfel incat grila sa fie acoperita complet cu aceeasi
culoare in cat mai putine etape

L]
>

—

—&» —

(R. Clifford, The Complexity of Flood Filling Games, 2011)

Care ar fi o strategie simpla/intuitiva de joc?
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