CURS 11:

Programare dinamica
- | -

Algoritmica - Curs 11



Motivatie

Google | Alguitmica
algoritmica
algoritmica grafurilor
algorithmically

algoritmica statistical consulting
About 142,000 results (023 seconds)

Showing results for algoritmica
Search instead for Alguitmiica

Tip: Search for English results only. You can specify your search language in
Freferences

Cum se decide ca am intentionat sa scriu Algoritmica 1n loc de Alguitmiica?

Se evalueaza o masura a disimilaritatii dintre cuvinte
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Evaluarea disimilaritatii dintre cuvinte

« Ce erori pot sa intervina in tastarea unui cuvant (text)
— Inlocuirea unei litere cu o alta litera
» Algoritmica -> Alguritmica
— Absenta unei litere
» Algoritmica -> Algoitmica

— Introducerea unei litere suplimentare

» Algoritmica -> Algoritmiica

« Cum poate fi calculata distanta dintre doua cuvinte?

— Numarul minim de operatii de inlocuire/ stergere/ insertie litera care
asigura transformarea unuia dintre cuvinte in celalalt

Exemplu: Alguitmiica -> Algoitmiica -> Algoritmiica ->
Algoritmica

inlocuire insertie stergere
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Motivatie

Analiza similaritatii dintre secvente ADN (alinierea secventelor ADN)

Scarites

ol -l c
Carenunm C ... G .. C
Fazirmachus ... G .. C
Pheropsophus C ... G .. C
Brachinus armiger ... G .. C
Brachinus hirsutus ... G .. C
dptinus c ... G .. C
Pzeudornorpha C ... G .. C

[www.sequence-alignment.com]

GO (G [ (e (RN (R [NSrIRy (e

Obs: Determinarea scorului de potrivire dintre doua secvente ADN este similara
determinarii distantei de editare, erorile de editare fiind inlocuite cu mutatii care
cauzeaza: insertia/eliminarea/inlocuirea unei nucleotide in oricare dintre secvente

TCGAAGTA TCGA- AGTA
CCATAG CC- ATAG - -

http://www.bioinformatics.org/sms2/pairwise_align_dna.html
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Calculul distantei de editare

Intrare: Se considera doua siruri (cuvinte): x[1..m] si y[1..n]

lesire: Numarul minim de operatii de insertie, stergere, inlocuire simbol care
permite transformarea sirului x[1..m] in sirul y[1..n]

Idee: se analizeaza prima data cazuri particulare dupa care se incearca
extinderea solutiei pentru cazul general

Notatie: DIi,j] reprezinta distanta de editare dintre sirurile partiale (prefixele)
X[1..i] si y[1..]

Cazuri particulare:
— 1=0 (x este vid): D[O,j]=]
(sunt necesare j inserari pt a transforma x in y)
— J=0 (y este vid): D[i,0]=i

(sunt necesare i stergeri pentru a transforma x in y)
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Calculul distantei de editare

Intrare: Se considera doua siruri (cuvinte): x[1..m] si y[1..n]

lesire: Numarul minim de operatii de insertie, stergere, inlocuire simbol care
permite transformarea sirului x[1..m] in sirul y[1..n]

Notatie: Dli,j] reprezinta distanta de editare dintre sirurile partiale (prefixele)
X[1..i] si y[1..]

Cazuri posibile:
— Daca x[i]=y[j] atunci D[i,J] = D[i-1,j-1]
— Daca x[i]'=y[j] atunci se analizeaza trei situatii:
 X[i] se inlocuieste cu y[j]: DI[i,j]=D[i-1,j-1]+1
« X[i] se sterge: DI[i,j]=D[i-1,j]+1
* V[j] se insereaza dupa x]i]: D[i,j]=DIi,j-1]+1
si se alege varianta care conduce la cel mi mic numar de operatii:
DI[i,j]=min{D[i-1,j-1] , D[i-1,j], D[i,j-1]}+1 5



Calculul distantei de editare

Exemplu: x=“carte”, y="caiete”

r i j=0
. J L)
D[i,j] =1 D[i—1,j—1] xli] = ylj]

\min{D[i —1,j — 1],D[i,j — 1],D[i — 1,j1} + 1 x[i] # y[j]

cai et Distanta de editare: 3

D012345

00012345
c 11101234
a 2210123
r 31321123
t 4432222
e 51543323
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Calculul distantei de editare

Exemplu: x=“carte”, y="caiete”

r i j=0
. J L)
D[i,j] =1 D[i—1,j—1] xli] = ylj]

\min{D[i —1,j — 1],D[i,j — 1],D[i — 1,j1} + 1 x[i] # y[j]

cai et Distanta de editare: 3

D|012345

0012345 Determinare secventei de operatii de editare:
c 11101234
a 2210123 carte -> cart -> caet ->caiet
r 31321123 eliminare inlocuire insertie
t 4432222 Deplasari: sus diagonala stanga
e 5543323
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Structura

Ce este programarea dinamica ?
Etapele principale in aplicarea programarii dinamice
Relatii de recurenta: dezvoltare ascendenta vs.dezvoltare descendenta

Alte aplicatii ale programarii dinamice

Algoritmica - Curs 11 9



Ce este programarea dinamica?

« Este o tehnica de proiectare a algoritmilor pentru rezolvarea problemelor
care pot fi descompuse in subprobleme care se suprapun — poate fi aplicata
problemelor de optimizare care au proprietatea de substructura optima

« Particularitatea metodei consta in faptul ca fiecare suproblema este
rezolvata o singura data iar solutia ei este stocata (intr-o structura tabelara)
pentru a putea fi ulterior folosita pentru rezolvarea problemei initiale.

Descompunerea problemei Solutia problemei Pb3 contine solutiile
In subprobleme suprapusec (sub)problemelor Pb1 si Pb2
Sol 1
Pbl
Sol 2
Pb2
Sol 3
Pb3 = 10
Algoritmica - Curs 11




Ce este programarea dinamica?

Obs.

 Programarea dinamica a fost dezvoltata de catre Richard Bellman in 1950
ca metoda generala de optimizare a proceselor de decizie.

« In programarea dinamica cuvantul programare se refera la planificare si nu
la programare in sens informatic.

e Cuvantul dinamic se refera la maniera in care sunt construite tabelele Tn
care se retin informatiile referitoare la solutiile partiale.
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Ce este programarea dinamica?

Programarea dinamica este corelata cu tehnica divizarii intrucat se
bazeaza pe divizarea problemei initiale Tn subprobleme. Exista insa
cateva diferente semnificative intre cele doua abordari:

— divizare: subproblemele in care se divide problema initiala sunt
iIndependente, astfel ca solutia unei subprobleme nu poate fi utilizata
in construirea solutiei unei alte subprobleme

— programare dinamica: subproblemele sunt dependente (se suprapun)
astfel ca solutia unei subprobleme se utilizeaza in construirea
solutiilor altor subprobleme (din acest motiv este important ca solutia
fiecarei subprobleme rezolvate sa fie stocata pentru a putea fi
reutilizata)
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Ce este programarea dinamica?

Diferenta dintre descompunerea in subprobleme in cazul tehnicii divizarii
respectiv a programarii dinamice

Descompunerea in Structura solutiei Programare dinamica
subprobleme

Pbl Sol 1

Sol 2
Pb2
Pb3 Sol 3
Pb1 Pb2
Soll | Sol2 |Sol3 | Sol4
Pb3 Pb4 Tehnica divizarii
Algoritmica - Curs 11 13




Ce este programarea dinamica?

* Programarea dinamica este corelata si cu strategia cautarii local
optimale (greedy) Tntrucat ambele se aplica problemelor de
optimizare care au proprietatea de substructura optima iar solutiile

sunt construite incremental
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Structura

Ce este programarea dinamica ?
Etapele principale in aplicarea programarii dinamice

Relatii de recurenta: dezvoltare ascendenta vs.dezvoltare
descendenta

Alte aplicatii ale programarii dinamice

Algoritmica - Curs 11
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Etapele principale Tn aplicarea programarii
dinamice

Se analizeaza structura solutiei: se stabileste modul in care
solutia problemei depinde de solutiile subproblemelor. Aceasta
etapa se refera de fapt la verificarea proprietatii de substructura
optima si la identificarea problemei generice (forma generala a
problemei initiale si a fiecarei subprobleme).

|dentificarea relatiei de recurenta care exprima legatura intre
solutia problemei si solutiile subproblemelor. De regula in relatia
de recurenta intervine valoarea criteriului de optim.

Dezvoltarea relatiei de recurenta. Relatia este dezvoltata in
maniera ascendenta astfel incat sa se construiasca tabelul cu
valorile asociate subproblemelor.

Construirea propriu-zisa a solutiei — se bazeaza pe informatiile
determinate in etapa anterioara.

Algoritmica - Curs 11 16



Structura

Ce este programarea dinamica ?
Etapele principale in aplicarea programarii dinamice

Relatii de recurenta: dezvoltare ascendenta vs.dezvoltare
descendenta

Alte aplicatii ale programarii dinamice

Algoritmica - Curs 11
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Dezvoltarea relatillor de recurenta

Exista doua abordari principale:

. Ascendenta (bottom up): se porneste de la cazul particular si se
genereaza noi valori pe baza celor existente.

. Descendenta (top down): valoarea de calculat se exprima prin
valori anterioare, care trebuie la randul lor calculate. Aceasta
abordare se implementeaza de regula recursiv (si de cele mai
multe ori conduce la variante ineficiente — eficientizarea se poate
realiza prin tehnica memoizarii (vezi cursul urmator))

Algoritmica - Curs 11 18



Dezvoltarea relatillor de recurenta

Exemplu 1. Calculul celui de al m-lea element al secventei Fibonacci

f,=f,=1; f =f _,+f ., forn>2

Abordare descendenta:

fib(m)
IF (m=1) OR (m=2) THEN
RETURN 1
ELSE
RETURN fib(m-1)+fib(m-2)
ENDIF

Algoritmica - Curs 11

Eficienta:
0 if m<=2

T(m)=

T(m-1)+T(m-2)+1 ifm>2
T
00124712203354 ...
Fibonacci:
11235813213455...
f,apartine lui O(p"),

¢ =(1++V5)/2

T(m)=f,-1 apartine lui O(ep ™)

19



Dezvoltarea relatillor de recurenta

Exemplu 1. Calculul celui de al m-lea element al secventei Fibonacci
f,=f,=1; f =f _,+f ., forn>2

Eficienta:
Abordare ascendenta: T(m)=m-2 => complexitate liniara
fib(m) Obs: eficienta in timp este platita prin
f1]—1; f[2] — 1; utilizarea unui spatiu aditional.

Dimensiunea spatiului aditional poate
fi semnificativ redusa

(sunt suficiente 2 variabile aditionale)

FOR i < 3,m DO
f[i] — f[i-1]+fi-2]

ENDFOR

RETURN f[m] fib(m)

fl—1;:1f21;
FOR i+ 3,mDO
f2 «— f1+f2: f1 «— f2-f1;
ENDFOR
RETURN f2 20
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Dezvoltarea relatillor de recurenta

Exemplu 2. Calculul coeficientilor binomiali C(n,k) (combinari de n

luate cate k)
O daca n<k

C(n,k)=< 1 daca k=0 sau n=k
C(n-1,k)+C(n-1,k-1) altfel

Abordare descendenta:

comb(n,k)
IF (k=0) OR (n=k) THEN
RETURN 1
ELSE

RETURN comb(n-1,k)+comb(n-1,k-1)

ENDIF

Algoritmica - Curs 11

Efficienta:

Dim pb: (n,k)

Op. dominanta: adunare

T(n,k)= 0 daca k=0 sau k=n

T(n,k)=T(n-1,k)+T(n-1,k-1), altfel

Nr adunari = nr noduri in arborele
de apeluri recursive

T(n,k) >=2 min{k,n-k}

T(n,k) 0 Q(2 mintkn-k} Y

21



Dezvoltarea relatillor de recurenta

Exemplu 2. Calculul coeficientilor binomiali C(n,k)
0 dacan<k

C(n,k)=< 1 daca k=0 sau n=k
C(n-1,k)+C(n-1,k-1) altfel

Abordare descendenta: construirea triunghiului lui Pascal

0 1 2 .. kil K

0 1

1 1.1

2 1\“2 1

k 1 1

n-1 1 C(n-1,k-1) C(n-1,k)
N1 T k)

Algoritmica - Curs 11
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Dezvoltarea relatillor de recurenta

Algoritm: . _
Comb(n,k) Eficienta:
FOR i<—0,n DO
FOR j < 0,min{i,k} DO Dim pb: (n.K)
IcF[i(,Jj]_?l?R (=) THEN Op. dominanta: adunarea
ELSE
ENCIg,IJ|]:(_ C[i-1,j]+C[i-1,j-1] T(n,K)=(1+2+...+k-1) +(k+...+K)
ENDFOR =k(k-1)/2+k(n-k+1)
ENDFOR
RETURN CJn,k] T(n,k)I] 1 (nk)

Obs. Daca trebuie calculat doar C(n,k) este suficient sa se utilizeze
un tablou cu k elemente ca spatiu suplimentar

Algoritmica - Curs 11 23



Aplicatil ale programarii dinamice

Cel mai lung subsir strict crescator

Fie a;,a,,...,a, 0 secventa. Sa se determine cel mai lung subsir avand
proprietatea a; <a;,<...<a; (un subsir strict crescator avand
numarul de elemente maxim).

Exemplu:
a=(2,5,1,3,6,8,2,10,4)

Subsiruri strict crescatoare de lungime 5 (lungimea maxima):
(2,5,6,8,10)
(2,3,6,8,10)
(1,3,6,8,10)

Algoritmica - Curs 11 24



Cel mai lung subsir strict crescator

1. Analiza structurii solutiei.

Fie s=(a;;, @, ---,8k.1) »a5 ) Solutia optima. Inseamna ca nu exista nici un
element in a[l..n] aflat dupa a; care sa fie mai mare decat a;  In
plus nu exista element in sirul initial avand indicele cuprins intre
Ji-1) S J 1ar valoarea cuprinsa intre valorile acestor elemente ale
subsirului s (s nu ar mal fi solutie optima). Aratam ca s'=(a;,
j,--+,3k.1) ) €Ste solutie optima pentru problema determinarii celui

mal lung subsir care se termina in a;,;,. Pp cas’ nu este

optimal. Rezulta ca exista un subsir s” de lg. mai mare. Adaugand

la s” elementul a;, s-ar obtine o solutie mai buna decat s,

iImplicand ca s nu este optim. Se ajunge astfel la o contradictie,

deci s’ este solutie optima a subproblemei determinarii unui subsir

crescator care se termina in a;y ;)

Deci problema are proprietatea de substructura optima
Algoritmica - Curs 11 25



Cel mai lung subsir strict crescator

2.  Construirea unei relatii de recurenta

Fie B, numarul de elemente al celui mai lung subsir strict crescator care
se termina in a,

1 if 1=1
B, =

1+ max{B;| 1l<=j<=i-1, a<a}
Exemplu:

a=(25,1,3,6,8,2,710,4)
B =(1,2,1,2,3,4,2,5,3)

Algoritmica - Curs 11 26



Cel mai lung subsir strict crescator

3. Dezvoltarea relatiei de recurenta

1 if i=1
B, =
1+max{B;| 1<=j<=i-1, a<a}

Complexitate: 6(n?)

calculB(a[1..n])
B[1l]«1
FOR i« 2,nDO
max «— 0
FOR |« 1,i-1 DO
IF a[j]<ali] AND max<B]j]
THEN max <« BJ]]
ENDIF
ENDFOR
B[i] «— max+1
ENDFOR
RETURN B[1..n]

Algoritmica - Curs 11 27




Cel mai lung subsir strict crescator

4.  Construirea solutiel

Se determina maximul lui
B

Se construieste s succesiv
pornind de la ultimul
element

Complexitate: 8(n)

construire(a[l1..n],B[1..n])
m«—1
FOR i+« 2,nDO
IF B[i]>B[m] THEN m «— i ENDIF
ENDFOR
k «— B[m]
S[k] « a[m]
WHILE B[m]>1 DO
| <— m-1
WHILE aJi]>=a[m] OR BJi]J<>B[m]-1 DO
| — -1
ENDWHILE
m «— I; k<« k-1; s[k] < a[m]
ENDWHILE
RETURN s[1..K]
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Cel mal lung subsir strict crescator (varianta 2)

calculB(a[1..n]) construire(a[1..n],B[1..n],P[1..n])
B[1l] — 1; P[1] <O m «— 1
FOR i+ 2,nDO FOR i« 2,nDO
max «— 0 IF B[i]>B[m] THEN m «— i ENDIF
Pli] < 0 ENDFOR
FOR |« 1,i-1 DO K:=B[m]
IF afjJ<ali] AND max<Bj] s[k]:=a[m]
THEN max « B([j] WHILE P[m]>0 DO
P[] <] m « P[m]
ENDIF k — k-1
ENDFOR s[K] «<— a[m]
B[i] « max+1 ENDWHILE
ENDFOR RETURN s[1..K]
RETURN B[1..n]

P[i] este indicele elementului ce 1l precede pe a[i] in subsirul optim.
Utilizarea lui P[1..n] simplifica construirea solutiei
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Cel mai lung subsir comun

Fiind date doua siruri (secvente) a,,..., &, siby,...,b, sa se

Obs :

determine un subsir c4,...Cc, care satisface:
Este subsir comun al sirurilor a si b, adica exista iy, ...,i, Si
J1,---:) @stfel incat
clzailzbjl, CZ:aiZ:bjz, e (:k:aik:bjk
k este maxim (cel mai lung subsir comun)

aceasta problema este un caz particular intalnit in
bioinformatica avand ca scop analiza similaritatii dintre doua
siruri de nucleotide (ADN) sau aminoacizi (proteine) — cu cat
au un subsir comun mai lung cu atat sunt mai similare cele
doua siruri initiale

Algoritmica - Curs 11
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Cel mai lung subsir comun

Exemplu:

oo
=N
w
~

Subsiruri comune:

i N
B W NN W

Varianta a problemei: determinarea
celei mai lungi subsecvente
comune de elemente consecutive

Exemplu:
a 21 3 45
b: 1 3 4 2

Subsecvente comune:

1, 3
3, 4
1, 3, 4
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1.

Cel mali lung subsir comun

Analiza structurii unei solutii optime

Fie P(i,j) problema determinarii celui mai lung subsir comun al sirurilor

L[1.J]=

a[l..l] sib[l..]]. Daca ali]=b[j] atunci solutia optima contine acest
element comun iar restul elementelor este reprezentat de solutia
optima a subproblemei P(i-1,j-1) (care consta in determinarea
celui mai lung subsir comun al sirurilor a[1..i-1] respectiv b[1..]-1].
Daca a[i]<>Db[j] atunci solutia optima coincide cu cea mai buna
dintre solutiile subproblemelor P(i-1,j) respectiv P(i,j-1).

Deducerea relatiei de recurenta. Fie L(i,}) lungima solutiel optime
a problemei P(i,j). Atunci:

0 daca i=0 sau |=0
1+L[I-1,j-1] daca a[i]=b[j]
max{L[i-1,j],L[i,j-1]} altfel
Algoritmica - Curs 11 32



Exemplu:

0 1 2 3 4

a. 2 1 4 3 2
b: 1 3 4 2 0 0 0 0 0 )
141 0 0 0 O 1
20 1 1 1 1
0) daca i=0 sau |=0 31 0 1 1 2 2
L[i,j]:{1+L[i-1,j-1] daca a[i]=b[j] Al 0 1 2 2 2
max{L[i-1,j],L[ij-1]}  altfel 500 1 2 2 3

Cel mai lung subsir comun

Algoritmica - Curs 11
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Cel mali lung subsir comun

Dezvoltarea relatiei de recurenta:

0
L[i,j]=) 1+L[i-1,j-1]

max{L[i-1,j,L[i,i-1]}  altfel

daca =0 sau J=0
daca ali]=b[j]

calcul(a[l..n],b[1..m])
FOR i+ 0,n DO LJ[i,0] — 0 ENDFOR
FORj <« 1,m DO L[0,j] — 0 ENDFOR
FORi«+ 1,nDO

FORj«— 1,m DO

IF a[i]=b][j]

THEN L[i,j] « L[i-1,j-1]+1

ELSE

L[i,j] <= max(L[i-1,j],L[i,]-1])

ENDIF

ENDFOR
ENDFOR
RETURN L[0..n,0..m]
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Cel mai lung subsir comun

Construirea solutiei (varianta Observatii:
recursiva):
o . a, b, c si k sunt variabile
Construire(i,)) globale
IF '—["J]_>9 THEN . Inainte de apelul functiei,
IF a[i]=b[j] variabila k se initializeaza
THEN (k=0)
construire(i-1,)-1) . Functia de construire se
K k+1 apeleaza prin
c[k] < a[i]
ELSE

construire(n,m)
IF L[-1,j]>L[1)-1]

THEN construire(i-1,))
ELSE construire (i,j-1)
ENDIF ENDIF ENDIF
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Cursul urmator...
...alte aplicatii ale programarii dinamice

... tehnica memoizarii

Algoritmica - Curs 11
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